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АЛГОРИТМ ОЦІНЮВАННЯ ЧАСТОТИ КОМПЛЕКСНОГО ГАРМОНІЧНОГО 

СИГНАЛУ З СЕГМЕНТАЦІЄЮ ДАНИХ СПОСТЕРЕЖЕНЬ 
 

Предметом вивчення в статті є технології оцінювання частоти гармонічних компонент в умовах ная-

вності адитивних нормальних завад для вирішення прикладних завдань спектрального аналізу. Мета ро-

боти: розробка методології синтезу алгоритмів визначення частоти комплексного гармонійного сиг-

налу за дискретними відділками процесу  який спостерігається при використанні сегментації даних. 

Завдання: за модельними уявленнями та вимогами, які відповідають проблемам сучасного стану прак-

тики спектрального аналізу, розробити оптимальну за критерієм максимальної правдоподібності тех-

нологію визначення частоти гормональної компоненти процесу, наданого конечним числом дискретних 

відсіків. Отримані такі результати. Вирішена задача до оцінювання частоти гармоніки  по сегменто-

ваним даним в умовах присутності адитивних гаусових завад в спостереженнях, що базується на ме-

тоді максимальної правдоподібності. Наведені алгоритм обробки та наслідки цифрового моделювання 

синтезованої технології оцінювання за  заданої кількості дискретних відліків процесу. Проведено аналіз 

як практичної спроможності технології визначення оцінки так і певних якісних показників оцінок. Ви-

сновки. Наукова новизна отриманих результатів полягає в наступному: надбали подальший розвиток 

як метод вирішення задач оцінювання частоти гармонійного сигналу за невеликою кількістю вибіркових 

значень процесу в умовах адитивних нормальних завад,. так і методи оптимізації структури цифрової 

обробки спостережень при сегментації даних. Синтезована технологія для визначення оцінок викорис-

товує одну вибірку спостережень, що забезпечує оперативність обробки інформації при досить про-

стій програмній реалізації. Використання сегментації в технологічному процесі цифрової обробки спо-

стережень дозволяє одержати оцінки, якісні показники яких відповідають показникам оцінок максима-

льної правдоподібності. Для однозначного оцінювання виникає необхідність в усуненні неоднозначності. 

При виконанні цих умов технологія при заданій кількості вибірок дозволяє суттєво розрішити діапазон 

відносин сигнал/завада при яких можуть бути отримані практична незміщені оцінки. 

 

Ключові слова: сегментовані дані; метод максимальної правдоподібності; спектральний аналіз; оціню-

вання частоти. 

 

Введення 

Відомі сучасні технології обробки вибіркових 

спостережень, отримані на базі власно структурних 

методів, за допомогою яких спеціалісти намагаються 

вирішити на сьогоднішній день основні задачі спект-

рального аналізу, зокрема, задачі оцінювання час-

тоти гармонічних компонент [1-8]. Тим не менш об-

числювальні аспекти та якісні показники оцінки при 

використанні вказаних технологій і їх модифікацій в 

умові невеликої кількості вибіркових значень спосте-

режень не задовольняє вимоги радіотехнічної прак-

тики [2-8]. 

Мета роботи: розробка методології синтезу ал-

горитмів оцінювання частоти комплексного гармо-

нійного сигналу за дискретними відліками процесу 

який спостерігається  при використанні сегментації 

даних. В статті на базі метода максимальної правдо-

подібності вирішена задача до визначення частоти 

гармонійного комплексного сигналу за сегментова-

ними вибірковими значеннями спостережень, отри-

мано алгоритм їх обробки, проведено цифрове моде-

лювання, яке підтвердило наслідки теоретичних дос-

ліджень 

Постановка задачі 

Нехай на інтервалі спостереження Т задана пос-

лідовність відліків nU (n 1,2,...,L) : 

n n nU S      (1) 

тимчасового процесу U(t), t (0,T) . 
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Тут: 

n 0 0S E exp(j2 f n t)             (2) 

сигнальна складова спостереження (1) з невідомою 

амплітудою 0E | E | exp(j )   і частотою 0f  із зада-

ного діапазону 0| f | F , | E |  і 0  - інтенсивність та 

початкова фаза комплексної амплітуди E , n  – n-й 

відлік нормального комплексного випадкового про-

цесу (t)  з нульовим середнім та дисперсією 

2
0 02 2FN  , 0N  - постійна в заданій смузі частот 

спектральна інтенсивність, 
1

t
2F

   - крок дискрети-

зації. 

Потрібно на основі спостережень nU (n 1,L)  

отримати оцінку 0f̂  частоти 0f  при невідомих 

2 2
0 E 0| E |, , 2    . 

Рішення задачі 

Використовуючи основи методологічних поло-

жень ESPRIT [2, 3], представимо спостереження в 

виді сукупності непересічних (сегментованих) векто-

рів 0U  і 1U : 

0
K

1

U
U ,

U

 
  
 

           (3) 

де 

T
0 1 2 L KU (U ,U ,...,U ),                     (4) 

T
1 K 1 K 2 LU (U ,U ,...,U ). 

 

Знак «Т» над символом в (4) означає операцію 

транспонування, а К – коефіцієнт прорідження. 

Будемо вважати, що: 

0exp(j2 f t)     (5) 

є коренем рівняння: 

 K K
0 Kx C C 0.                      (6) 

Оскільки вектор спостереження U  містить сиг-

нальну та шумову компоненту, то можна записати: 

K KH U .        (7) 

Тут матриця перетворення KH  розмірністю 

KdimH (L K) L   така: 

 

0 K

0 K
K

0 K

C 0 0 0 C 0 0 0

0 C 0 0 0 C 0 0
H ,

0 0 0 C 0 0 0 C

 
 
 
 
 
  

 (8) 

а T
1 1 2 L K( , ,..., )     . 

 

Не важко показати, що гаусова шумова компо-

нента   в (7) має нульове математичне очікування і 

кореляційну матрицю 
2

K KR I  , зв’язаною з квад-

ратом 
2|| C ||  норми || C ||  вектора 

T
0 KC (C ,C )  рів-

ністю: 

2 2 2
K 0 K 0 K KR 2 || C || I 2 H H .             (9) 

В останній рівності: знак «+» означає операцію 

сполучення по Ерміту відповідної матриці, KI  - оди-

нична діагональна матриця Kdim I (L K) (L K)    . 

Визначення (7) і (9) дозволяють записати функ-

цію правдоподібності W(U/ C)  вектора спостере-

ження U  відносно C  при заданому К у вигляді: 

1

2
(L K)

K

1
K K K

1
W(U/ C) ( )

ˆ(2 ) | R |

1 ˆexp{ (H C) R (H C)}.
2



 

 


 

 (10) 

Оскільки 

K KH U N C,   (11) 

де 

    1 2 L K
K

K 1 K 2 L

...U U U
N ,

...U U U



 

 
  
 

         (12) 

а KR̂  (9) діагональна, мінімум 

1
K K K

C

ˆinf[(H U) R (H U)]   при фіксованому 
2|| C ||  дося-

гається, якщо вектор C  дорівнює власному вектору 

1V  матриці Тк: 
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0 0 0 1
K K K

1 0 1 1

U U U U
T N N ,

U U U U

 


 

 
  
  

 (13) 

який відповідає її мінімальному власному чи-

слу 1v  [9]. 

Враховуючи відомий зв’язок між власними зна-

ченнями та власними векторами матриці [9] прихо-

димо до висновку: складові власного вектора 1V  яв-

ляються максимально правдоподібними оцінками 

0Ĉ  і KĈ складових вектора C . 

Знаючи 0Ĉ  і KĈ  дозволяють вирішити відно-

сно K  поліном (6), а потім на підставі рівності (5) 

отримати оцінку 0f̂ . 

K

0 K

1 Im
f̂ {arctg m },

2 k t Re


  

  
 (14) 

де m=1,2,… 

Значення 0f̂  може визначатися неоднозначно. 

Для отримання однозначного результату потрібно 

знати додаткові «грубі» значення 0f̂ . Це можливо до-

сягти, вважаючи, що К = 1, 2,..., t та відповідно вира-

ховуючи 
ˆ
 , 

2ˆ , ...,
tˆ . 

В обчислювальному плані процедура прийняття 

рішення допускає спрощення. Зокрема, вважаючи 

0C 1 , числовим значенням 
Kˆ , що витікає із вище 

наведеного, може слугувати нормована величина 

0 1U U : 

K 0 1

0 1

U Uˆ

| U U |




  .          (15) 

Якісні показники алгоритми оцінювання час-

тоти гармоніки по кінцевому числу відліків процесу 

U(t)  ілюструють результати, отримані на рівні циф-

рового статичного моделювання, проведенні при на-

ступних вихідних даних. 

Послідовність 1 2 LU ,U ,...,U складається з ади-

тивної суміші комплексної гармоніки з постійною 

| E | , частотою 0f 2Гц  та L незалежних відліків  но-

рмальної  завади з нульовим математичним очікуван-

ням. Для першого експерименту: L=16, K=10, 

0f t 0,521   (табл. 1). Для оцінки частоти 0f  вико-

ристовується спрощений алгоритм, визначається 

співвідношеннями (14) і (15). 

Цифровий матеріал з таблиці 1 ілюструю залеж-

ність якісних показників оцінок 0f̂   дисперсії 2

f̂
  

оцінок частоти 0f  від відношення сигнал/шум 

2 2
0g | E | 2  . Оціночне значення отримане при усе-

редненні результатів на 50 реалізацій шумового век-

тора. 

Цифровий матеріал з таблиці 2: залежність якіс-

них показників оцінок 0f̂  від відношення сиг-

нал/шум для другого випадку (L=32, K=20,
 

0f t 0,521  ). 

 

Таблиця 1  

Якісні показники оцінок частоти сигналу 

g <f0̂> σf0̂
2  

8 1,997 6,83× 10−5 

4 1,994 1,74 × 10−4 

2,67 1,981 8, 584 × 10−4 

2 1,98 1,19× 10−3 

 

 

Таблиця 2  

Якісні показники оцінок частоти сигналу 

g <f0̂> σf0̂
2  

8 2 1,275× 10−5 

4 1,994 4,764× 10−5 

2,67 1,997 8,259× 10−5 

2 1,993 1,935× 10−4 

 

Для зіставлення, в таблиці 3 приведені числові 

значення оцінки 0f̂  , отримані при оцінюванні, 

яке базується на використанні дискретного перетво-

рення Фурь’є [10]. Дані отримані при L=32,

0f t 0,521  , 0f 2Гц . 

 

Таблиця 3  

Якісні показники оцінок частоти сигналу 

g 8 4 2,67 2 

<f0̂> 2,7 2,95 3 4,225 

Висновки 

Наведені теоретичні та практичні досліди дозво-

ляють зробити наступні висновки. 

Синтезована технологія одержаних оцінок час-

тоти комплексної гармоніки завдяки використанню 

сегментації проста в обчисленні. 
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Алгоритм обробки використовує одну вибірку 

спостережень, але для однозначного оцінювання по-

трібно усунення неоднозначності, що потребує з 

практичної точки зору подальших досліджень. 

На відмінність від відомої технології/ (викорис-

тання дискретного перетворення Фур’є) правила при 

невеликому числі вибірок спостережень та усуненні 

неоднозначності дозволяє отримати практично не-

зміщені оцінки. 
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ALGORITHM FOR ESTIMATING THE FREQUENCY OF A COMPLEX HARMONIC SIGNAL  

WITH SEGMENTATION OF OBSERVATION DATA  

A. Abramov, Yu. Siedina, A. Nikolaev, A. Bondarev 

The article deals with the technology of estimating the frequency of harmonic components in the presence of 

additive normal interferences for solving applied problems of spectral analysis. Objective: to develop a methodology 

for the synthesis of algorithms for determining the frequency of a complex harmonic signal in discrete sections of the 

process, this is observed when using data segmentation. Objective: to develop the optimal technology for determining 

the frequency of the hormonal component of the process, provided by a finite number of discrete compartments, 

according to model representations and requirements that meet the problems of the current state of spectral analysis 

practice. These results were obtained. The problem of estimating the harmonic frequency from segmented data in the 

presence of additive Gaussian interference in observations based on the method of maximum likelihood is solved. The 

processing algorithm and the consequences of digital modeling of the synthesized evaluation technology for a given 

number of discrete process samples are given. The analysis of both the practical capacity of the technology for deter-

mining the assessment and certain qualitative indicators of assessment is performed. Conclusions. The scientific nov-

elty of the obtained results is as follows: further development as a method for solving problems of estimating the 

frequency of the harmonic signal from a few sample values of the process under conditions of additive normal inter-

ference and methods for optimizing the structure of digital processing of observations in data segmentation. The syn-

thesized technology uses one sample of observations to determine the estimates, which ensure the efficiency of infor-

mation processing in a simple software implementation. The use of segmentation in the technological process of digital 

processing of observations allows obtaining estimates, the quality of which corresponds to the indicators of maximum 

likelihood. For unambiguous assessment, there is a need to eliminate ambiguity. Under these conditions, the technol-

ogy with a given number of samples can significantly solve the range of signal-to-noise ratios at which can be obtained 

unbiased estimates. 

Keywords: segmented data; maximum plausibility method; spectral analysis; frequency estimation. 

 

 

АЛГОРИТМ ОЦЕНИВАНИЯ ЧАСТОТЫ КОМПЛЕКСНОГО  

ГАРМОНИЧЕСКОГО СИГНАЛА С СЕГМЕНТАЦИЕЙ ДАННЫХ НАБЛЮДЕНИЙ 

А. Д. Абрамов, Ю. В. Cъедина, А. Ю. Николаев, А. А. Бондарев 

Предметом изучения в статье являются технологии оценки частоты гармонических компонент в усло-

виях наличия аддитивных нормальных помех для решения прикладных задач спектрального анализа. Цель 

работы: разработка методологии синтеза алгоритмов определения частоты комплексного гармонического сиг-

нала по дискретным участкам процесса, который наблюдается при использовании сегментации данных. За-

дача: по модельным представлениям и требованиям, которые соответствуют проблемам современного состо-

яния практики спектрального анализа, разработать оптимальную по критерию максимального правдоподобия 

технологию определения частоты гормональной компоненты процесса, предоставленного конечным числом 

дискретных отсеков. Получены следующие результаты. Решена задача оценки частоты гармоники по сегмен-

тированным данным в условиях присутствия аддитивных гауссовых помех в наблюдениях, основанная на 

методе максимального правдоподобия. Приведенные алгоритм обработки и последствия цифрового модели-

рования синтезированной технологии оценки по заданному количеству дискретных отсчетов процесса. Про-

веден анализ как практической способности технологии определения оценки, так и определенных качествен-

ных показателей оценок. Выводы. Научная новизна полученных результатов заключается в следующем: при-

обрели дальнейшее развитие как метод решения задач оценивания частоты гармонического сигнала неболь-

шим количеством выборных значений процесса в условиях аддитивных нормальных помех, так и методы оп-

тимизации структуры цифровой обработки наблюдений при сегментации данных. Синтезированная техноло-

гия для определения оценок использует одну выборку наблюдений, обеспечивает оперативность обработки 
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информации при достаточно простой программной реализации. Использование сегментации в технологиче-

ском процессе цифровой обработки наблюдений позволяет получить оценки, качественные показатели кото-

рых соответствуют показателям оценок максимального правдоподобия. Для однозначного оценивания возни-

кает необходимость в устранении неоднозначности. При выполнении этих условий технология при заданном 

количестве выборок позволяет существенно разрешить диапазон отношений сигнал / помеха при которых 

могут быть получены практические несмещенные оценки. 

Ключевые слова: сегментированные данные; метод максимального правдоподобия; спектральный ана-

лиз; оценка частоты. 
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