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ВСТУП 
 
Мова – це інструмент для опису деякої сукупності об'єктів, а та-

кож операцій, які над цими об'єктами виконуються або плануються до 
виконання. Українська, російська, англійська мови – дивні інструменти 
для опису навколишнього світу й усієї гами почуттів і взаємин між 
окремими людьми та їх групами. З ускладненням практичної діяльно-
сті людини виявилась потреба в створенні спеціальних мов, присто-
сованих для опису таких об'єктів та операцій над ними, для яких зви-
чайна мова малоефективна. Так, креслення – це мова для опису гео-
метричної форми об'єктів. Класична математика, численні мови про-
грамування – абстрактні, але вражають своєю чіткістю й логічністю 
при описі методів та алгоритмів розрахунків, а також при виконанні 
розрахунків, складність яких постійно зростає. Вони дуже добре опи-
сують, приміром, рух небесних тіл і космічних кораблів, але спроби 
описати взаємини між людьми за допомогою формальної математич-
ної логіки або мови С++ заздалегідь приречені на невдачу, оскільки 
вони не призначені для цього, не мають відповідного апарату. 

У середині ХХ століття математика досягла такого рівня розвит-
ку, що змогла приступитися до опису, аналізу, прогнозування все 
більш складних і реальних ситуацій, у тому числі в соціальній та еко-
номічній сферах, у системах штучного інтелекту й робототехніки, при 
створенні систем підвищення якості нечітких зображень та ідентифі-
кації відображених на них об'єктів, розуміння текстів природною мо-
вою тощо. При цьому математики мимоволі були змушені «спустити-
ся» з крижаних вершин класичної, строгої постановки завдань і з по-
дивом виявили, що більшість реальних завдань і ситуацій за самою 
суттю постановки є нечіткими. Їм не вистачає початкових даних, 
розглядувані множини об'єктів мають розпливчасті межі, реакції на 
збурні й керівні впливи неоднозначні й не завжди адекватні й т.д. Кла-
сична наука ігнорувала цю широку область людської діяльності, але 
загальні тенденції до першочергового розвитку практичних, приклад-
них напрямів математики (які, природно, базуються на фундамента-
льних дослідженнях) потребували розв'язання задач саме цього класу 
(насамперед у військовій діяльності, а також економіці, фінансах, со-
ціології – тих галузях, які й досі є головними джерелами фінансування 
науково-технічного прогресу). Відповіддю на цю об'єктивно існуючу 
потребу став розвиток нечіткої логіки, теорій нечітких множин, нечіт-
ких відношень, лінгвістичних змінних і нечітких відображень, мета 
яких – сприяти, допомагати людському інтелекту й інтуїції приймати 
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раціональні рішення в умовах неповної та нечіткої інформації. Удо-
сконалюючи цей напрямок, учені з подивом виявляли все нові й нові 
сфери застосування її інструментарію, зрештою переконавшись, що 
більшість прикладних проблем характеризуються нечіткою постанов-
кою. Тому розробка моделей напівінтуїтивних міркувань людини й ви-
користання їх у складних технічних системах майбутніх поколінь яв-
ляє собою сьогодні одну з найважливіших проблем науки.  

Дослідження цієї галузі науки було розпочато близько 50 років 
тому Лотфі А. Заде [3], професором Каліфорнійського університету 
ім. Берклі. Головна ідея його оригінальних досліджень полягала в то-
му, що людський спосіб міркування, що базується на природній мові 
та, що найголовніше, максимально відповідає об'єктивній реальності, 
не може бути описаний у межах традиційного математичного апарату. 
Цьому апарату властива строга однозначність інтерпретації, а все, що 
пов'язане з використанням природної мови й реальних умов діяльно-
сті людини, має багатозначну інтерпретацію. Ці фундаментальні ідеї 
стали благодатним ґрунтом для розвитку дивовижного букету новітніх 
наук і розрахункових методів. 

Можна виділити три періоди становлення й розвитку теорії нечі-
тких множин, або Fuzzy Sets (англійською мовою «fuzzy» означає 
«нечіткий, розмитий, пухнастий»). Перший період датується кінцем 
60-х – початком 70-х років ХХ століття й характеризується становлен-
ням основ теорії нечітких множин. Другий припадає на 70–80-ті роки, 
коли з'явилися перші практичні результати застосування створеної 
теорії. Третій період, що триває з кінця 80-х років до цього часу, хара-
ктеризується буквально бумом практичного застосування цієї теорії в 
різних сферах науки й техніки. Новітні підходи цієї науки дали можли-
вість розширити сферу використання систем автоматизації далеко за 
межі області застосовності класичної теорії і створити принципово но-
ві, більш досконалі системи різноманітних призначень, які до цього 
здавалися зовсім нездійсненними.  

Цей навчальний посібник ставить за мету викладення основ те-
орії нечітких множин і набуття студентами навичок практичного вирі-
шення розглядуваних проблем. Посібник складається з двох частин. У 
першій частині стисло і, наскільки було можливо, чітко викладено ос-
нови теорії нечітких множин. Теоретичний матеріал супроводжується 
великою кількістю прикладів, що пояснюють суть викладених відомос-
тей. У другій частині посібника описано головні підходи до 
розв’язання найхарактерніших задач нечіткого моделювання в умовах 
невизначеності, які базуються на теорії нечітких множин. 
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1. ОСНОВИ ТЕОРІЇ НЕЧІТКИХ МНОЖИН 
 

1.1. Нечіткі множини 
 
Поняття множини було введено до наукового обігу ще 1872 р. 

відомим німецьким математиком Георгом Кантором. Він визначив 
множину як «об'єднання в одне ціле об'єктів, добре помітних нашою 
інтуїцією або нашою думкою». 

У традиційній прикладній математиці множина розуміється як 
сукупність елементів (об'єктів), що мають деякі загальні властивості, 
наприклад: множина чисел, не менших за задане число; множина век-
торів, сума компонентів кожного з яких не перевищує одиниці, та ін. 
Для будь-якого елемента при цьому розглядаються лише дві можли-
вості: або цей елемент належить даній множині (тобто має задану 
властивість), або не належить їй (тобто не має заданої властивості). 
Таким чином, в описі множин у звичайному розумінні повинен утриму-
ватися чіткий критерій, що дозволяє висновувати про належність або 
неналежність будь-якого елемента даній множині. 

Однак досить часто при спробах математичного опису, напри-
клад, складних систем соціально-економічного, політичного, техніко-
економічного і навіть суто технічного характеру мова теорії звичайних 
множин може виявитися недостатньо гнучкою. Наявна інформація про 
систему може бути сформульована з використанням нечітких з точки 
зору математики понять природної мови, які неможливо або дуже 
складно математично формалізувати за допомогою апарату звичай-
них множин. 

Як приклад можна навести класичний поділ людей на водіїв і пі-
шоходів. Формальною ознакою при цьому є наявність прав на водіння 
автомобіля того або іншого класу. Але куди в цьому випадку віднести, 
на жаль, невигубний прошарок людей, що купили собі права й не ма-
ють ні достатніх навичок водіння, ні необхідного мінімуму знань пра-
вил дорожнього руху? А як бути з їхніми антиподами – ватагою зако-
ханих в автосправу хлопчаків з відмінним знанням цих правил і досві-
дом водіння автомобіля в різних умовах, але які не мають формаль-
них документів, що підтверджують наявність цих навичок? З погляду 
формальної математичної логіки обидва ці питання вирішуються од-
нозначно, однак здоровий глузд підказує, що під час розв’язування рі-
зноманітних задач теорії масового обслуговування, переміщення 
людських потоків, поводження в екстремальних ситуаціях і т. ін. рі-
шення, пропоноване формальною теорією, неправильне і має бути 
замінене на протилежне. 
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Поняття нечіткої множини – спроба математичної формалізації 
нечіткої інформації з метою її використання під час побудови матема-
тичних моделей складних систем. В основі цього поняття лежить уяв-
лення про те, що складові елементи даної множини можуть мати за-
гальну властивість у різному ступені й, отже, належати даній множині 
з різним ступенем. При такому підході висловлення типу «елемент x  
належить даній множині» втрачають сенс, оскільки необхідно вказати, 
«наскільки сильно» якийсь елемент належить даній множині, іншими 
словами, який ступінь належності має елемент. 

 
1.2. Основні означення 

 
Теорія нечітких множин являє собою узагальнення й відомою 

мірою переосмислення головних понять і формалізмів звичайної тео-
рії множин. У її джерел лежать ідеї ряду фундаментальних наук, та-
ких, як багатозначна логіка, що визначила можливість переходу від 
двох до довільної кількості значень істинності; теорія ймовірностей, 
що, породивши можливість коректного опису невизначеності експе-
риментальних даних, відкрила шляхи до визначення й інтерпретації 
не обов'язково булевої функції належності; дискретна математика, що 
надала інструмент побудови моделей багаторівневих систем; власне 
теорія множин, формальний апарат якої став підґрунтям для появи й 
розвитку теорії нечітких множин. 

Нечітка множина являє собою сукупність елементів довільної 
природи, стосовно кожного з яких не можна з повною визначеністю 
стверджувати, належить цей елемент розглядуваної сукупності даній 
множині чи ні. Підхід до формалізації поняття нечіткої множини поля-
гає в узагальненні поняття характеристичної функції. У теорії нечітких 
множин характеристична функція має назву функції належності. 

Означення 1.1. Нечіткою множиною A на універсальній мно-
жині X  називають сукупність пар вигляду ( ))(, xx Aμ , де Xx ∈ , а 

)(xAμ  – функція належності елемента x  нечіткій множині, причому 
[ ]1,0)( ∈μ xA . 

Числове значення функції )(xAμ  для кожного конкретного еле-
мента x  визначає ступінь його належності нечіткій множині A. Сту-
пінь належності – це число з діапазону [ ]1,0 , причому чим вищий 
ступінь належності, тим більшою мірою елемент універсальної мно-
жини відповідає властивостям нечіткої множини. Якщо 1)( =μ xA  для 
якогось Xx ∈ , то елемент x  безперечно належить нечіткій множині 
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A, якщо 0)( =μ xA , то елемент x  безперечно не належить нечіткій 
множині A. 

Означення 1.2. Функцією належності )(xAμ  називають функ-
цію, що для довільного елемента універсальної множини дозволяє 
обчислити ступінь його належності нечіткій множині. 

Приклад 1.1. Розглянемо множину студентів деякої групи тре-
тього курсу, серед яких є й такі, хто мають академічну заборгованість 
за другий курс. Саме через цю обставину їхній фактичний ступінь на-
лежності множині студентів третього курсу є меншим за одиницю, 
причому чим більше заборгованостей має студент, тим меншим є 
значення функції його належності цій множині. Функція )(xAμ  дорів-
нює відношенню кількості складених екзаменів і заліків до їхньої зага-
льної кількості. Безсумнівно, цих студентів з деяким значенням функ-
ції належності 1)(0 <μ< xA  можна вважати також і студентами дру-
гого курсу, принаймні доти, доки наявну академічну заборгованість не 
буде ліквідовано. Функція )(xAμ  у цьому випадку дорівнює відно-
шенню кількості академічних заборгованостей до загальної кількості 
екзаменів і заліків. 

Якщо універсальна множина { }kxxxX ,...,, 21=  є скінченною, 
то нечітку множину A можна записати так: 

 { }kkAAA xxxxxxA )(,...,)(,)( 2211 μμμ= . 

У літературі, яка стосується нечітких множин, іноді використову-
ються інші позначення для їх опису: 

 { })(,,...,)(,,)(, 2211 kAkAA xxxxxxA μμμ= ;  

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ μ

++
μ

+
μ

=
k

kAAA
x

x
x

x
x

xA )(...)()(
2

2

1

1 , 

де горизонтальна риска – просто розділовий знак, а знаком «+» по-
значено не арифметичну операцію додавання, а теоретико-множинне 
об'єднання окремих елементів. 

Означення 1.3. Нечітку множину ∅  називають порожньою, як-
що її функція належності дорівнює нулю на всій універсальній множи-
ні X . Іншими словами, нечітка множина буде порожньою, якщо жод-
ний з елементів множини X  не належить розглядуваній нечіткій мно-
жині з додатним значенням )(x∅μ , тобто  

 .0)( Xxx ∈∀=μ∅  
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Скориставшись змістовним аспектом прикладу 1.1, зазначимо, 
що нечітка множина студентів третього курсу, які одночасно належать 
і до студентів другого курсу, перетворюється на порожню множину, 
коли всі ці студенти ліквідують усі свої академічні заборгованості за 
другий курс. 

Звичайну (чітку) множину B  можна визначити за допомогою ха-
рактеристичної функції  

⎩
⎨
⎧

∉
∈

=μ
.,0
,,1

)(
Bxякщо
Bxякщо

xB  

Отже, чітку множину можна розглядати як граничний випадок 
нечіткої множини, функція належності якої набирає лише бінарних 
значень. 

Приклад 1.2. Для порівняння розглянемо звичайну множину чи-
сел { }20 ≤≤= xxB  і нечітку множину чисел 

{ }"1" доблизькеxзначенняxC = . Графіки функцій належно-
сті цих множин зображено на рис. 1.1. Вигляд функції належності 

)(xсμ  нечіткої множини С  залежить від змісту, вкладеного в поняття 
«близьке» у контексті аналізованої ситуації. 

 

 
Рис. 1.1. Функції належності звичайної (а) і нечіткої (б) множин  

 
1.3. Характеристики нечітких множин 

 
Означення 1.4. Висотою нечіткої множини називають верхню 

межу її функції належності: )(sup)( xAheight A
Xx
μ=

∈
. Для дискретної 

універсальної множини супренум стає максимумом, тобто висотою 
нечіткої множини буде максимум ступенів належності її елементів. 

Означення 1.5. Нечітку множину A називають нормальною, як-
що її висота дорівнює одиниці: 1)(sup =μ

∈Xx
A x . 
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Нечітку множину, що не є нормальною, називають субнормаль-
ною. Нормалізація, тобто перетворення субнормальної нечіткої мно-
жини 'A  на нормальну A, визначається так: 

 Xx
Aheight

xxAnormA A
A ∈∀

μ
=μ⇔=

)'(
)()()'( ' . 

На рис. 1.2 максимальне значення функції належності )(xАμ  
нечіткої множини A дорівнює одиниці, таким чином, вона є нормаль-
ною нечіткою множиною A. Значення ж функції належності )(xBμ  не 
досягає одиниці ні для якого елемента x , отже, вона є субнормаль-
ною множиною B . 

 

 
Рис. 1.2. Функції належності нормальної A  та субнормальної B  нечітких множин 

 
Означення 1.6. Носієм нечіткої множини A називають чітку 

підмножину універсальної множини X , елементи якої мають нену-
льові ступені належності: { }0)(:)( >μ= xxAsuрр A . 

Означення 1.7. Нечітку множину називають порожньою, якщо її 
носій є порожньою множиною (див. означення 1.3). 

Означення 1.8. Ядром нечіткої множини A називають чітку 
підмножину універсальної множини X , елементи якої мають ступені 
належності, що дорівнюють одиниці: { }1)(:)( =μ= xxAcore A . 

Означення 1.9. α -перерізом (α -зрізом, або множиною α -рівня) 
нечіткої множини A називають чітку підмножину універсальної мно-
жини X , елементи якої мають ступені належності, більші за α  або 
такі, що дорівнюють α : { } [ ]1;0,)(: ∈αα≥μ=α xxA A . 

Носій та ядро можна розглядати як перетини нечіткої множини 
на нульовому й одиничному α -рівнях. Ядро субнормальної нечіткої 
множини порожнє. На рис. 1.3 зображено носій, ядро, α -переріз і 
α -рівень нечіткої множини.  

У випадку нескінченних нечітких множин для побудови множин 
α -рівня на графіку відповідної функції належності необхідно провести 
пряму лінію α=y , а після цього на осі абсцис виділити ті точки або 
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інтервали, для яких відповідні частини графіка розташовані не нижче 
цієї лінії. 

Приклад 1.3. Опишемо у вигляді нечіткої множини поняття «чо-
ловік середнього зросту» на універсальній множині 
{ }190,185,180,175,170,165,160,155 . Знайдемо носій, ядро та 
α -переріз (при 25,0=α ) отриманої нечіткої множини. 

Один із можливих розв‘язків має такий вигляд: 
{ }1900;1855,0;1801;1751;1708,0;1653,0;1601,0;1550=A . 

Згідно з означеннями 1.6, 1.8 і 1.9 одержуємо: 
− носій нечіткої множини { }185,180,175,170,165,160)( =Asuрр ; 
− ядро нечіткої множини { }180,175)( =Acore ; 
− α -переріз нечіткої множини { }185,180,175,170,16525,0 =A . 
 

 
Рис. 1.3. Ядро, носій, α -рівень та α -переріз нечіткої множини 

 
Означення 1.10. Нечітку множину A називають опуклою, якщо 

[ ].1,0,,
)),(),(min())1((

21

2121
∈λ∈

μμ≥λ−+λμ
Xxx

xxxx AAA  

Іншими словами, нечітка множина буде опуклою, якщо всі його 
α -перерізи – опуклі множини.  

Приклади опуклої й неопуклої нечітких множин наведено на 
рис. 1.4. 

Означення 1.11. Нечіткі множини A і B  дорівнюють одна одній 
( )BA = , якщо Xxxx BA ∈∀μ=μ )()( . 

Означення 1.12. Дефазифікацією називають перетворення не-
чіткої множини на чітке число. 
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Найпростішим прикла-
дом дефазифікації є 
вибір чіткого числа з 
максимальним ступе-
нем належності. Однак 
цей спосіб придатний 
лише для одноекстре-
мальних функцій нале-
жності. Розрахункові 
формули основних ме-
тодів дефазифікації ба-
гатоекстремальних фу-
нкцій належності для нечітких множин на неперервних і дискретних 
носіях наведено в табл. 1.1. 

 
Таблиця 1.1 

Дефазифікація різними методами  

Нечітка множина 
Метод  

дефазифікації 
[ ]
∫

∈
μ=
xxx

A xxA
,

/)(~  
)/)(...,
...,/)((~

11

kkA

A
xx

xxA
μ
μ=

 

Центра ваги 

∫

∫

μ

μ

x

x
A

x

x
A

dxx

dxxx

)(

)(
 

∑

∑

=

=

μ

μ

k

i
iA

k

i
iAi

x

xx

1

1

)(

)(
 

Медіани 

Знайти таке число a , щоб

∫ ∫ μ=μ
a

x

x

a
AA dxxdxx )()(  

)min( jx  :j∀  

∑∑
==
μ≥μ

k

i
iA

j

i
iA xx

11
)(

2
1)(  

Центра  
максимумів 

,∫∫
GG

dxxdx  де 

))((suparg
~

xG A
xx

μ=
∈ Asupp

 G

x
Gx

j
j
∑
∈

 

Найменшого  
з максимумів 

 
)min(G  

 
)min(G  

Найбільшого 
з максимумів 

 
)max(G  

 
)max(G  

Рис. 1.4. Нечіткі множини: –– – опукла;  
– – – – – неопукла 
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Приклад 1.4. Проведемо дефазифікацію нечіткої множини «чо-
ловік середнього зросту» із прикладу 1.1 за методом центра ваги. 

За формулою з табл. 1.1 одержуємо 

.4,175
05,0118,03,01,00

19001855,0180117511708,01653,01601,01550

=

=
+++++++

⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅
=A  

 
1.3.1. Операції над нечіткими множинами 

 
Оскільки нечіткі множини за означенням являють собою певне 

узагальнення поняття звичайних (чітких) множин, операції над ними 
також можуть розглядатися як відповідне узагальнення понять опера-
цій над звичайними множинами. При цьому, природно, найхарактер-
ніша різниця полягає в необхідності визначення правил обчислення 
функції належності для результату кожної конкретної операції над не-
чіткими множинами за заданими функціями належності початкових 
множин. Нижче наведено означення операцій над нечіткими множи-
нами, які запропонував Заде. Слід зазначити, що операції над нечіт-
кими множинами можна визначити різними способами. Вибір конкрет-
ного з них залежить від змісту, вкладеного у відповідні операції в ме-
жах певної задачі. Докладніше із цим питанням можна ознайомитися в 
роботах [7, 15]. 

Розглянемо дві нечіткі множини A і B  на універсальній множині 
X  із заданими функціями належності )(xAμ  і )(xBμ . 

Означення 1.13. Об'єднанням нечітких множин A і B  на універ-
сальній множині X  називають таку нечітку множину BAC U= , фун-
кція належності якої має вигляд 

{ })(),(max)()( xxxx BABAC μμ=μ=μ U . 

На рис. 1.5 подано геометричну інтерпретацію функції належно-
сті об'єднання нечітких множин, графік якої (жирна лінія на рис. 1.5) 
можна одержати як верхню обвідну графіків функцій належності поча-
ткових множин.  

Приклад 1.5. Розглянемо нечітку множину A, що являє собою 
«невелике натуральне число» і має вигляд 

{ }71,0;62,0;55,0;48,0;39,0;20,1;10,1=A , 

і нечітку множину B , що являє собою «натуральне число, яке прибли-
зно дорівнює трьом» і має вигляд 

{ }70;61,0;54,0;46,0;30,1;28,0;15,0=B . 
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Тоді як результат операції об'єднання нечітка множина 
BAD U=  являє собою «невелике натуральне число або натуральне 

число, яке приблизно дорівнює трьом» і має вигляд 
{ }71,0;62,0;55,0;48,0;30,1;20,1;10,1=D . 

 

 
Рис. 1.5. Функція належності об'єднання нечітких множин 

 
Означення 1.14. Перетинанням нечітких множин A і B  на уні-

версальній множині X  називають нечітку множину BAC I=  з фун-
кцією належності, яку можна обчислити за таким правилом: 

{ }.)(),(min)()( xxxx BABAC μμ=μ=μ I  
Наочне уявлення про операцію перетинання нечітких множин A 

і B , а також про спосіб обчислення функції належності її результату 
BAC I=  можна одержати за допомогою геометричної інтерпрета-

ції, показаної на рис. 1.6. У цьому випадку графік функції належності 
(жирна лінія на рис. 1.6) може бути отриманий як нижня обвідна гра-
фіків функцій належності початкових множин. 

 

 
Рис. 1.6. Функція належності перетинання нечітких множин 

 
Приклад 1.6. Розглянемо нечітку множину A, яка є «невеликим 

натуральним числом» і має вигляд 

)(xBμ)(xAμ
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{ }71,0;62,0;55,0;48,0;39,0;20,1;10,1=A , 
і нечітку множину B , що являє собою «натуральне число, яке прибли-
зно дорівнює двом» і має вигляд 

{ }70;60;51,0;43,0;36,0;20,1;15,0=B . 
Тоді результат операції перетинання – нечітка множина 

BAС I=  – являє собою «невелике натуральне число, що приблиз-
но дорівнює двом» і має вигляд 

{ }70;60;51,0;43,0;36,0;20,1;15,0=C . 
Означення 1.15. Доповненням нечіткої множини A на універ-

сальній множині X  називають нечітку множину A  з функцією належ-
ності Xxxx AA ∈∀μ−=μ ),(1)( . На рис. 1.7 показано приклад ви-
конання операції нечіткого доповнення. 

 

 
Рис. 1.7. Функція належності доповнення нечітких множин:  

––– – нечітка множина A ; – – – – – нечітка множина A , що являє собою допов-
нення нечіткої множини A  

 
Геометрична інтерпретація операції доповнення дає можливість 

зробити такі висновки: 
1. Графік функції )(xAμ  симетричний графіку функції )(xAμ  

відносно горизонтальної прямої з ординатою 5,0=y .  
2. В універсальній множині X  існують елементи, які одночасно 

належать і множині A, і її доповненню A  до X , при цьому функції 
приналежності для деяких з них можуть бути однаковими.  

Приклад 1.7. Знайдемо доповнення для нечітких множин A і B  
з прикладу 1.5: 

{ }79,0;68,0;55,0;42,0;31,0;20;10=A , 

{ }70,1;69,0;56,0;44,0;30;22,0;15,0=B . 



 15

Нечітка множина A  являє собою «натуральне число, що не є 
невеликим» або «велике натуральне число», а B  – «натуральне чис-
ло, яке не дорівнює близько 3». 

Розглянуті операції над нечіткими множинами мають фундамен-
тальні властивості, аналогічні властивостям звичайних теоретико-
множинних операцій. 

Якщо A, B  і С  – довільні (скінченні або нескінченні) нечіткі 
множини, задані на універсальній множині X , то правильними є такі 
твердження: 

1. Комутативність операцій об'єднання й перетинання нечіт-
ких множин: 

ABBAABBA IIUU == ; . 
2. Асоціативність операцій об'єднання й перетинання нечіт-

ких множин: 
( ) ( ) ( ) ( ) CBACBACBACBA IIIIUUUU == ; . 

3. Дистрибутивність операцій об'єднання й перетинання не-
чітких множин: 

( ) ( )
( ) ( ).)(

;)(
CABACBA
CABACBA

IUIUI

UIUIU

=
=

 

4. Ідемпотентність операцій об'єднання й перетинання нечі-
тких множин: 

.; AAAAAA == IU  
5. Поглинання однієї з нечітких множин під час операцій об'єд-

нання й перетинання: 
( ) ( ) ABAABAA == UIIU . 

6. Універсальні верхня й нижня межі (одиничні елементи) опе-
рацій перетинання й об'єднання нечітких множин: 

;; XXAAA ==∅ UU  ∅=∅= II AAXA ; . 
7. Інволюція (подвійне доповнення) нечіткої множини: 

AA = . 
8. Закони де Моргана: 

( ) ( ) BABABABA UIIU == ; . 
Для розглянутих операцій над нечіткими множинами не викону-

ються закон виключення третього й закон тотожності, тобто в загаль-
ному випадку будуть правильними нерівності  

.
;

XAA
AA
≠

∅≠

U

I
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Означення 1.16. Різницею нечітких множин A і B  на деякій 
універсальній множині X  називають таку нечітку множину BAС \= , 
функція належності якої визначається формулою 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

μ≤μ
μ>μμ−μ

=μ=μ
)()(,0

)()(),()(
)()( \ xxякщо

xxякщоxx
xx

BA

BABA
BAС . 

На рис. 1.8 показано результат виконання операції віднімання 
двох нечітких множин A і B , заданих на одній універсальній множині 
X  різними функціями належності. 

 

 
Рис. 1.8. Функція належності різниці нечітких множин 

 
Приклад 1.8. Знайдемо нечітку множину E  як результат відні-

мання нечітких множин A і B  із прикладу 1.5:  
{ }.71,0;61,0;51,0;42,0;30;22,0;15,0=E  

У цьому випадку нечітка множина BAE \=  являє собою «не-
велике натуральне число, що не дорівнює близько 3». 

Означення 1.17. Трикутною нормою (t -нормою) називають бі-
нарну операцію ∧  на одиничному інтервалі [ ] [ ] [ ]1,01,01,0 →× , що 
задовольняє таким аксіомам для будь-яких [ ]1,0,, ∈cba : 

− aa =∧ 1  (гранична умова); 
− caba ∧≤∧ , якщо cb ≤  (монотонність); 
− abba ∧=∧  (комутативність); 
− cbacba ∧∧=∧∧ )()(  (асоціативність). 
Часто використовують такі t -норми: ),(min ba  – перетинання 

за Заде; ba −  – імовірнісне перетинання (множення); 
)0,1max( −+ ba  – перетинання за Лукасевичем. 
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Означення 1.18. Трикутною конормою (s -нормою) називають 
бінарну операцію ∨  на одиничному інтервалі [ ] [ ] [ ]1,01,01,0 →× , 
що задовольняє таким аксіомам для будь-яких [ ]1,0,, ∈cba : 

− aa =∨ 0  (гранична умова); 
− caba ∨≤∨ , якщо cb ≤  (монотонність); 
− abba ∨=∨  (комутативність); 
− cbacba ∨∨=∨∨ )()(  (асоціативність). 
Часто використовують такі s -норми: ),(max ba  – об'єднання за 

Заде; abba −+  – імовірнісне об'єднання; )1,min( ba +  – об'єднан-
ня за Лукасевичем. 

Приклади перетинання й об'єднання нечітких множин за зазна-
ченими трикутними нормами показано на рис. 1.9, 1.10. 
 

 
Рис. 1.9. Перетинання нечітких множин з використанням різних t -норм 

 

 
Рис. 1.10. Об'єднання нечітких множин з використанням різних s -норм 
 
Означення 1.19. Декартовим добутком nAAA ××× ...21  нечітких 

множин nAAA ...,,, 21  на множинах nXXX ,...,, 21  називають нечітку 
множину A на декартовому добутку nXXXX ×××= ...21 , елемен-
тами якої є набори ),...,,( 21 nxxx , а функція її належності має ви-
гляд 

{ })(,...),(),(min)( 21 xxxx nAAAXxA μμμ=μ
∈

. 
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Для двовимірного випадку графічну інтерпретацію декартова 
добутку нечітких множин 1A  і 2A  на відповідних множинах 1X  і 2X  
показано на рис. 1.11. 

 

 
Рис. 1.11. Визначення функції належності декартова добутку нечітких множин 

 
Зміст такого означення функції належності декартова добутку 

нечітких множин полягає в тому, що фактична можливість приняття 
рішення визначається найменшою з можливостей елементів даного 
набору. Як приклад можна уявити ситуацію вибору раціонального ва-
ріанта придбання людиною потрібного товару, коли вона діє в прос-
торі «ціна – якість» і зазвичай виходить з наявних фінансових ресур-
сів. 

Означення 1.20. Опуклою комбінацією нечітких множин 
nAAA ...,,, 21  на множині X  називають нечітку множину A, функція 

належності якої має вигляд  

( )∑
=

μλ=μ
n

i
AiA xx i

1
,)(  

причому 0>λ i , а ∑
=

=λ
n

i
i

1
1. 

Поняття опуклої комбінації нечітких множин використовується в 
задачах прийняття рішень в умовах декількох нечітких обмежень. 
Слід зазначити, що для звичайних множин поняття опуклої комбінації 
не має сенсу. 

Означення 1.21. Операції концентрування CON  і розтягання 
DIL  нечіткої множини A визначаються таким чином: 
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αα == 1; AADILAACON , 

де 1>α  – коефіцієнт концентрації (або розтягання), а функції належ-
ності відповідних нечітких множин мають вигляд 

( )αα
αα μ=μ=μ )()()( xxx

AAA
; ( ) αα

αα μ=μ=μ 11 )()()(1 xxx
AAA

. 

Суть цих операцій можна продемонструвати графічно 
(рис. 1.12). 

 

 
Рис. 1.12. Геометричний зміст операцій концентрування й розтягання нечітких 

множин 
 
Операція концентрування знижує ступінь нечіткості опису мно-

жини A, а операція розтягання підвищує його. У реальних задачах 
прийняття рішень застосування операції концентрування може озна-
чати, що в розпорядження експерта або людини, що приймає рішен-
ня, надійшла додаткова інформація про ситуацію, і ця інформація дає 
можливість частково зняти наявну невизначеність і більш чітко описа-
ти нечітку множину можливих альтернатив. 

Операцію розтягання, навпаки, використовують для моделюван-
ня ситуацій, пов'язаних із втратою інформації або відсутністю своєча-
сного її відновлення, що збільшує ступінь нечіткості ситуації і, як на-
слідок, невизначеності прийняття рішення. 

Приклад 1.9. Для скінченної нечіткої множини  
{ }71,0;62,0;55,0;48,0;39,0;20,1;10,1=A  

концентрування при 2=p  

{ },701,0;604,0;525,0;464,0;381,0;20,1;10,1
)( 2

=
== AACON

 

а розтягання при 5,0=q   
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{ }.7316,0;6447,0;5707,0;4894,0;3949,0;20,1;10,1
)( 5,0

=
== AADIL

 

 
1.3.2. Методи побудови функцій належності  

нечітких множин 
 
Практичне використання теорії нечітких множин передбачає на-

явність функцій належності, за допомогою яких описуються лінгвісти-
чні терми «низький», «середній», «високий» та ін.  

Постановка задачі побудови функцій належності: задано дві 
множини – множина термів { }mlllL ...,,, 21=  та універсальна множи-

на { }nxxxX ...,,, 21= ; нечітка множина l~для задання лінгвістичного 
терму jl  на універсальній множині X  має вигляд 

mj
x

x
x

x
x

x
l

n

nlll
j

jjj ,1,
)(

...,,
)(

,
)(~

2

2

1

1
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ μμμ
= . 

Визначити ступінь належності елементів множини X  до елеме-
нтів множини L , тобто знайти )( il xjμ  для всіх mj ,1=  і ni ,1= . 

Л. Заде запропонував оцінювати ступінь належності нечіткій 
множині числами з відрізка [ ]1,0 . Фіксування конкретних значень при 
цьому носить суб'єктивний характер. З одного боку, для експертних 
методів важливими є характер вимірювань (первинні або похідні) і тип 
шкали, за якою отримують інформацію від експерта і яка визначає 
допустимий вигляд операцій, що застосовуються під час експертного 
оцінювання. З іншого боку, кожний об'єкт має два типи властивостей: 
ті, які можна безпосередньо виміряти, і ті, які є якісними й потребують 
порівняння парами об'єктів з такою властивістю, щоб визначити їхнє 
місце щодо поняття, що розглядається. 

Існує ряд методів побудови функції належності нечіткої множини 
за експертними оцінками. Їх можна поділити на дві групи: прямі й не-
прямі. 

Прямі методи полягають у тому, що експерт або група експертів 
безпосередньо задають правила визначення функції належності, що 
характеризує певне поняття. При цьому чим з більшим ступенем еле-
мент Xx ∈  має певну властивість, тим більш близьким до одиниці 
має бути значення функції належності. І, навпаки, чим з меншим сту-
пенем елемент Xx ∈  має певну властивість, тим більш близьким до 
нуля має бути значення функції належності. Якщо елемент Xx ∈  
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безперечно має певну властивість, то його значення дорівнює одини-
ці. Крім того, значення функції належності узгоджуються з експертни-
ми перевагами на множині X  таким чином: 

− для будь-яких )()(, 2121 xxXxx AA μ<μ∈  тоді й тільки то-
ді, коли 2x  переважає 1x ; 

− для будь-яких )()(, 2121 xxXxx AA μ=μ∈  тоді й тільки то-
ді, коли 1x  і 2x  з однаковим ступенем мають властивість L . 

Процес побудови або задання нечіткої множини на основі кількі-
сних значень вимірюваної ознаки називають фазифікацією, або зве-
денням до нечіткості. 

У непрямих методах значення функції належності вибирають 
таким чином, щоб задовольнялися заздалегідь сформульовані умови. 
Експертна інформація формує тільки початкові дані для подальшого 
оброблення. Додаткові умови можуть бути накладені як на вид одер-
жуваної інформації, так і на процедуру оброблення. 

Як правило, прямі методи використовуються для опису понять, 
які характеризуються вимірними властивостями, такими, як висота, 
маса, об'єм тощо. Непрямі методи більш трудомісткі, ніж прямі, але 
мають перевагу – стійкість до спотворення вимірів. 

Розглянемо два методи побудови функцій належності. Перший 
метод полягає в статистичному обробленні оцінок групи експертів, 
другий – у порівнянні парами, яке виконує один експерт. Цей метод 
використовується для скінченних нечітких множин і ґрунтується на 
природному припущенні, що безпосередньо оцінити значення функції 
належності )( il xμ  у точках niXxi ,1, =∈  важко, а порівняти їх па-
рами в різних точках носія досить легко. 

Будуючи функцію належності за першим методом, кожний екс-
перт заповнює анкету, в якій наводить свою думку про наявність у 
елементів ),1( nixi =  властивостей нечіткої множини ),1(~ mjl j = . 
Анкета має такий вигляд: 

 

 1x  2x  … nx  

1
~l      

2
~l      

…     

ml
~
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За результатами анкетування ступінь належності елемента 
),1( nixi =  нечіткій множині jl~  розраховують так: 

 ,,1,1)(
,1

,∑
=

==μ
Kk

k
ijil nib

K
x

j
 (1.1) 

де K  – кількість експертів; k
ijb ,  – оцінка k -го експерта про наявність 

у елемента ix  властивостей нечіткої множини jl~ , Kk ,1= ,  

ni ,1= , mj ,1= . Будемо вважати, що експертні оцінки бінарні, 

тобто { }1;0, ∈k
ijb , де 1 вказує на наявність у елемента ix  власти-

востей нечіткої множини jl~ , а 0  – на їх відсутність.  

Приклад 1.10. Побудувати функції належності термів «низький», 
«середній», «високий», що використовуються для лінгвістичної оцінки 
змінної «зріст чоловіка». Результати опитування п'яти експертів зве-
дено в табл. 1.2. 

Таблиця 1.2 
Результати опитування експертів 

Експерт  Терм [160, 
165) 

[165, 
170) 

[170, 
175) 

[175, 
180) 

[180, 
185) 

[185, 
190) 

[190, 
195) 

[195, 
200) 

1-й Низький 
Середній 
Високий 

1 
0 
0 

1 
0 
0 

1 
1 
0 

0 
1 
0 

0 
1 
0 

0 
0 
1 

0 
0 
1 

0 
0 
1 

2-й Низький 
Середній 
Високий 

1 
0 
0 

1 
0 
0 

1 
1 
0 

0 
1 
0 

0 
0 
1 

0 
0 
1 

0 
0 
1 

0 
0 
1 

3-й Низький 
Середній 
Високий 

1 
0 
0 

0 
1 
0 

0 
1 
0 

0 
1 
0 

0 
1 
0 

0 
1 
1 

0 
0 
1 

0 
0 
1 

4-й Низький 
Середній 
Високий 

1 
0 
0 

1 
0 
0 

1 
0 
0 

0 
1 
0 

0 
1 
0 

0 
1 
0 

0 
0 
1 

0 
0 
1 

5-й Низький 
Середній 
Високий 

1 
0 
0 

1 
1 
0 

0 
1 
0 

0 
1 
1 

0 
0 
1 

0 
0 
1 

0 
0 
1 

0 
0 
1 

 
Результати обробки експертних думок зведено в табл. 1.3, де 

числа над пунктирною лінією відповідають кількості голосів, відданих 
експертами за належність нечіткій множині відповідного елемента уні-
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версальної множини, а під пунктирною лінією наведено ступінь нале-
жності, розрахований за формулою (1.1). Графіки функцій належності 
показано на рис. 1.13. 

Таблиця 1.3  
Результати обробки думок експертів 

Терм [160, 
165) 

[165, 
170) 

[170, 
175) 

[175, 
180) 

[180, 
185) 

[185, 
190) 

[190, 
195) 

[195, 
200) 

5 4 3 0 0 0 0 0 Низький 
1 0,8 0,6 0 0 0 0 0 
0 2 4 5 3 2 0 0 Середній 
0 0,4 0,8 1 0,6 0,4 0 0 
0 0 0 1 2 4 5 5 Високий 
0 0 0 0,2 0,4 0,8 1 1 

 

 
Рис. 1.13. Функції належності нечітких множин (із прикладу 1.10): 

–ο–ο– – низький; - -Δ- -Δ- - – середній; ⋅⋅⋅⋅�⋅⋅⋅⋅�⋅⋅⋅⋅ – високий 
 
Будуючи функцію належності за другим методом, для кожної па-

ри елементів універсальної множини експерт оцінює переважання од-
ного елемента над іншим стосовно властивості нечіткої множини. Такі 
порівняння парами зручно подавати у вигляді матриці 
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де ija  – рівень переважання елемента ix  над jx  ),1,( nji = , який 
визначається за дев'ятибальною шкалою Сааті [1]: 

– 1, якщо перевага елемента ix  над елементом jx  відсутня; 

– 2, якщо перевага елемента ix  над елементом jx  майже сла-
бка; 

– 3, якщо перевага ix  над jx  слабка; 

– 4, якщо перевага ix  над jx  майже суттєва; 

– 5, якщо перевага ix  над jx  суттєва; 

– 6, якщо перевага ix  над jx  майже явна; 

– 7, якщо перевага ix  над jx  явна; 

– 8, якщо перевага ix  над jx  майже абсолютна; 

– 9, якщо перевага ix  над jx  абсолютна. 
Матриця порівнянь парами є діагональною й обернено симетри-

чною ).,1,,1( njiaa ijji ==  
Ступені належності беруть такими, що дорівнюють відповідним 

координатам власного вектора ( )TnwwwW ...,,, 21=  матриці порів-
нянь парами A:  

 niwx i ,1,)( 1 ==μ . (1.2) 

Власний вектор знаходять із такої системи рівнянь: 

 
⎩
⎨
⎧

=+++
λ=

,1...
,

21

max

nwww
WAW

 (1.3) 

де maxλ  – максимальне власне значення матриці A. 
Зауваження. Матриця порівнянь парами повинна мати власти-

вість транзитивності, тобто ikjkij aaa = , однак на практиці це відбу-
вається далеко не завжди. Щоб уникнути одержання оцінки компонен-
тів функції належності з похибкою, застосовують процедуру корекції 
[19]. 

Приклад 1.11. Побудувати функцію належності нечіткої множи-
ни «високий чоловік» на універсальній множині 
{ }195,190,185,180,175,170 . 

Припустимо, що відомо такі порівняння парами: 
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− відсутність переваги 195 над 190; 
− суттєва перевага 195 над 180; 
− абсолютна перевага 195 над 170; 
− майже суттєва перевага 190 над 180; 
− майже абсолютна перевага 190 над 170; 
− суттєва перевага 185 над 175; 
− слабка перевага 195 над 185; 
− майже абсолютна перевага 195 над 175; 
− слабка перевага 190 над 185; 
− явна перевага 190 над 175; 
− майже суттєва перевага 185 над 180; 
− майже явна перевага 185 над 170; 
− слабка перевага 180 над 175; 
− майже суттєва перевага 180 над 170; 
− майже слабка перевага 175 над 170. 
Запишемо ці порівняння у вигляді матриці 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

113589
113478
31311456
514141134
8171513112
91816141211

195
190
185
180
175
170

195190185180175170

A
. 

Власні значення матриці порівнянь парами A: 
;2494,61 =λ  ;2230,10318,02 i+=λ  ;2230,10318,03 i−=λ  

;2392,01567,04 i+−=λ  ;2392,01567,05 i−−=λ  .0004,06 =λ  
Отже, 2494,6max =λ . Ступені належності, знайдені за  

формулами (1.2) і (1.3), наведено в табл. 1.4.  
Виявилося, що нечітка множина є субнормальною. Для її норма-

лізації поділимо всі ступені належності на максимальне значення, 
тобто на 3494,0 . Графіки функцій належності субнормальної й нор-
малізованої нечітких множин «високий чоловік» зображено на 
рис. 1.14. Різниця між maxλ  і n  є ступенем неузгодженості порівнянь 
парами експерта. У прикладі 1.11 2494,6max =λ , а 6=n . Отже, 
ступінь неузгодженості дорівнює 2494,0 . 
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Таблиця 1.4 
Функції належності нечіткої множини «високий чоловік» 

ix  
170 175 180 185 190 195 

)("" ixчоловіквисокийμ

для субнормальної  
нечіткої множини 

 
0,0248 

 
0,0399

 
0,0816

 
0,1754 

 
0,3254 

 
0,3494

)("" ixчоловіквисокийμ

для нормальної  
нечіткої множини 

 
0,0813

 
0,1141

 
0,2335

 
0,5021 

 
0,9314 

 
1,0000

 

 
Рис. 1.14. Функції приналежності нечіткої множини «високий чоловік»: 

––– – субнормальна нечітка множина; – – – – – нормалізована нечітка множина  
 
Функції належності зручно задавати в параметричній формі. У 

цьому випадку задача побудови функції належності зводиться до ви-
значення її параметрів. Зазвичай функції належності мають два, три 
або чотири параметри. Найбільш поширеними є трикутна, трапе-
цієподібна, гаусова та сигмоїдна функції належності. Для зображен-
ня чітких чисел у вигляді нечітких множин застосовується синглтонна 
функція належності. Аналітичні вирази цих функцій наведено в 
табл. 1.5, а графіки зображено на рис. 1.15. 
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Рис. 1.15. Популярні функції належності: 

––– – трикутна ( 90;30;5 === cba ); ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ – трапецієподібна 
( 100;24;6;0 ==== dcba );  – – – – – гаусова ( 12;50 == cb ); 
 – ⋅ – ⋅ – – сигмоїдна ( 70;2,0 == ca ); ––– – синглтонна ( 38=a ) 

 
Таблиця 1.5 

Популярні параметричні функції належності 

Найменування 
 функції 

Аналітичний вираз Інтерпретація  
параметрів 

 
 
 
 

Трикутна 
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

<<
−
−

≤<
−
−

≥≤

=μ

cxb
bc
xc

bxa
ab
ax

cxабоax

x

,

,

,0

)(

),( ca  – носій не-
чіткої множини – 
песимістична оцін-
ка нечіткого чис-
ла; 
b  – координата 
максимуму – оп-
тимістична оцінка 
нечіткого числа 

 
 
 
 

Трапецієподібна

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≤≤
−
−

≤≤

≤≤
−
−

≥≤

=μ

dxc
cd
xd

cxb
bxa

ab
ax

dxабоax

x

,

,1
,

,0

)(

),( da  – носій не-
чіткої множини – 
песимістична оцін-
ка нечіткого чис-
ла; 
[ ]cb,  – ядро не-
чіткої множини – 
оптимістична оцін-
ка нечіткого числа 
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Закінчення табл. 1.5 

Найменування 
 функції 

Аналітичний вираз Інтерпретація  
параметрів 

 
Гаусова ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−=μ 2

2

2
)(exp)(

c
bxx  

b  – координата 
максимуму; 
c  – коефіцієнт 
концентрації 

 
Сигмоїдна ))(exp(1

1)(
cxa

x
−−+

=μ  
a  – коефіцієнт 
крутості; 
c  – координата 
переходу через 

5,0  
 

Синглтонна 
⎩
⎨
⎧

≠
=

=μ
ax
ax

x
,0
,1

)(  
a  – чітке число у 
вигляді нечіткої 
множини 

 
1.4. Нечітка арифметика. Принципи узагальнення 

 
Принциповою перевагою теорії нечітких множин є можливість 

адекватного подання змінних, які характеризують складні системи, що 
функціонують в умовах невизначеності. При цьому для опису змінних 
системи можуть використовуватися різні спеціальні нечіткі множини. 
Розглянемо їх. 

Означення 1.22. Нечіткою величиною називають довільну нечі-
тку множину { })(, xxB Bμ= , задану на множині дійсних чисел R . Фу-
нкцією належності нечіткої величини є відображення 

[ ]1,0:)( →μ RxB . 
Означення 1.23. Нечітким числом називають опуклу нормальну 

нечітку множину з кусково-неперервною функцією належності, задану 
на множині дійсних чисел. 

Означення 1.24. Нечітким інтервалом називають нечітку вели-
чину з опуклою функцією належності. 

Означення 1.25. Нечітке число A називають додатним, якщо 
00)( <∀=μ xxA . Аналогічно нечітке число A називають 

від’ємним, якщо 00)( >∀=μ xxA . 
Означення 1.26. Принцип нечіткого узагальнення Заде. Якщо 

)...,,,( 21 nxxxfy =  – функція від n  незалежних аргументів 

nxxx ...,,, 21 , заданих нечіткими числами nxxx ~...,,~,~
21  відповідно, то 
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значенням функції )~...,,~,~(~
21 nxxxfy =  називають нечітке число y~  з 

функцією належності 
))((min*)( *~

,1

,1),~(
),...,,(*

~

*
**

2
*
1

ixni

nixx
xxxfy

y xy i

ii
n

μ=μ
=

=∈

=

supp

supp . 

Під час застосування принципу узагальнення Заде виникають 
такі труднощі: 

− великий обсяг обчислень – кількість елементів результуючої 
нечіткої множини, які необхідно обробити, дорівнює nkkk ××× ...21 , 
де ik  – потужність (кількість елементів) носія i -го нечіткого аргумента 

),1( ni = ; 
− необхідність побудови верхньої обвідної елементів результу-

ючої нечіткої множини. 
Більш практичним є рівневий принцип узагальнення. У цьому 

випадку нечіткі числа задають множинами α -перерізів: 

[ ]
U

1,0
),(~

∈α
αα= xxx , 

де αα xx ,  – відповідно мінімальне й максимальне значення на 
α -рівні. 

Означення 1.27. α -рівневий принцип узагальнення. Якщо 
),...,,( 21 nxxxfy =  – функція від n  незалежних аргументів 

nixi ,1, = , заданих нечіткими числами 
[ ]

),(~
1,0

,,U
∈α

αα= iii xxx , то 

значенням функції )~,...,~,~(~
21 nxxxfy =  називають нечітке число 

[ ]
U

1,0
),(~

∈α
αα= yyy , де 

 [ ] )),...,,,((inf ,,2,1,1,, ,,,
ααα

=∈α
ααα

= nnixxx
xxxfy

iii
 (1.4) 

 
[ ]

))....,,,((sup ,,2,1
,1,, ,,,

ααα
=∈

α
ααα

= n
nixxx

xxxfy
iii

 (1.5) 

Застосування α -рівневого принципу узагальнення зводиться до 
розв'язання для кожного α -рівня такої задачі оптимізації: знайти мак-
симальне й мінімальне значення функції ),...,,( 21 nxxxfy =  за умо-
ви, що аргументи можуть набувати значень з відповідних α -перерізів. 
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Кількість α -рівнів вибирають так, щоб забезпечити необхідну точність 
обчислень. 

За допомогою α -рівневого принципу узагальнення можна легко 
одержати правила виконання арифметичних операцій над нечіткими 
числами (табл. 1.6). У загальному вигляді правила виконання ариф-
метичних операцій можна записати таким чином. Позначимо арифме-
тичну операцію символом «*». Тоді для кожного α -рівня результат 
операції 21

~*~~ xxy =  можна розрахувати за формулами 

( )21212121 ,,,min xxxxxxxxy ∗∗∗∗= , 

( )21212121 ,,,max xxxxxxxxy ∗∗∗∗= . 
 

Таблиця 1.6 
Правила виконання арифметичних операцій 

над додатними нечіткими числами (для кожного α -рівня) 

Арифметична  
операція 

y  y  

21
~~~ xxy +=  21 xx +  21 xx +  

21
~~~ xxy −=  21 xx −  21 xx −  

21
~~~ xxy =  21 xx  21 xx  

21
~/~~ xxy =  21 / xx  21 / xx  

Зазначимо, що операцію ділення можна виконати тільки у випа-
дку, коли дільник є або додатним, або від‘ємним нечітким числом. У 
противному випадку треба було б здійснити ділення на нуль. 

Приклад 1.12. Нечіткі числа 1
~x  і 2

~x  задано такими трапецієпо-
дібними функціями належності: 

[ ]
[ ]
[ ]⎪

⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∈−
∈
∈−

><

=μ

;4,3,4
,3,2,1
,2,1,1
,41,0

)(
1

~

xякщоx
xякщо
xякщоx

xабоxякщо

xx
 [ ]

[ ]
[ ]⎪

⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∈−
∈
∈−

><

=μ

.8,4,25,02
,4,3,1
,3,2,2
,82,0

)(
2

~

xякщоx
xякщо
xякщоx

xабоxякщо

xx
 

Необхідно знайти нечітке число 21
~~~ xxy = , застосовуючи 

α -рівневий принцип узагальнення. 
Будемо використовувати два α -рівні: 0 і 1. Тоді нечіткі аргумен-

ти можна задати так:  
U 101 )3;2()4;1(~ =x ; U 102 )4;3()8;2(~ =x . 
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За α -рівневим принципом одержуємо узагальнення 
U 10 )12;6()32;2(~ =y . 

На рис. 1.16, а зображено результат множення 21
~~~ xxy = :      

α -перерізи показано тонкими горизонтальними лініями, кусково-
лінійну апроксимацію функції належності нечіткого числа y~  – жирною 
суцільною лінією. Нечіткі числа y~  при заданні аргументів 1

~x  і 2
~x  на 

трьох, п'яти й восьми α -рівнях зображено на рис. 1.16, б – г. 
 

 
Рис. 1.16. Функція належності результату 

 
1.5. Нечіткі відношення 

 
Нечіткі відношення відіграють фундаментальну роль у теорії не-

чітких множин. Апарат теорії нечітких відношень використовують під 
час розв'язування численних задач моделювання структури й поведі-
нки складних систем, при аналізі процесів прийняття рішень і взагалі в 
задачах, для розв’язання яких традиційно застосовується теорія зви-
чайних (чітких) відношень. 

Означення 1.28. Нечітким відношенням R  на множині елемен-
тів (об’єктів, альтернатив та ін.) X називають нечітку підмножину де-
картова добутку XX × , яка має функцію належності 

[ ]1;0: →×μ XXR . 
Іншими словами, нечіткість тут визначає характер відношення R  

між будь-якими об'єктами або альтернативами Xyx ∈,  у тих випад-
ках, коли не існує чіткого судження про це відношення або міру пра-
вильності його виконання. Наприклад, для різних людей, у тому числі 
й для експертів, визначення переваги одного із двох або більшої кіль-
кості близьких за якостями альтернативних варіантів розв'язку являє 
собою досить непросту проблему раціонального вибору. Тому конкре-
тне значення функції належності ),( yxRμ  відношення R  за своєю 
суттю є певним показником суб'єктивної оцінки правильності відно-
шення yRx  для заданої пари ),( yx  або оцінки міри його виконання 



 32

з особистої точки зору кожного окремого експерта з урахуванням його 
загальної культури, ерудиції, рівня професійної компетентності, до-
свіду і навіть смаку. 

Приклад 1.13. Розглянемо два «схожі» відношення на тому са-
мому інтервалі [ ]1;0 , причому одне з них звичайне (чітке), а інше – 
нечітке. Нехай звичайне відношення )(1 ≥=R , яке відображає той 
факт, що одні елементи якої-небудь множини є не меншими, ніж деякі 
інші його елементи. Нечітке відношення )(2 >>=R  свідчить про те, 
що деякі елементи цієї множини є набагато більшими від інших його 
елементів. 

На рис. 1.17, а пари ),( yx  з інтервалу [ ]1;0  зв'язані чітким від-
ношенням і утворюють множину, яку показано штриховкою (включаю-
чи саму діагональ).  

 

 
Рис. 1.17. Геометрична інтерпретація чіткого й нечіткого відношень 

 
У випадку нечіткого відношення ситуація є складнішою через те, 

що поняття «набагато більше» є нечітким. Відповідна область площи-
ни xOy  також розташована праворуч від діагоналі одиничного квад-
рата, однак її характер є набагато складнішим. Дійсно, по-перше, точ-
ки на самій діагоналі квадрата вже ніяк не можуть входити до складу 
цієї області, оскільки вони відповідають відношенню рівності yx = , 
що суперечить відношенню « x  набагато більше y ». По-друге, чим 
ближче до діагоналі розташована точка ),( yx , тим слабкішою має 
бути міра виконання відношення 2R , а чим далі від діагоналі розта-
шована ця точка, тим з більшим ступенем воно виконується. Тому рі-
дка штриховка поблизу діагоналі квадрата відповідає тим парам 

),( yx , для яких це відношення виконується з малим значенням фун-
кції належності ),(

2
yxRμ , а поступове збільшення густості штрихов-

ки в міру віддалення від діагоналі ілюструє збільшення числового 
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значення функції належності 1),(
2

→μ yxR , яке набуває максимуму 
в правому нижньому куті квадрата. 

На практиці використовують різні способи, якими можна форма-
льно задати нечіткі відношення, наприклад: у формі списку, аналітич-
но, графічно, у формі орієнтованого нечіткого графа. У тих випадках, 
коли множина X , на якій задано нечітке відношення R , є скінченною, 
функція належності Rμ  цього відношення являє собою квадратну ма-
трицю, елементами якої є числа з інтервалу [ ]1;0 . Так, якщо якийсь із 
елементів матриці α=ijr , то це означає, що відношення ji yRx  ви-
конується зі ступенем α . 

Означення 1.29. Носієм Rsuрр  нечіткого відношення R  на 
множині X  називають підмножину декартова добутку XX × , що має 
такий вигляд: 

{ }0),(;),(:),( >μ×∈= yxXXyxyxRuрр Rs . 
Слід зазначити, що Rsupp  являє собою звичайне, тобто чітке, 

відношення. Фактично носій нечіткого відношення можна розглядати 
як звичайне відношення на множині X , що зв'язує ті пари ),( yx , для 
яких значення функції належності відношення R  більші від нуля, тоб-
то 0),( >μ yxK . 

Означення 1.30. Множиною рівня α  нечіткого відношення R  на 
множині X  називають підмножину декартова добутку XX × , що має 
такий вигляд: 

{ }α≥μ×∈=α RXXyxyxR ,),(:),( . 
Іншими словами, множина рівня α  нечіткого відношення R  на 

множині X  являє собою звичайне відношення на X , що зв'язує всі 
пари ),( yx , для яких відношення R  виконується зі ступенем, не 
меншим, ніж величина α . 

Якщо множина X  є скінченною, то легко можна одержати мат-
рицю носія нечіткого відношення R  і матрицю його множини рівня α , 
замінивши в матриці функції належності Rμ  нечіткого відношення R  
одиницею всі елементи, які більші від нуля (при визначенні носія цьо-
го відношення), або всі елементи, які не менші від α  (при визначенні 
його множини рівня α ).  

Приклад 1.14. Припустимо, що на скінченній множині 
{ }321 ,, xxxX =  задано нечітке відношення R  з функцією належнос-

ті 
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=μ

18,01,0
01,07,0
3,05,02,0

),( yxR . 

Тоді відповідно до наведених означень його носієм і множиною 
рівня 5,0=α  будуть чіткі відношення, матриці функцій належності 
яких мають такий вигляд: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
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⎥

⎦

⎤
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⎣

⎡
=

110
001
010

,
111
011
111

5,0RRsupp . 

Приклад 1.15. Задати нечітке відношення yx <<  (« x  набагато 
менше y »). 

Нехай { }3,2,1,0, ∈yx . Тоді нечітке відношення можна задати 
матрицею 

3
2
1
0

0
2,0
6,0

1

00
00
2,00
6,02,0

0
0
0
0

~

3210

⎥
⎥
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⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

↓←

R

xy
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Для неперервних множин [ ]3,0=X  і [ ]3,0=Y  це нечітке від-
ношення можна визначити такою функцією належності: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<
−+

≥
=μ .,

)/(51
1

,,0
),(

4
~ yxякщо

yx

yxякщо
yxR  

Нечіткі відношення yx <<  на дискретних і неперервних множи-
нах зображено на рис. 1.18. 

 
Рис. 1.18. Нечітке відношення « x  набагато менше y »: 

а – на дискретних множинах; б – на неперервних множинах 
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Нечіткі відношення дають можливість не тільки зафіксувати сам 
факт відношення, але й продемонструвати ступінь його виконання, 
що важливо для багатьох практичних задач. 

 
1.5.1. Операції над нечіткими відношеннями 

 
Нехай на деякій універсальній множині X  задано два нечітких 

відношення A і B , кожне з яких являє собою нечітку множину на де-
картовому добутку XX × , і нехай їхніми елементами є пари ),( yx , 
а функціями належності – ),( yxAμ  і ),( yxBμ . 

Означення 1.31. Об'єднанням нечітких відношень A і B  на 
множині X  називають нечітке відношення BAC U= , функція нале-
жності якого має вигляд 

{ }),(),,(max),( yxyxyx BAC μμ=μ  
для будь-якої пари Xyx ∈),( . 

Означення 1.32. Перетинанням нечітких відношень A і B  на 
множині X  називають нечітке відношення BAD I= , функція нале-
жності якого має вигляд 

{ }),(),,(min),( yxyxyx BAD μμ=μ  
для будь-якої пари Xyx ∈),( . 

Приклад 1.16. Розглянемо два бінарні нечіткі відношення 1Q  і 

2Q , які задано на універсумі { }15,14,13,12,11=X . Нечітке відно-
шення 1Q  відображає властивість «натуральне число Xxi ∈  прибли-
зно дорівнює натуральному числу Xx j ∈ ». Нечітке відношення 2Q  

відображає властивість «натуральне число Xxi ∈  трохи більше, ніж 
натуральне число Xx j ∈ ». Нехай ці нечіткі відношення задано мат-
рицями 
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03,06,08,01

21 QQ MM . 

Тоді результати перетинання й об'єднання цих двох відношень 
можна подати у вигляді матриць 
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Матриця 21 QQM I  описує нечітке відношення, що відповідає та-

кій складній властивості: «натуральне число Xxi ∈  приблизно дорів-
нює, але при цьому трохи більше натурального числа Xx j ∈ ». Мат-

риця 21 QQM U  описує нечітке відношення, що відповідає властивості 

«натуральне число Xxi ∈  приблизно дорівнює або трохи більше на-
турального числа Xx j ∈ ». 

Означення 1.33. Кажуть, що нечітке відношення B  містить не-
чітке відношення A (або нечітке відношення A міститься в нечіткому 
відношенні B ), якщо для відповідних нечітких множин A і B  викону-
ється умова BA ⊆  і при цьому для функції належності цих множин є 
правильною нерівність ),(),( yxyx BA μ≤μ  для будь-яких Xyx ∈, . 

На рис. 1.19 подано геометричну ілюстрацію операції включення 
нечіткого відношення A в нечітке відношення B . За графіками функ-
цій нечітких відношень дійсно можна зробити висновок, що 

),(),( yxyx BA μ≤μ  для всієї множини пар ),( yx . 
 

 
Рис. 1.19. Геометрична ілюстрація операції  

включення нечіткого відношення A  в нечітке відношення B  
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Однак на відміну від звичайних відношень навіть при умові 
BA ⊆  нечітке відношення B  може не включати нечіткого відношен-

ня A, якщо порушується умова ),(),( yxyx BA μ≤μ , як це показано 
на рис. 1.20. У цьому полягає одна із принципових відмінностей між 
звичайними й нечіткими відношеннями. 

 

 
Рис. 1.20. Невиконання операції включення  

нечіткого відношення A  в нечітке відношення B  
 
Означення 1.34. Доповненням нечіткого відношення R  на мно-

жині X  називають нечітке відношення 'R , функція належності якого 
визначається як 

),(1),(' yxyx RR μ−=μ  
для будь-яких пар Xyx ∈),( . 

Приклад 1.17. Розглянемо бінарне нечітке відношення 3Q , за-
дане матрицею 

3QM  на універсальній множині 

{ }15,14,13,12,11=X , яке відображає той факт, що «натуральне 
число Xxi ∈  помітно менше, ніж натуральне число Xx j ∈ ».  

Запишемо результат виконання операції доповнення: 
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Отримана матриця описує нечітке відношення, що відповідає 
властивості «натуральне число Xxi ∈  трохи менше або дорівнює, 
або навіть більше, ніж натуральне число Xx j ∈ ». 

Означення 1.35. Оберненим відносно нечіткого відношення R  
називають нечітке відношення 1−R  на множині X , що визначається 
таким чином: 

.),(:),(),(
;),(:

1

1

Xyxxyyx
XyxyRxyxR

RR
∈μ=μ

∈⇔

−

−

 

Прикладом обернених нечітких відношень може бути пара «на-
багато більше» – «набагато менше». 

Означення 1.36. Максимінним добутком (максимінною компо-
зицією) нечітких відношень A і B  на множині X  є нечітке відношення 

BA o  з функцією належності 
{ }),(),,(minsup),( yzzxyx BA

Xz
BA μμ=μ

∈
o . 

Означення 1.37. Мінімаксним добутком (мінімаксною компози-
цією) нечітких відношень A і B  на множині X  є нечітке відношення 

BA •  з функцією належності 
{ }),(),,(maxinf),( yzzxyx BAXzBA μμ=μ

∈
• . 

Означення 1.38. Максмультиплікативним добутком (максму-
льтиплікативною композицією) нечітких відношень A і B  на множині 
X  є нечітке відношення BA∗  з функцією належності 

{ }),(),(sup),( yzzxyx BA
Xz

BA μ⋅μ=μ
∈

∗ . 

Розглянемо нечіткі відношення A і B  на скінченній множині X  з 
функціями належності, заданими у вигляді квадратних матриць, що 
відображають ступінь виконання відповідних нечітких відношень 

ijij yAx  і ijij yBx  між елементами ijx  й ijy . У такому випадку фун-
кції належності наведених вище композицій обчислюють за такими 
формулами: 

− для максимінної композиції 

 { } ;,,,),(),,(minmax),( Nkjibkkayx kjBikANkBA ∈μμ=μ
∈

o  (1.6) 

− для мінімаксної композиції 

 { } ;,,,),(),,(maxmin),( Nkjibkkayx kjBikANkBA ∈μμ=μ
∈

•   (1.7) 
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− для максмультиплікативної композиції 

 { } .,,,max),( Nkjibayx kjikNkBA ∈×=μ
∈

∗    (1.8) 

Приклад 1.18. Задано функції належності нечітких відношень A 
і B  на множині X : 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=μ

8,05,0
6,02,0

),( yxA ; ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=μ

13,0
7,05,0

),( yxB . 

Розглянемо алгоритми обчислення матриць функцій належності 
заданих відношень для всіх трьох наведених вище композицій. 

Для максимінної композиції функцію належності обчислюють та-
ким чином. Спочатку відповідно до формального правила перемно-
ження матриць кожний елемент композиції відшукують шляхом порів-
няння елементів відповідного рядка матриці функції належності 

),( yxAμ  нечіткого відношення A і B  та елементів відповідного сто-
впця матриці функції належності ),( yxBμ  нечіткого відношення B . 
Потім із отриманої сукупності мінімальних значень вибирають найбі-
льше. 

Наприклад, для елемента 11a  ця процедура має такий вигляд. 
Порівнявши числові значення першого елемента першого рядка мат-
риці ),( yxAμ , що дорівнює 0,2, і першого елемента першого стовпця 
матриці ),( yxBμ , що дорівнює 0,5, вибирають найменше з них, тоб-
то 0,2. Порівнявши значення другого елемента першого рядка матриці 

),( yxAμ , що дорівнює 0,6, і значення другого елемента першого 
стовпця матриці ),( yxBμ , що дорівнює 0,3, вибирають найменше з 
них, тобто 0,3. Далі з отриманої сукупності мінімальних значень виби-
рають найбільше. Таким чином, 3,011 =a . Аналогічно знаходять інші 
елементи матриці функції належності максимінної композиції: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=μ

8,05,0
6,03,0

),( yxBAo . 

Для мінімаксної композиції нечітких відношень A і B  на множині 
X  процедура знаходження елементів матриці функції належності по-
дібна, однак за результатами перших порівнянь вибирають найбільші 
із чисел, а з отриманої сукупності – найменше число. Таким чином, 
шукана функція належності мінімаксної композиції нечітких відношень 
A і B  на множині X  має вигляд 
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=μ • 7,05,0

7,05,0
),( yxBA . 

Для максмультиплікативної композиції нечітких відношень A і 
B  на множині X  процедура знаходження елементів матриці функції 
належності полягає в такому. Формуючи значення елемента 11a , спо-
чатку обчислюють добутки відповідних елементів першого рядка мат-
риці ),( yxAμ  і першого стовпця матриці ),( yxBμ , а потім вибира-
ють найбільше з отриманих добутків. У цьому випадку 1,05,02,0 =×  і 

18,03,06,0 =× , тоді { } 18,018,0;1,0max11 ==a .  
Таким чином, остаточно матриця функції належності максмуль-

типлікативної композиції заданих нечітких відношень A і B  на мно-
жині X  має такий вигляд: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=μ ∗ 8,025,0

6,018,0
),( yxBA . 

Поняття композиції нечітких відношень є корисним для розв'язу-
вання деяких класів важливих прикладних задач прийняття рішень, 
особливо в умовах інформаційної невизначеності. 

 
1.5.2. Властивості нечітких відношень 

 
Розглянемо основні властивості бінарних нечітких відношень, які 

узагальнюють відомі властивості звичайних відношень. 
1. Рефлексивність. Нечітке відношення R  на множині X  нази-

вають рефлексивним, якщо для Xx ∈∀  виконується рівність 
1),( =μ xxR .  

У випадку скінченної множини X  головна діагональ матриці ре-
флексивного нечіткого відношення R  складається цілком з одиниць. 
Прикладом рефлексивного нечіткого відношення може бути відно-
шення «приблизно дорівнюють один одному» на множині чисел. 

2. Антирефлексивність. Функція належності антирефлексивно-
го нечіткого відношення має властивість 0),( =μ xxR  Xx ∈∀ .  

При цьому всі елементи головної діагоналі матриці антирефлек-
сивного бінарного нечіткого відношення на скінченній множині дорів-
нюють нулю. 

Антирефлексивним є, наприклад, відношення «багато більше» 
на множині чисел. Напевне, що доповнення рефлексивного нечіткого 
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відношення антирефлексивне. Це безпосередньо випливає з озна-
чення доповнення нечіткого відношення R . У прикладах 1.16, 1.17 
нечітке відношення 1Q  рефлексивне, а нечіткі відношення 32,QQ  ан-
тирефлексивні. 

3. Симетричність. Нечітке відношення R  на множині X  нази-
вають симетричним, якщо для будь-яких Xyx ∈,  виконується рів-
ність ),(),( xyyx RR μ=μ . 

Матриця симетричного нечіткого відношення, заданого на скін-
ченній множині, симетрична відносно головної діагоналі. Зокрема, не-
чітке відношення 1Q  із прикладу 1.16 є симетричним. 

Приклад 1.19. Розглянемо відношення R , що відображає влас-
тивість «істотно різняться за величиною». Дійсно, як би ми не пробу-
вали розмістити числові значення двох елементів x  і y , для яких ви-
конується таке відношення R , різниця за величиною між ними буде 
зберігатися. На рис. 1.21 показано варіанти розташування елементів 
x  і y  відношення R . В обох випадках x  і y  дійсно сильно різняться 
за величиною, а відношення R  є симетричним. 

4. Антисиметричність. Нечітке відношення R  на множині X  
називають антисиметричним, якщо для будь-яких Xyx ∈,  його фун-
кція належності має властивість 

0),(0),( =μ⇒>μ xyyx RR . 
Цю властивість можна описати двома еквівалентними способа-

ми: 
,,0),(),( Xyxxyyx RR ∈∀=μ×μ  

.,0)},(),,(min{ Xyxxyyx RR ∈∀=μμ  
Антисиметричним, наприклад, є нечітке відношення «набагато 

більше».  
Зазначимо, що не всяке неферлексивне (несиметричне) відно-

шення є антирефлексивним (антисиметричним). 
 

 
Рис. 1.21. Варіанти розташування елементів x  і y , 

 для яких є правильним відношення =R «істотно різняться за величиною» 
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5. Транзитивність. Нечітке відношення R  на множині X  нази-
вають транзитивним, якщо для будь-якої пари Xyx ∈,  композиція 
відношень RR o  являє собою підмножину цього нечіткого відношен-
ня, тобто RRR ⊆o . 

З цього означення бачимо, що властивість транзитивності нечіт-
кого відношення залежить від способу визначення добутку нечітких 
відношень. Якщо позначити через 2

2
2
1 ,RR  і 2

3R  максимінний, мініма-
ксний й максмультиплікативний добутки відношення R  саме на себе, 
то неважко переконатися в тому, що 2

2
2
1

2
3 RRR ⊆⊆ . Дійсно, при будь-

яких Xzyx ∈,,  виконуються нерівності 
{ } { } ),,(),(),(),,(min),(),,(max yzzxyzzxyzzx RRRRRR μ×μ≥μμ≥μμ

з яких і випливають відповідні включення.  
Якщо до слова «транзитивність» приписувати назву відповідної 

операції добутку нечітких відношень, то одержуємо: (мінімаксна тран-
зитивність R ) ⇒  (максимінна транзитивність R ) ⇒  (максмультиплі-
кативна транзитивність R ). Іншими словами, нечітке відношення, що 
має властивість мінімаксної транзитивності, має транзитивність і двох 
інших типів, а відношення, що має максмультиплікативну транзитив-
ність, може, загалом кажучи, і не бути транзитивним у двох інших змі-
стах. 

Для звичайного відношення, тобто у випадку, коли функція Rμ  
набуває лише значень 0 і 1, максимінна й максмультиплікативна тран-
зитивності еквівалентні звичайній транзитивності відношення. 

Властивість транзитивності має, наприклад, нечітке відношення 
«набагато більше». 

6. Транзитивне замикання. Транзитивним замиканням степеня 
n  нечіткого відношення R  називають нечітке відношення, яке визна-
чається як об'єднання nRRRRR UUUU

)
...32= .  

Уводячи транзитивне замикання, необхідно вказати спосіб ви-
значення операції добутку нечітких відношень.  

 
1.5.3. Відображення нечітких множин 

 
Поняття нечіткого відображення являє собою узагальнення по-

няття звичайного відображення, що поширюється на різні досить 
складні випадки, коли виникає необхідність ураховувати деяку інфор-
маційну невизначеність або суб'єктивну нечіткість оцінки. 
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Характерним прикладом появи нечіткості внаслідок наявності 
об'єктивних умов у процесі керування технічними системами може бу-
ти ситуація, коли відображенням є реакція коліс автомобіля на пово-
рот кермового колеса за умови наявності значних люфтів в елементах 
вузлів рульового механізму. 

Ще більш складними є численні ситуації з реальної життєвої 
практики, у тому числі й управлінської діяльності, де нечіткість вини-
кає внаслідок певних суб'єктивних факторів. Наприклад, керівникові 
досить часто доводиться приймати відповідальне рішення і в умовах 
неповної інформації, і за наявності певного ризику, і при ресурсних 
обмеженнях, і за наявності суб'єктивних моментів, і коли необхідно 
врахувати кілька, часто суперечних, критеріїв оптимальності рішення, 
що приймається. 

Сама постановка задачі прийняття рішень у подібних умовах, не 
кажучи вже про можливість успішного її розв‘язання, є проблематич-
ною без використання апарату нечітких відображень. 

Нехай A – деяка нечітка підмножина множини X  з функцією 
належності )(xAμ . 

Означення 1.39. Бінарне нечітке відношення 
{ }),();,( jiFji xxxxF μ= , задане на декартовому добутку 21 XX × , 

називають чітким відображенням нечіткої множини A, якщо для 
будь-якого Axi ∈ , 1XA ⊂  існує рівно один елемент 2Xx j ∈  з від-

мінним від нуля значенням функції належності ),( jiF xxμ . 

Якщо як універсальні множини 1X  і 2X  розглядати числові 
множини, то відповідне відображення природним буде називати чіт-
кою функцією нечіткої множини або чіткою функцією нечіткого ар-
гумента. 

Нехай YX →ϕ :  – задане відображення, тобто )(xy ϕ= . Не-
чітким образом нечіткої множини A при відображенні ϕ  є нечітка під-
множина B  множини Y , яку можна описати співвідношенням 

{ } { })(),(())(,( xxyyB AB μϕ=μ= . 
При цьому функція належності )(yBμ  визначається таким чи-

ном: 
 ),(sup)(

)(1
xy A

yx
B μ=μ

−ϕ∈
 { }yxXxxy =ϕ∈=ϕ− )(,:)(1 . (1.9) 

 
Приклад 1.20. Нехай задано нечітку множину 
{ }.52,0;46,0;30,1;25,0;11,0=A  Визначимо нечітку підмно-
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жину B , яка є результатом відображення 2)( xxy =ϕ=  нечіткої 
множини A. Згідно з (1.9) маємо 

{ }.252,0;166,0;90,1;45,0;11,0=B  
На практиці досить часто доводиться розв‘язувати задачі, у яких 

крім нечіткої множини A існує нечіткість самого відображення )(xϕ . 
Необхідність розглядати ситуації з нечітким відображенням може ви-
никати в процесі аналізу задач прийняття управлінських рішень, коли 
результат вибору конкретного елемента x  із множини X  можливих 
альтернатив відомий нечітко. У задачах управління подібному випад-
ку відповідає ситуація, коли поведінка керованої системи описана не-
чітко. 

Нехай кожному елементу Xx ∈  початкової нечіткої множини 
при відображенні ставиться у відповідність не один конкретний еле-
мент множини Y , а нечітка підмножина елементів множини YB ⊆ . 
Нечітке відображення ϕ  описується функцією належності вигляду 

[ ]1,0: →×μϕ YX  так, що функція ),( 0 yxϕμ , де 0xx =  – деяке  

фіксоване значення, є функцією належності нечіткої підмножини B  у 
множині Y , що являє собою нечіткий (або розмитий) образ елемента 

0x  множини X  при заданому відображенні )(xϕ . 
Нехай на множині X  існує нечітка підмножина A з функцією 

належності )(xAμ  і деяке нечітке її відображення ϕ  на множину Y , 
задане функцією належності ϕμ . Тоді образ нечіткої множини A мо-

жна записати у вигляді сукупності пар: 
{ } Xxxyx A ∈μμϕ ,)();,( , 

причому для кожного фіксованого Xxx ∈= )( 0  функція ),( 0 yxϕμ  

являє собою нечітку підмножину множини Y .  
Означення 1.40. Образом B  нечіткої підмножини A множини 

X  при нечіткому відображенні [ ]1,0:),( →×μϕ YXyx  називають 

нечітку множину B  з функцією належності 
 { })();,(minsup)( xyxy A

Xy
B μμ=μ ϕ

∈
. (1.10) 

У багатьох важливих прикладних задачах прийняття рішень час-
то мають місце випадки, коли задане нечітке відображення ϕ  з функ-
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цією належності ϕμ  залежить від n  змінних. Інакше кажучи, це відо-

браження будується на декартовому добутку YX × , однак тут 

nXXXX ×××= ...21 . Якщо враховувати, що за означенням функція 
належності декартова добутку нечітких множин  

{ })(,...),(),(min)( 21 21 nAAAA xxxx nμμμ=μ , 

то шукана функція належності нечіткого образу нечіткої множини A 
матиме такий вигляд: 

{ }),(),(,...),(),(minsup)( 21 21 yxxxxy nAAA
Xy

B n ϕ
∈

μμμμ=μ . 

Приклад 1.21. Нехай задано нечітку множину 
{ }2/0,1;1/7,0=A . Нечітке відображення )(xФ  визначає нечіткі під-

множини, які є результатом цього відображення (табл. 1.7). 
 

Таблиця 1.7 
Опис нечіткого відображення )(xФ  

Axi ∈  Нечіткі підмножини – 
результат відображення 

1 4/2,0;3/6,0;2/0,1;1/5,0  
2 5/8,0;4/0,1;3/8,0;2/6,0  

 
Знайдемо нечітку множину B , що є результатом нечіткого відо-

браження нечіткої множини A. Згідно з (1.10) маємо: 
{ }

{ } { } ;7,0)6,0;0,1min,1;7,0sup(min)2(
;5,05,0;7,0min)1(

==μ
==μ

B

B  

{ } { }
{ } { } ;0,1)0,1;0,1min,2,0;7,0sup(min)4(

;8,0)8,0;0,1min,6,0;7,0sup(min)3(
==μ
==μ

B

B  

{ } .8,08,0;0,1min)5( ==μB  
Приклад 1.22. Нехай { }3/0,1;2/5,0;1/1,0=A . Задамо нечітку 

функцію співвідношенням CxxФy == )( , де C  – натуральне число, 
«що приблизно дорівнює двом» і визначається нечіткою множиною 

{ }3/6,0;2/0,1;1/5,0=C . Знайдемо нечітке відображення нечіткої 
множини A. Для спрощення розуміння техніки розрахунків побудуємо 
табл. 1.8. 
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Таблиця 1.8 
Початкові дані й результати відображення 

  1 2 3 kC  
  0,5 1,0 0,6 )( kCμ  

1 0,1 1 2 3  
2 0,5 2 4 6  
3 1,0 3 6 9  

ix  )( ixμ      

Число, що знаходиться в i -му рядку і k -му стовпці таблиці, яв-
ляє собою значення ikik xCy = , яке відповідає k -му варіанту відо-
браження елемента ix . 

Тепер відповідно до (1.10) визначимо нечітку множину B , що є 
результатом нечіткого відображення Cxy =  нечіткої множини A: 

{ } { } { }{ }

)}.6,0;9(),0,1;6(),5,0;4(),5,0;3(),5,0;2(),1,0;1{(
})}6,0;1,0min{,9(}}),0,1;0,1min{},6,0;5,0sup{min{,6(
}),0,1;5,0min{,4(}}),5,0;0,1min{},6,0;1,0sup{min{,3(

),5,0;5,0min,0,1;1,0minsup,2(),5,0;1,0min,1{(

=
=

=B

 

 
1.6. Поняття лінгвістичної змінної 

 
Означення 1.41. Лінгвістичною змінною називають змінну, зна-

ченнями якої можуть бути слова або словосполучення деякої природ-
ної мови. 

Людина зазвичай задає значення змінної не числами, а слова-
ми. Щодня ми приймаємо рішення на основі лінгвістичної інформації 
типу «дуже висока температура», «стомлива поїздка», «швидка від-
повідь», «гарний букет» тощо. Психологи виявили, що в людському 
мозку майже вся числова інформація вербально перекодується й 
зберігається у вигляді слів. Поняття лінгвістичної змінної відіграє важ-
ливу роль у прийнятті рішень на основі наближених міркувань. 

Означення 1.42. Терм-множиною називають множину всіх мож-
ливих значень лінгвістичної змінної. 

Означення 1.43. Термом називають будь-який елемент терм-
множини. Терм задають нечіткою множиною з допомогою функції на-
лежності. 
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Нехай змінна «швидкість автомобіля» може набувати значеннь 
«низька», «середня», «висока» і «дуже висока». У цьому випадку лінг-
вістичною змінною є «швидкість автомобіля», термами – лінгвістичні 
оцінки «низька», «середня», «висока» і «дуже висока», які й склада-
ють терм-множину. 

Формально лінгвістичну змінну можна описати таким набором: 
MGUTx ,,,, , де x  – ім'я змінної; T  – терм-множина, кожний еле-

мент якої задається нечіткою множиною на універсальній множині U ; 
G  – синтаксичні правила (часто у вигляді граматики), що породжують 
назву термів; M  – семантичні правила, що задають функції належно-
сті нечітких термів, породжених синтаксичними правилами із множини 
G . 

Приклад 1.23. Розглянемо лінгвістичну змінну з ім'ям 
x =«температура в кімнаті». Тоді четвірку MGUT ,,,  можна визна-
чити так: 

− універсальна множина [ ];35,12=U  
− терм-множина T = {«холодно», «комфортно», «жарко»} з фун-

кціями належності: 

;

3
201

1)(;

6
121

1)( 8""12""
−

+

=μ
−

+

=μ
u

u
u

u комфортнохолодно  

;;

8
331

1)( 12"" Uu
u

uжарко ∈
−

+

=μ  

− синтаксичні правила G , що породжують нові терми з викори-
станням квантифікаторів «не», «дуже» і «більш-менш»; 

− семантичні правила M , які задано в табл. 1.9. 
 

Таблиця 1.9 
Правила модифікації функцій належності 

Квантифікатор Функція належності 
Не t  )(1 utμ−  
Дуже t  2))(( utμ  
Більш-менш t  )(utμ  
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Графіки функцій належності термів «холодно», «не дуже холод-
но», «комфортно», «більш-менш комфортно», «жарко» і «дуже жарко» 
лінгвістичної змінної «температура в кімнаті» показано на рис. 1.22. 

Особливе місце в нечіткій логіці займає лінгвістична змінна «іс-
тинність». У класичній логіці істинність може набувати тільки двох 
значень: істинно і хибно. У нечіткій логіці істинність «розмита». Нечіт-
ка істинність визначається аксіоматично, причому різні автори роб-
лять це по-різному. Інтервал [ ]1,0  використовується як універсальна 
множина для лінгвістичної змінної «істинність».  

 

 
Рис. 1.22. Лінгвістична змінна «температура в кімнаті»: 

––– – холодно; – ⋅ – ⋅ – – не дуже холодно; - - - - – комфортно; 
 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ – більш-менш комфортно; ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ – жарко; – – – – дуже жарко 

 
Для нечіткої істинності Заде запропонував такі функції належно-

сті термів «істинно» і «хибно»: 
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де [ ]1,0∈a  – параметр, що задає носії нечітких множин «істинно» і 
«хибно». Для нечіткої множини «істинно» носієм буде інтервал ]1,(a , 
а для нечіткої множини «хибно» – ),0[ a . Графіки функцій належності 
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нечітких термів «істинно» і «хибно» при 4,0=a  є дзеркальними відо-
браженнями (рис. 1.23). 
 

 
Рис. 1.23. Лінгвістична змінна «істинність» за Заде: 

- - - - - – істинно; ––– – хибно 
 
Для нечітких значень «істинно» і «хибно» Балдвін запропонував 

такі функції належності: 
[ ].1,0;1)(;)( """" ∈−=μ=μ uuuuu хибноістинно  

Квантифікатори «більш-менш» і «дуже» застосовують до нечіт-
ких значень «істинно» і «хибно», одержуючи терми «дуже хибно», 
«більш-менш хибно», «більш-менш істинно», «дуже істинно», «дуже-
дуже істинно» тощо. Функції належності нових термів (рис. 1.24) роз-
раховують з використанням операцій концентрації й розтягання нечіт-
ких множин, що відповідає піднесенню функції належності до степенів 
2 і 1/2 відповідно: 

.,...))((...)(

;))((...)(
21

""""

2
""""

uu

uu

хибнохибноменшбільш

хибнохибнодуже

μ=μ

μ=μ

−

 

 

 
Рис. 1.24. Лінгвістична змінна «істинність» за Балдвіном: 

––– – істинно; ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ – дуже істинно; - - - - – дуже-дуже істинно; – – – – більш-
менш істинно; ––– – хибно; ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ – дуже хибно; - - - - – дуже-дуже хибно;  

– – – – більш-менш хибно 
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1.7. Завдання для самоконтролю та закріплення знань 
 
1. Побудуйте графік функції належності нечіткої множини чисел, 

значно більших за нуль. 
2. Побудуйте графік функції належності нечіткої множини чисел, 

значно менших від десяти. 
3. Задано нечітку множину 

).1;8,0;5,0;2,0;7,0;3,0;4,0( gfedcbaA =  
Визначте носій нечіткої множини A, висоту нечіткої множини A, 

α -рівневу підмножину 3,0A . 

4. На універсальній множині { }gfedcbaU ,,,,,,=  задано нечі-
ткі множини 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

gfedcba
A 5,0;1;9,0;7,0;55,0;4,0;3,0

, 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

gfedcba
B 5,0;8,0;9,0;0;3,0;4,0;3,0

, 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

gfedcba
C 9,0;2,0;0;2,0;5,0;5,0;1

. 

Визначте BACBACBCBACBBA −∩−∪∪∩∪∩ ,,,)(,, , 
BCABC ××× , . 

5. Спростіть вираз ( )( ) CCACBA ∪∩∪∩∩ ))(( . 
6. Поясніть природу принципової відмінності між результатами 

перетинання AAI  для чітких і нечітких множин. 
7. Покажіть, у чому полягає принципова відмінність між звичай-

ним відношенням yx ≥  і нечітким відношенням yx >> . Дайте гео-
метричну інтерпретацію цим відношенням. 

8. Нехай задано такі нечіткі відношення: 
 

R  1y  2y  3y  4y  R  a  b  c  d  

1x  0 0,5 0 0,5 a  0,3 1 0,2 0,1 

2x  1 0 0,5 0,5 b  0,9 0,2 0 0,5 

3x  1 0 0 1 c  0,8 0,1 0,8 0,9 

4x  0 0 0 0 d  0,9 0,5 1 0,9 
     e  0,5 0 0,7 0,7 
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Для кожного із цих відношень знайдіть: 
− носій нечіткого відношення; 
− звичайне відношення, найближче до нечіткого; 
− обернене відношення; 
− звичайну підмножину α -рівня нечіткого відношення при 
5,0=α . 

9. Нехай задано такі нечіткі відношення: 
 

1R  1y  2y  3y  4y  2R  1y  2y  3y  4y  

1x  0 0,1 0 0,4 1x  0,1 0 0,2 0,5 

2x  0,5 1 0 0,7 2x  0 1 0,1 1 

3x  0,8 0,9 0,9 1 3x  0,9 0,4 0,7 0 
 

3R  1y  2y  3y  4y  

1x  0,5 0 0,2 0 

2x  0 1 0,1 0,2 

3x  0,9 0,4 0 1 
 
Знайдіть )(;;; 3213213121 RRRRRRRRRR IIIIUI . 
10. Визначте максимінну, мінімаксну й максмультиплікативну 

композиції для таких нечітких відношень: 
 

1R  1y  2y  3y  4y  5y  2R  1z  2z  3z  4z  

1x  0 0,2 0 0,2 1 1y  0,5 0,8 0 0,7 

2x  1 0,5 0,4 1 0,4 2y  0,7 0 0,5 0,8 

3x  0,7 0 0,5 0 0,9 3y  1 1 1 0 
      4y  0,5 0,2 0 0,4 
      5y  0,9 0,7 0,8 0,7 

 
11. У якому випадку нечітке відношення є рефлексивним (анти-

рефлексивним)? Наведіть приклад. 
12.  Чи має значення порядок розташування компонент g  і f  

складного відображення h  при записі їхньої композиції fgh o= ? 
13. Які види нечіткості можливі при аналізі задач із нечіткими ві-

дображеннями? 
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14. Нехай на базовій множині { }721 ...,,, xxxX =  відомо нечіт-

ку множину 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
7654321

8,0;6,0;2,0;0;1;7,0;3,0
xxxxxxx

A  і визначено відо-

браження )(xf  цієї множини в множину { }4321 ,,, yyyyY = , що зве-
дено в табл. 1.10. 

Таблиця 1.10 
Відображення f  підмножини A множини X  в множину Y  

)( 1xf  )( 2xf  )( 3xf  )( 4xf  )( 5xf  )( 6xf  )( 7xf  

{ }2y  { }42,yy  { }1y  { }3y  { }1y  { }2y  { }4y  

Знайдіть образ B  множини A при цьому відображенні. 
15. Уведіть правила означення понять «надмірно», «достат-

ньо». 
16. Задано нечітку множину  

«невеликий»= 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

5
1,0;

4
5,0;

3
8,0;

2
1;

1
1

. 

Знайдіть нечіткі множини «дуже невеликий», «не дуже великий», 
«досить невеликий». 

17. Визначіть лінгвістичну змінну U =«не дуже солодкий і досить 
кислий», якщо відомо, що  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
манголимонананасяблуко

солодкий 4,0;1,0;6,0;8,0"" , 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
манголимонананасяблуко

кислий 4,0;9,0;5,0;2,0"" . 

18. Використовуючи принцип узагальнення Заде для нечітких 
множин 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

6
2,0;

5
4,0;

4
8,0;

3
2,0A  і 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

5
3,0;

4
95,0;

3
1,0B  

обчисліть значення 33 AAD += ∗  і BABABC −+= ∗)( . 
19. Порівняйте нечіткі числа 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

8
4,0;

5
6,0;

2
3,0A  і 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

8
5,0;

5
7,0;

2
1,0B . 
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2. ПРИКЛАДНІ ЗАДАЧІ НЕЧІТКОГО  
МОДЕЛЮВАННЯ В УМОВАХ НЕВИЗНАЧЕНОСТІ 

 
2.1. Нечіткість і невизначеності,  

що виникають під час описування задач прийняття рішень 
 
Проблема прийняття рішень, або проблема вибору альтерна-

тив, – це один з найпоширеніших класів задач, які доводиться 
розв’язувати не тільки досліднику, але й інженеру-конструктору, гос-
подарському керівнику і т.д. Будь-які ситуації, що потребують прийн-
яття рішень, містять, як правило, велику кількість невизначеностей. 
Можна сказати, що задачі, які не містять невизначеностей, є скоріше 
виключенням, ніж правилом, оскільки опис проблеми, адекватний ре-
альності, практично завжди містить різного типу невизначеності. 

Необхідно зазначити, що звести подібні задачі з невизначенос-
тями до строго поставлених математичних задач надзвичайно склад-
но. 

Апарат теорії нечітких множин дає можливість широко викорис-
товувати надійні та перевірені математичні підходи до розв'язання 
задач, які раніше важко піддавалися математичному опису або взага-
лі на піддавалися формалізації. Тим самим стало можливим по'єд-
нання строгості й точності класичної математики з істотною невизна-
ченістю й неоднозначністю багатьох практичних ситуацій, у тому числі 
різних явищ реального світу, суб'єктивно сприйманих та емоційно за-
барвлених у свідомості людини. 

Методи теорії нечітких множин знайшли відповідне відображен-
ня в програмі математичної підготовки майбутніх системних аналіти-
ків. Однак їх засвоєння й успішне застосування для розв'язування ва-
жливих для практики задач потребує від студентів певного рівня гли-
бини розуміння, своєрідного «відчуття» природи невизначеностей, їх-
ніх джерел і проявів. Адже навіть від правильного розуміння суті конк-
ретної невизначеності й визначення характеру її природи значною мі-
рою залежить можливість вдалого вибору найбільш адекватних ма-
тематичних моделей і методів для розв'язання задачі, яка містить цю 
невизначеність. З іншого боку, фахівець-аналітик може при цьому за-
безпечити кваліфіковану інтелектуальну підтримку процесів підготов-
ки й прийняття відповідальних управлінських рішень. 
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2.1.1. Класифікація невизначеностей 
 
Нехай існує деяка множина { }nxxxX ,...,, 21=  можливих рі-

шень, які мають назву «альтернативи». Реалізація кожної з альтерна-
тив приводить до наступу певних наслідків, сукупність яких являє со-
бою множину { }myyyY ,...,, 21= .  

Аналіз цих наслідків за деяким заздалегідь вибраним набором 
показників може однозначно характеризувати міру прийнятності кож-
ної з можливих альтернатив. Особа, що приймає рішення (ОПР), ви-
ходячи з цієї оцінки та деяких інших її міркувань щодо переваг,  виби-
рає як остаточне рішення одну з альтернатив. 

Таким чином, необхідно вивчити систему переваг ОПР S  і побу-
дувати таку модель вибору альтернативи, яка б забезпечувала кра-
щий у деякому розумінні результат цього вибору. Цей результат має 
відповідати як меті рішення, що приймається, так і системі переваг 
ОПР. Отже, для характеристики задачі прийняття рішення може бути 
використаний такий кортеж: 

TSQA ,,, , 
де A – множина альтернатив, що розглядаються; Q  – середовище, у 
якому розглядається задача прийняття рішень; S  – система переваг 
ОПР; T  – деяка сукупність дій над множиною  альтернатив A. 

Розглянемо докладніше кожний з компонентів кортежу. 
Множина альтернатив A являє собою певну сукупність одно-

рідних об'єктів, з яких необхідно вибрати один (або у певних випадках 
деяку підмножину) відповідно до заздалегідь визначених цільових 
критеріїв і системи  переваг ОПР S  на основі процедур, об'єднаних 
сукупністю дій T  над цією множиною. 

Під середовищем Q  задачі прийняття рішень розуміють ті 
умови, у яких здійснюється процес підготовки й прийняття рішень і які 
необхідно обов'язково враховувати при формалізації задачі. Напри-
клад, у випадку управлінської діяльності в процесі прийняття рішень 
необхідно враховувати ресурсні можливості, правові й морально-
етичні обмеження, психологічні характеристики й особливості особис-
тісних якостей виконавців та інші фактори. 

При цьому задачі прийняття рішень можуть здійснюватися: 
− в умовах інформаційної визначеності, коли вибору кожної 

конкретної альтернативи відповідає один цілком певний результат; 
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− в умовах ризику, коли можливий результат вибору альтерна-
тиви не може бути однозначно визначений і являє собою дискретну 
або неперервну випадкову величину з відомим законом розподілу; 

− в умовах невизначеності, коли можливий результат вибору 
тієї або іншої альтернативи не тільки заздалегідь невідомий, але і яв-
ляє собою випадкову величину з невідомим законом розподілу. 

Система переваг S  особи, що приймає рішення, зазвичай яв-
ляє собою деяку сукупність її міркувань стосовно шляхів і критеріїв 
раціонального досягнення поставленої мети, переваг і недоліків тієї 
або іншої альтернативи та їх співвідношення.  

Сукупність дій T  над множиною альтернатив – це деякий набір 
узагальнених операцій, що застосовуються не до окремих елементів 
множини A, а до всієї множини в цілому або до деяких її підмножин. 

Об'єктивна наявність невизначеності, що приводить до необхід-
ності подібного підходу до розв'язання задач прийняття рішень, може 
бути обумовлена різними джерелами її походження й мати різні зов-
нішні прояви. Тому вважається цілком природним припущення про те, 
що залежно від вигляду й характеру невизначеності істотно може змі-
нюватися вибір методів для розв'язання відповідних задач. 

У досить загальному випадку класифікацію основних видів неви-
значеності, що мають місце під час розв'язання задач прийняття рі-
шень, наочно можна зобразити у вигляді схеми, показаної на рис. 2.1.  

Перший рівень дерева невизначеності характеризує кількісну 
сторону інформації, якої бракує для розв'язання задачі прийняття рі-
шеннь на етапі постановки задачі й вибору підходів до її розв'язання. 
Цілком природно, що в процесі самого її розв'язання розміщена інфо-
рмація може змінюватися як кількісно, так і якісно. Розглянемо докла-
дніше змістовну сторону основних видів невизначеності. 

1. Невідомість являє собою початкову стадію вивчення задачі, 
коли необхідна інформація про досліджувану систему відсутня, і при-
йняти яке-небудь раціональне рішення практично неможливо. Для 
розв'язання задачі треба одержати необхідну інформацію. 

2. Невірогідність. У міру накопичення інформації настає стадія, 
коли про невідомість уже говорити не можна, однак наявна інформа-
ція ще не забезпечує бажаної вірогідності й повноти характеристики 
ситуації.  

При цьому можливі три випадки. Перший випадок відповідає си-
туації, коли зібрано не всю необхідну інформацію (неповнота). Другий 
випадок характерний для ситуації, коли зібрано не всю достатню для 
розв'язання даної задачі інформацію (недостатність або недовизна-
ченість). Нарешті, третій випадок відповідає ситуації, коли всю мож-
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ливу інформацію зібрано, однак вона не забезпечує адекватного 
уявлення про досліджувану систему. Наявність невизначеності такого 
роду може бути пов'язана, наприклад, з тим, що процес збору інфор-
мації припинено через недостачу ресурсів, а це приводить до невірогі-
дності. 

 
Рис. 2.1. Дерево класифікації невизначеностей 

 
Подальше вивчення проблеми може привести або до ситуації 

визначеності, коли всі елементи в задачі описані однозначно, або до 
ситуації неоднозначності. 

3. Неоднозначність задачі являє собою ситуацію, коли всю мо-
жливу інформацію зібрано, однак повністю визначеного опису про-
блеми не отримано й не може бути отримано в принципі. Причинами 
подібної ситуації можуть бути як об'єктивні фактори (наприклад, не-
можливість точного вимірювання розмірів атомного ядра), так і фак-
тори суб'єктивної природи, у тому числі пов'язані з нечіткістю опису 
речей і явищ зовнішнього світу засобами звичайної мови. 

Другий рівень дерева описує джерела або причини виникнення 
неоднозначності, якими можуть бути як зовнішнє середовище (фізична 
невизначеність), так і професійна мова, яка використовується ОПР або 
експертами (лінгвістична невизначеність). 

Неповнота 

Фізична  
невизначеність

Неточність 

Омонімія 

1. Невідомість 2. Невірогідність 3. Неоднозначність

Недовизна- 
ченість 

Неадекватність 

Лінгвістична  
невизначеність

Невизначеність 
значень слів 
(полісемія) 

Неоднозначність 
змісту фраз 

Випадковість 

Невизначеність 

Нечіткість Синтаксична Семантична Прагматична
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Фізична невизначеність може бути пов'язана як з наявністю в 
зовнішньому середовищі декількох можливостей, кожна з яких деяким 
випадковим чином стає дійсністю (випадковість), так і з недостатньою 
точністю вимірів (неточність). При цьому в обох випадках передбачаєть-
ся, що відповідні закони розподілу щільності ймовірностей відомі. 

Лінгвістична невизначеність зазвичай обумовлена цілим рядом 
особливостей професійної мови ОПР або особливостей його викорис-
тання для опису задачі прийняття рішення. Невизначеність такого роду 
може породжуватися, з одного боку, наявністю деякої множинності 
значень слів мови (полісемія), з іншого боку – можливою неоднознач-
ністю змісту фраз. 

Можна виділити два види полісемії. Першим її видом є омонімія –
ситуація, коли елементи задачі прийняття рішення, що відображаються 
тим самим словом, істотно різні. З повсякденного життя добре відомий 
приклад множинності значень слова "ключ".  

Другим видом полісемії, характерним для таких ситуацій, коли різні 
об'єкти, що описуються в задачі, подібні один до одного, є нечіткість. 
Як приклад нечіткості можна навести фразу "На складі заготовлено не-
великий запас палива". Тут саме слово "невеликий" надає всій фразі 
нечіткості, оскільки воно недостатньо повно характеризує наявний запас 
як з кількісної, так і з цільової точок зору. Дійсно, по-перше, невідомо, 
"невеликий" з розрахунку на весь опалювальний сезон чи всього лише 
на кілька днів. По-друге, не зазначено, чи передбачається можливість 
поповнення цього запасу в міру його витрати. 

Розглядаючи різні джерела появи неоднозначності, можна виді-
лити три її види. 

1. Синтаксична неоднозначність обумовлена нечіткістю або 
помилковістю використання розділових знаків. Прикладом може бути 
широко відома фраза "стратити не можна помилувати", зміст якої може 
змінюватися на прямо протилежний залежно від того, у якому місці бу-
де поставлено пропущену кому. 

2. Семантична невизначеність обумовлена трудністю розумін-
ня змісту фрази. Зазвичай виділяють два її види: 

− поверхнева невизначеність, яка полягає в тому, що окремі 
слова у фразі зрозумілі, а зміст фрази в цілому не сприймається (така 
ситуація виникає при перекладі деякого тексту з іноземної мови з ви-
користанням словника при недостатньому знанні цієї мови, специфіч-
них особливостей і смислового різноманіття слів, що зустрічаються); 

− глибинна невизначеність, яка полягає в тому, що в аналізова-
ній фразі немає жодного відомого слова (подібна ситуація нерідко ви-
никає, наприклад, при спробі зрозуміти текст, написаний фахівцем з 
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області, досить далекої від сфери професійних інтересів людини, що 
читає цей текст). 

3. Прагматична невизначеність обумовлена неоднозначністю 
використання синтаксично та семантично зрозумілої інформації для 
досягнення певної мети в задачі прийняття рішення. Характерним 
прикладом може бути ситуація, коли йдеться про вартість і стверджу-
ється, що одна річ має перегу над іншою, тільки тому, що вона деше-
вша. Суть невизначеності тут полягає в повному ігноруванні якісних 
характеристик цієї речі. Таким чином, для прийняття рішення інфор-
мації про співвідношення вартісних показників зовсім недостатньо, 
оскільки невідомі якісні характеристики розглянутих альтернативних 
варіантів потенційної покупки. 
 

2.1.1. Імовірнісний і нечіткий підходи  
до формалізації невизначеностей 

 
На практиці досить часто виникає деяка помилкова аналогія між 

імовірністю й нечіткістю. Між цими поняттями та областями застосуван-
ня відповідних методів існує принципова відмінність. 

Проведемо порівняльний аналіз основних характерних рис методів 
теорії нечітких множин і методів теорії ймовірностей та їхніх можливос-
тей у різних прикладних задачах.  

У теорії ймовірностей зазвичай розглядаються події, невизна-
ченість характеристик яких пов'язана з їх випадковим зміненням, 
тимчасом як у теорії нечітких множин розглядаються цілком детермі-
новані об'єкти або події, окремі істотні характеристики яких, разом з 
тим, мають деяку невизначену частину. 

Дійсно, імовірність деякої події може дорівнювати одиниці, тимча-
сом як ступінь її належності до певного класу більш загальних подій 
може бути меншим від одиниці. Наприклад, імовірність настання дня 
після ночі дорівнює одиниці, а ступінь належності конкретного моменту 
часу (наприклад, шостої ранку) до поняття «день» може бути різним 
залежно від пори року або погоди (сонячно або похмуро). Природно, 
при цьому слід враховувати й індивідуальні особливості конкретної лю-
дини. 

Для ймовірнісного підходу характерним є подання невизначенос-
ті в описі параметрів об'єктів або процесів у вигляді деякого закону 
розподілу випадкової величини. При цьому кожному значенню змінної 
x  відповідає певне значення ймовірності )(xP . 
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Для нечіткомножинного підходу характерні невизначеності в описі 
об'єкта словами природної мови або невизначеності, обумовлені влас-
тивою людині суб'єктивністю суджень у процедурах оцінки. Вони можуть 
бути подані у вигляді значень функцій належності )(xAμ  або у вигляді 
якогось елемента кількісної шкали з нечіткими (розмитими) межами. 

Для ймовірнісного підходу характерним є оперування великою кі-
лькістю однорідних об'єктів, за випадковими відхиленнями значень од-
ного або декількох параметрів яких і визначаються ймовірнісні характе-
ристики розподілу для цих параметрів. При ймовірнісному підході до-
сить поширеним є також випадок оперування великою кількістю даних, 
одержаних за результатами численних спостережень за одним конк-
ретним об'єктом. При цьому кількість отриманих даних (результатів 
спостережень або вимірів) для строгого дослідження й визначення 
ймовірнісних характеристик досліджуваного процесу має бути досить 
великою. 

Нечіткомножинний же підхід зазвичай пов'язаний з дослідженням 
невеликої кількості об'єктів або навіть одного об'єкта. Дослідника цих 
об'єктів цікавлять їхні характеристики, які не цілком чітко визначені, і йо-
го завдання полягає у визначенні міри цієї нечіткості. 

При розв'язанні задач прийняття рішень сама нечіткість може сто-
суватися як ступеня належності до тієї або іншої альтернативи, так і 
можливого результату вибору цієї альтернативи. Добре відомо, що в 
житті людини нерідко виникає необхідність зробити рішучий вибір усьо-
го лише із двох можливих альтернатив, однак зменшення їх кількості 
істотно не полегшує задачу вибору. Успішно розв'язати задачу можна, 
лише знаючи характеристики нечіткості. 

При виборі підходу, який би найбільшою мірою відповідав харак-
теру задачі та цілям її розв'язання, можлива перевага визначається ха-
рактерними рисами як можливих методів, так і самих цих задач. Приро-
дно, що всі задачі, так або інакше пов'язані з випадковим характером 
змінення параметрів та з існуванням відповідного розподілу ймовірно-
сті, повинні розв'язуватися із застосуванням адекватних імовірнісних 
методів. 

До категорії ж нечітких задач належать такі, що пов'язані з визна-
ченням ступеня наявності конкретної якості об'єкта. Прикладом може 
бути задача визначення, наскільки даного студента можна вважати 
високим, гарним, розумним тощо. Крім того, до класу нечітких задач 
належать і такі, у яких необхідними є оцінка деяких якісних категорій і 
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вибір на цій основі однією ОПР певних варіантів з урахуванням сфор-
мульованих природною мовою деяких критеріїв раціонального вибору. 
Прикладом такої задачі може бути необхідність вибору варіанта нової 
технології виробництва продукції, де критерієм є можливість зниження 
собівартості продукції або ціни її продажу. 

Таким чином, у процесі розв'язання реальних задач управління 
й прийняття рішень наявну невизначеність не можна ігнорувати, і на-
віть спрощувати. Необхідно ефективно використовувати існуючі ме-
тоди й активно розробляти нові, які б дали можливість формалізувати 
невизначеність різного роду. Для цього необхідно не тільки знати 
природу невизначеності, розуміти принципи її класифікації, але й умі-
ти в кожному конкретному випадку вибирати найбільш прийнятні ме-
тоди для адекватного опису складних задач, що розв'язуються в умо-
вах цієї невизначеності. Останніми роками все більш широкого засто-
сування набувають методи розв'язання задач прийняття рішень, що 
базуються на теорії нечітких множин. 

 
2.2. Прийняття рішень у нечітких умовах  

за схемою Беллмана – Заде 
 
1970 р. Р. Беллман і Л. Заде опублікували статтю «Decision –

Making in Fuzzy Environment» [21], що стала відправною точкою в не-
чіткій теорії прийняття рішень. У цій статті розглядається процес при-
йняття рішень в умовах невизначеності, коли цілі й обмеження задано 
нечіткими множинами. Прийняття рішення – це вибір альтернативи, 
яка одночасно задовольняє й нечітким цілям, і нечітким обмеженням. 
У такому розумінні цілі й обмеження є симетричними відносно рішен-
ня. Такий підхід стирає відмінності між ними і дозволяє подати рішен-
ня як злиття нечітких цілей та обмежень. 

Нехай { }xX =  – універсальна множина альтернатив, тобто уні-
версальна сукупність усіляких виборів ОПР. Нечіткою ціллю в X  є 
нечітка підмножина X , яку позначимо через G~ . Описується нечітка 
ціль функцією належності [ ]1,0: →μ XG . Наприклад, якщо альтерна-
тивами є дійсні числа, тобто RX = , і нечітку ціль сформульовано як 
« x  має дорівнювати близько 10», то її можна подати у вигляді нечіт-
кої множини з функцією належності  

 Xx
x

xG ∈
−+

=μ ,
)10(1

1)( 2 . (2.1) 
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Нечіткі обмеження С~  також описуються нечіткими підмножина-
ми множини X . Наприклад, нечітке обмеження « x  має дорівнювати 
значно більше 8» при RX =  можна подати у вигляді нечіткої множи-
ни з функцією належності 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥
−−+

<
=μ .5,

))8(8,0exp(1
1

,5,0
)( xякщо

x

xякщо
xС  (2.2) 

Нечіткий розв'язок D~  також можна визначити як нечітку множину 
на універсальній множині альтернатив X . Функція належності цієї не-
чіткої множини показує, наскільки добре розв'язок відповідає нечітким 
цілям і нечітким обмеженням. Логічній операції І, яка зв'язує цілі й об-
меження, відповідає перетинання нечітких множин. Отже, розв'язок – 
це перетин нечіткої мети з нечітким обмеженням: 

 CGD ~~~
I= . (2.3) 

Приклад 2.1. Нечітка ціль G~  і нечітке обмеження С~  сформу-

льовані таким чином: G~ : « x  має дорівнювати близько 10»; С~ : « x  
має дорівнювати значно більше 8». Функції належності нечітких мно-

жин G~  і С~  задано виразами (2.1) і (2.2). Нечіткий розв'язок  D~  знай-
демо за формулою (2.3). Ураховуючи те, що перетинанню нечітких 
множин відповідає операція мінімуму над функцією належності, одер-
жуємо  
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Приклад 2.2. Нехай { }10,...,2,1=X , а нечітку ціль G~  і два 

обмеження 1
~С  і 2

~С  задано у вигляді таблиці 

x  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

)(~ xGμ  0 0,1 0,4 0,8 1,0 0,7 0,4 0,2 0 0 

)(
1

~ xCμ  0,3 0,6 0,9 1,0 0,8 0,7 0,5 0,3 0,2 0 

)(
2

~ xCμ  0,2 0,4 0,6 0,7 0,9 1,0 0,8 0,6 0,4 0,2 
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Тоді для D~  одержуємо 
x  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

)(~ xDμ  0 0,1 0,4 0,7 0,8 0,7 0,4 0,2 0 0 

 
Поставлену мету, обмеження й розв'язок можна сформулювати 

так: 
− G~ : « x  має дорівнювати близько 5»; 
− 1

~С : « x має дорівнювати близько 4»; 

− 2
~С : « x має дорівнювати близько 6»; 

− D~ : « x має дорівнювати близько 5». 
Визначений таким чином розв'язок можна розглядати як нечітко 

сформульовану інструкцію, виконання якої забезпечує досягнення не-
чітко поставленої мети. Нечіткість отриманого розв'язку є наслідком 
нечіткості самої початкової задачі. При такому поданні розв'язку за-
лишається невизначеність, пов'язана зі способом виконання подібної 
нечіткої інструкції, тобто з тим, яку альтернативу вибрати. Різні спосо-
би розв'язання цієї невизначеності пропонуються, наприклад, у роботі 
Л. Заде.  

Один з найпоширеніших у літературі способів полягає у виборі 
альтернативи, що має максимальний ступінь належності до нечіткого 
розв'язку, тобто 

{ })(),(minmax)(max ~~~ xxx CGXxDXx
μμ=μ

∈∈
. 

Такі альтернативи називають максимізуючими розв'язками. 
Взаємозв'язок між нечіткими метою, обмеженням і розв'язком 

показано на рис. 2.2. Мета й обмеження конфліктують між собою, то-
му в нечіткій множині D~  немає жодного елемента зі ступенем належ-
ності, що дорівнює одиниці. Отже, не існує альтернативи, яка повніс-
тю відповідає і меті, і обмеженню. 

У загальному випадку, коли існує n  цілей і m  обмежень, розв'я-
зок за схемою Беллмана – Заде визначається перетинанням усіх ці-
лей та обмежень: 

mn CCGGGD ~...~~...~~~
121 IIIIII= , 

тоді відповідно 

mn CCCGGGD μ∧∧μ∧μ∧μ∧∧μ∧μ=μ ...... 2121 . 
Дотепер передбачалося, що всі цілі й обмеження, що входять в 

D~ , однаково важливі. Більш звичною є ситуація, коли задоволення 
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одним цілям і (або) обмеженням важливіше, ніж іншим. Позначимо 
через )1,0(∈αi  коефіцієнт відносної важливості i -ї мети, а через 

)1,0(∈β j  – коефіцієнт відносної важливості j -го обмеження:  

1
,1,1

=β+α ∑∑
== mj

j
ni

i . 

Тоді функція належності рішення матиме вигляд 
 ∧μ∧μ∧∧μ∧μ=μ βααα 1

1
2

2
1

1
)()(...)()( CGGGD

n
n

  

 .)(...)( 2
2

m
mCC

ββ μ∧∧μ∧  (2.4) 

 
Рис. 2.2. Прийняття рішення за принципом Беллмана – Заде  

 
На рис. 2.3 зображено нечіткі розв'язки при різних коефіцієнтах 

важливості мети й обмеження із прикладу 2.1. 
Чим менший коефіцієнт відносної важливості, тим більш розма-

заною стає відповідна нечітка множина мети й обмеження і, отже, йо-
го роль в прийнятті рішення зменшується. 

 

 
Рис. 2.3. Прийняття рішень при різній важливості мети й обмеження  
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2.3. Прийняття рішень при якісній  
невизначеності на основі нечіткого опису  

стану системи та наслідків 
 
Нехай є множина альтернатив { }maaaA ...,,, 21= , вибір однієї з 

них залежить від станів середовища { }nxxxX ,...,, 21= . Відомо, як-
що система перебувала в стані jx  і вибрано альтернативу ia , то її 

корисністю буде iju . Для різних альтернатив і можливих станів маємо 
матрицю nm × : 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

mnm

n

uu

uu
U

...

...

...

1

111
. 

При відомому стані системи Xx j ∈  кращою є альтернатива, 

що має найбільшу корисність: ijmi
uu

,10 max
=

= . Однак, якщо стан сис-

теми або корисність альтернатив відомі нечітко, то оптимальну аль-
тернативу можна подати тільки у вигляді нечіткої множини 0

~A  з функ-
цією належності )(

0
~ iA aμ . Тут можливі три випадки. 

1. Нечіткий стан системи. Нехай стан системи описується не-
чіткою множиною 

U
k

kkkX XxxxX ∈μ= ,/)(~
~ . 

У цьому випадку корисність альтернативи не може бути визна-
чена точно. Однак, скориставшись інформацією про стан системи, її 
можна подати у вигляді 
 ,/)(~

~U
k

kkUi uuU
i

μ=  (2.5) 

де ikk uu = ; )()( ~~ kXkU xu
i

μ=μ . 

Тут і далі передбачається, якщо деякий елемент області визна-
чення під час обчислень з'являється k  разів з різними значеннями 
функції належності kμμμ ...,,, 21 , то ступінь його належності 

kμ++μ+μ=μ ...21 , де 212121 μμ−μ+μ=μ+μ . 
Вибір оптимальної альтернативи грунтується на розгляді макси-

мальної корисності альтернативи і ступеня належності їй різних зна-
чень корисності.  
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Максимізуючою множиною функції f  на множині Y  називають 
нечітку множину )(fM , таку, що ступінь належності до якої деякого y  
характеризує близкість )(yf  до fsup . Аналогічно максимізуючою 
множиною )(YM  множини Y  називають нечітку підмножину, ступінь 
належності до якої для Yy ∈  відображає в деякому розумінні близ-
кість y  до Ysup . 

Розглянемо множину Y , що містить усі можливі значення корис-

ності для заданого нечіткого стану: U
m

i
iUSY

1
)(

=
= . Визначимо макси-

мізуючу множину для альтернативи Aai ∈ :  

U
k

kkUim uuU
im

/)(~
~μ= , 

де ;):()( max~ n
kkU uuu

im
=μ  Yu supmax = ; n  – ціле число, вибра-

не залежно від задачі. 
Далі визначимо множину 0

~
iU  як перетин нечітких множин imU~  і 

iU~ : 
( ))(),(min)( ~~~

0 kUkUkU uuu
iimi

μμ=μ . 

Множину, що являє собою оптимальну альтернативу, знаходимо 
таким чином: )(max)(

00
~~ kUkiA ua

i
μ=μ . Очевидно, що кращою буде 

альтернатива 0a , яка має найбільше значення функції належності 

множині 0
~A : )(max)(

00
~0~ iAiA aa μ=μ . 

2. Нечіткі корисності. Нехай тепер корисність ijU , що пов'язана 

з альтернативою ia  при стані jx , є нечіткою: 

 U
k

kkUij uuU ij /)(~ μ= . (2.6) 

Тоді матриця корисностей матиме вигляд 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

mnm

n

UU

UU
U

~...~
...

~...~

1

111
. 
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Якщо відомо стан системи Xx j ∈ , то визначення оптимальної 

альтернативи аналогічне попередньому випадку: якщо jx  чітке, то 

множина iU~  визначається рівністю iji UU ~~ = . 

3. Нечіткі корисності та стан системи. Нечітка корисність 
альтернативи ia  при деякому нечіткому стані системи, яку позначено 

через iU *~ , має вигляд 

 U
k

kkUi UUU
i

,~/)~(~
*~* μ=  (2.7) 

де ;~~
ikk UU =  )()~( ~~ * kXkU

xU
i

μ=μ .  

Нечітка множина iU *~  складається, у свою чергу, з нечітких мно-
жин. Вона може бути зведена до нечіткої множини на чітких значеннях 

корисностей. Якщо елемент множини iU *~  є 

( )1111~~~ /)(/)(~/)~( ** uuuuUU k
ikii UUUkkU

μ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛μμ=μ , 

то значення ступеня належності чіткого значення 1u  множині iU *~  ви-
значається формулою 
 ( ).)(),(min)( 1~~1~* uxu

iki UkXU
μμ=μ . (2.8) 

Ця процедура повторюється для всіх k , після чого множина iU *~  
буде містити корисності 1u  і їхні ступені належності, тобто буде зве-

дена до множини irU *~ : 

 11~* /)(~
* uuU
irUir μ= . (2.9) 

Потім для iri UU *~~ =  повторюється вже описана процедура зна-

ходження нечіткої множини 0
~A  кращої альтернативи. 

Приклад 2.3. Нехай є множина альтернатив { }321 ,, aaaA = , а 

система може перебувати в одному зі станів { }1021 ...,,, xxxX = . 
Стан системи задано так: 

{ }7653 3,0;7,0;0,1;4,0~ xxxxX = . 
Матриця корисностей має вигляд 
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

3258654346
8346718712
4887132279

3

2

1

10987654321

a
a
a

U

xxxxxxxxxx

. 

За формулою (2.5) визначимо нечіткі корисності альтернатив 
при заданому стані системи: 

{ }
{ }

{ };73,0;17,0;30,1;288,0
73,0;17,0;30,1;2)8,04,08,04,0(

73,0;17,0;30,1;28,0;24,0~
1

=
=⋅−+=

==U
 

{ }
{ };63,0;10,1;88,0;782,0

63,0;77,0;10,1;88,0;74,0~
2

=
==U

 

{ }.83,0;67,0;50,1;48,0;34,0~
3 =U  

Знайдемо множину Y : 

{ } { } { } { }.8,7,6,5,4,3,2,18,6,5,4,36,1,8,77,1,3,2
)()()( 321

==
==

UU

UU USUSUSY
 

Визначимо максимізуючі множини. Нехай 1=n , 8max =u , тоді 

{ };7875,0;1125,0;3375,0;225,0
7
87;

1
81;

3
83;

2
82~

1 =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=mU  

{ };675,0;1125,0;81;7875,0~
2 =mU  
{ }.88,1;675,0;5625,0;45,0;3375,0~

3 =mU  

Знайдемо оптимізуючі множини 0
~

iU : 

{ };73,0;1125,0;3375,0;225,0
}7/)3,0;875,0min(;1/)7,0;125,0min(

;3/)0,1;375,0min(;2/)88,0;25,0{min(~
10

=
=

=U
 

{ };63,0;1125,0;88,0;782,0~
20 =U  

{ }.83,0;67,0;5625,0;45,0;3375,0~
30 =U  

Визначимо нечітку множину, що характеризує оптимальну аль-
тернативу 0

~A : 
( ) ;375,03,0;125,0;375,0;25,0max)( 1~

0
==μ aA  
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7,0)(;82,0)( 3~2~
00

=μ=μ aa AA ,  

{ }.7,0;82,0;375,0~
3210 aaaA =  

Таким чином, кращою є альтернатива 2a . 
Приклад 2.4. Нехай множина альтернатив A і множина станів 

X  – такі самі, що й у прикладі 2.3, а матриця корисностей має вигляд 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

HHCOBBCCHCB
OBCCBBOHOBBOHH
COBOBBOHCHHBOB

a
a
a

U

xxxxxxxxxx

3

2

1

10987654321

, 

де корисності задано лінгвістичними нечіткими множинами: 
− НИЗЬКИЙ:  { };35,0;20,1;14,0=H  
− ДУЖЕ НИЗЬКИЙ: { };24,0;10,1=ДH  
− СЕРЕДНІЙ: { };74,0;67,0;50,1;47,0;34,0=C  
− ВИСОКИЙ: { };95,0;80,1;75,0=B  
− ДУЖЕ ВИСОКИЙ: { }.100,1;95,0=ДB  
Відомо стан системи 9x . Знайдемо нечіткі корисності для різних 

альтернатив при цьому стані системи: 
{ };100,1;95,0~

1 == OBU  

{ };74,0;67,0;50,1;47,0;34,0~
2 == CU  

{ }.35,0;20,1;14,0~
3 == HU  

Визначимо множину Y : 
{ } { } { } { }.10;9;7;6;5;4;3;2;13;2;17;6;5;4;310;9 == UUY  

Отже, 10max =u . Поклавши 1=n , знайдемо максимізуючі 
множини: 

{ };101;99,0
10

1010;
9
109~

1 =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=mU  

{ };77,0;66,0;55,0;44,0;33,0~
2 =mU  

{ },33,0;22,0;11,0~
3 =mU  

а також відповідні оптимізуючі множини: 
{ };0,10,1;95,0}10/)0,1;0,1min(;9/)9,0;5,0{min(~

10 ==U  

{ };74,0;66,0;55,0;44,0;33,0~
20 =U  
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{ }.33,0;22,0;11,0~
30 =U  

У цьому випадку нечітка множина, що характеризує кращу аль-
тернативу, визначається таким чином:  

( ) ;0,10,1;5,0max)( 1~
0

==μ aA  

3,0)(;6,0)( 3~2~
00

=μ=μ aa AA , { }.3,0;6,0;0,1~
3210 aaaA =  

Звідси випливає, що кращою є альтернатива 1a , яка має найбі-
льше значення функції належності. 
 

2.4. Вибір рішень при ймовірнісній невизначеності  
в умовах неточності й невизначеності опису наслідків 

 
Розглянемо метод аналізу рішень у випадку, коли наслідки аль-

тернатив відомі неточно та ймовірності їх настання оцінюються за до-
помогою функції належності. На рис. 2.1 зображено просте дерево 
рішень. Необхідно вибрати одне із двох рішень, які описуються стра-
тегіями A і B  і залежать від різних випадкових подій. При виборі 
стратегії A рішення, що має корисність 1u , досягається з імовірністю 
p , а рішення з корисністю 2u  – з імовірністю p−1 . Використовуючи 
правила теорії очікуваної корисності, цю стратегію вибирають тоді і 
тільки тоді, коли 2121 )1()1( vqqvuppu −+>−+ . Тут величина й 
ступінь переваги однієї альтернативи над іншою точно невідомі. 

Нехай )(aAμ , )(bBμ  – ступені належності a  і b  множинам очі-
куваних корисностей стратегій A і B , тоді відповідно до принципу 
узагальнення 
 )))(),(),(((minmax)( 21)1( 21

21
uupa AAPuppuA μμμ=μ

−+
; (2.10) 

 )))(),(),(((minmax)( 21)1( 21
21

VVqb BBQvqqvB μμμ=μ
−+

, (2.11) 

де )(pPμ  – ступінь належності p  множині можливих значень для цієї 
ймовірності. Розподіли очікуваної корисності для кожної стратегії, об-
числені за формулами (2.10) і (2.11), зображено на рис. 2.5. Спостері-
гається значне перекриття між двома розподілами, і хоча максимуму 
функція )(xAμ  набуває при більшому значенні x , ніж функція 

)(xBμ , цього недостатньо для твердження, що A краще, ніж B . 
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Рис. 2.4. Просте дерево рішень Рис. 2.5. Нечіткий розподіл  

функції корисності 
 
Щоб оцінити ступінь, з яким A має перевагу над B , скористає-

мося таким методом: 
 )).(),(1max()()( YXYXYX μμ−=−μ=→μ U  (2.12) 

Як бачимо, ступінь, з яким з деякого нечіткого речення X  ви-
пливає інше нечітке речення Y , є ступенем істинності вислову «або 
не X , або Y », що у свою чергу, дорівнює більшому зі значень ступе-
ня істинності «не X » і ступеня істинності «Y ». У більш загальній по-
становці X  і Y  є нечіткими відношеннями між двома змінними a  і b , 
які подано функціями належності ),( baXμ  і ),( baYμ ,  
 ))).,(),,(1(max(min)(

,
babaYX YXba

μμ−=→μ  (2.13) 

Це означення змісту нечіткого вислову не є єдино можливим, 
але достатньо ефективне для розглядуваних цілей. 

Приклад 2.5. Нехай мета капітана рибальського сейнера – по-
вернутися на базу з уловом промислової риби. На глибині помічено 
косяк риби. Необхідно вирішити, скидати трал для лову риби чи ні. 
Точно невідомо, чи є риба в цьому косяку промисловою. Якщо при 
підйомі неводу виявиться, що риба не є промисловою, то буде втра-
чено час для лову, а також заподіяно шкоду підводному світу в цьому 
районі. Крім цього, існує ймовірність, що рибу взагалі не буде вилов-
лено при скиданні неводу. Імовірність того, що рибу буде виловлено, 
однакова для кожного її виду. 

Задачу, що постає перед капітаном рибальського судна, зобра-
жено на рис. 2.6. Корисності в цій задачі відомі й чітко структуровані. 
Очікувані корисності для двох альтернатив (ловити або не ловити): 
 ));1(2510(),( 22121 pppppuS −−=  (2.14) 
 ),1(2)30(),( 1121 ppppuN −+−=  (2.15) 
де 1p  – імовірність того, що косяк – промислова риба; 2p  – імовір-
ність того, що рибу буде виловлено. 
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Рис. 2.6. Дерево рішень  

 
Основною є ймовірність 1p , але вона інтуїтивно вважається 

менш надійною, оскільки ймовірність успішного улову 2p  можна уточ-
нити шляхом конкретних досліджень, а 1p  ґрунтується на невизначе-
ній інформації, яку неможливо уточнити. 

Оскільки ймовірність 1p  у цій задачі є наявною у двох різних на-
слідках дерева рішень, то зручніше розглядати різницю очікуваних ко-
рисностей двох альтернатив. Нехай змінна, що визначає вибір,  

.27352230252510
),(),(),(

1211121121

212121
−+=+−++−=

=−=
pppppppppp

ppuppuppZ NS  

Тоді її функція належності 
 ))).(),(((minmax)( 2211 ppz

zZ μμ=μ  (2.16) 

Подамо функції належності )( 11 pμ  і )( 22 pμ  у вигляді 
{ },0,10,1;9,095,0;8,09,0;7,08,0;6,04,0;5,001 =p  
{ }.9,00;85,07,0;8,00,1;57,06,0;7,01,0;6,002 =p  

Графіки функцій )( 11 pμ  і )( 22 pμ  зображено на рис. 2.7. Ступені 
належності для змінної 2735 121 −+= pppZ  наведено в табл. 2.1. 

 

Таблиця 2.1 
Визначення значень змінної Z  

1p  
2p  

0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 
0,6 12 14,8 17,6 22,6 23,2 26 
0,7 13,75 16,9 20,05 23,2 26,35 29,5 

0,75 14,625 17,95 21,275 24,6 27,925 31,25 
0,8 15,5 19 22,5 26 29,5 33 

0,85 16,375 10,05 23,725 27,4 31,075 34,75 
0,9 17,25 21,1 24,95 28,8 32,65 36,5 
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Рис. 2.7. Функції належності для початкових імовірностей: а – 1p ; б – 2p  

 
Для визначення 2μ  при 26=Z  будемо діяти таким чином: 
1. У табл. 2.1 значенню 26 (виділено жирним шрифтом) відпові-

дають імовірності 8,0;8,0 21 == pp  і 6,0;0,1 21 == pp .  

2. За означенням для ймовірностей 1p  і 2p  знаходимо 

;0,1)0,1(;9,0)8,0( 1111 ==μ==μ pp  

.0)6,0(;0,1)8,0( 2222 ==μ==μ pp  
3. За формулою (2.16) визначимо  

.9,0)0,9,0(max))0,0,1(min),0,1;9,0((minmax

)))(),(((minmax)26(

26

221126
===

=μμ=μ

=

=

z

z
Z pp

 

Аналогічно знаходимо інші значення функції належності нечіткої 
множини, що задає змінну: 

}.5,360;75,347,0;330,1;65,320;25,316,0
;075,317,0;5,2995,0;8,280;925,276,0;4,277,0;35,261,0
;269,0;85,240;6,246,0;725,237,0;2,231,0;6,220;5,228,0
;275,216,0;1,214,0;05,204,0;194,0;95,174,0;6,170;25,170

;9,161,0;375,160;5,150;8,140;625,140;75,130;120{=Z

 

Значення функції належності можна обчислити шляхом визна-
чення ступеня підтвердження для різних нечітких значень. Розгляне-
мо такі модифікації тверджень: 
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1. 1R : «Ясно, що ловити рибу краще, ніж не ловити». Цей вислів 
є чітким, і з урахуванням того, що Z  – різниця між рішеннями «лови-
ти» і «не ловити», функція належності має вигляд 

⎩
⎨
⎧

<
>

=μ
.0,0
;0,1

)(
1 zякщо

zякщо
zR  

2. 2R : «Ясно, що не ловити рибу краще, ніж ловити»; 

⎩
⎨
⎧

>
<

=μ
.0,0
;0,1

)(
2 zякщо

zякщо
zR  

3. 3R : «Ловити, здається, трохи краще, ніж не ловити»; 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

>
<<−+

−≤
=μ

.20,1
;2020,025,05,0

;20,0
)(

3
zякщо

zякщо
zякщо

zR  

Останній вислів є нечітким. Визначимо ступінь істинності висло-
вів 321 ,, RRR , використовуючи формулу (2.12). Якщо X  – твер-
дження про різницю очікуваних корисностей, то ступінь, із яким X  
має на увазі кожне з наведених вище тверджень, задамо формулою 
 .3,1))),(),(1(max(min)( =μμ−=→μ izzRX iRzzi  (2.17) 

Значення ),(1 zzμ−  )(1 zRμ , )(2 zRμ , )(3 zRμ , розраховані за 
формулою (2.17), зведемо в табл. 2.2. 

Остаточно маємо 
.92,0)(;0)(;1)( 321 =→μ=→μ=→μ RXRXRX  

Оскільки максимального значення набуває функція належності 
для 1R , то остаточним рішенням капітана є «Ловити рибу краще, ніж 
не ловити». 

 
Таблица 2.2 

Результати розрахунків 

z  μ  
12 13,75 14,625 14,8 15,5 16,375 16,9 17,25 

)(1 zzμ−  1 1 1 1 1 1 0,9 1 

)(1 zRμ  1 1 1 1 1 1 1 1 

)(2 zRμ  0 0 0 0 0 0 0 0 

)(3 zRμ  0,8 0,84 0,865 0,87 0,89 0,9 0,92 0,93 
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Закінчення табл. 2.2 
z  μ  

17,6 17,95 19 20,05 21,1 21,275 22,5 22,6 
)(1 zzμ−  1 0,6 0,6 0,6 0,6 0,4 0,2 1 

)(1 zRμ  1 1 1 1 1 1 1 1 

)(2 zRμ  0 0 0 0 0 0 0 0 

)(3 zRμ  0,94 0,95 0,98 1 1 1 1 1 

z  μ  
23,2 23,725 24,6 24,95 26 26,35 27,4 27,925

)(1 zzμ−  0,9 0,3 0,4 1 0,1 0,9 0,3 0,4 

)(1 zRμ  1 1 1 1 1 1 1 1 

)(2 zRμ  0 0 0 0 0 0 0 0 

)(3 zRμ  1 1 1 1 1 1 1 1 

z  μ  
28,8 29,5 31,075 31,25 32,65 33 34,75 36,5 

)(1 zzμ−  1 0,05 0,3 0,4 1 0 0,3 1 

)(1 zRμ  1 1 1 1 1 1 1 1 

)(2 zRμ  0 0 0 0 0 0 0 0 

)(3 zRμ  1 1 1 1 1 1 1 1 

 
 

2.5.  Нечіткий багатокритеріальний аналіз варіантів 
 

Задача багатокритеріального аналізу полягає в упорядкуванні 
елементів множини P  за критеріями із множини G . 

Нехай { }kPPPP ,...,, 21=  – множина варіантів, які підлягають 
багатокритеріальному аналізу; { }nGGGG ,...,, 21=  – множина крите-
ріїв, за якими оцінюють варіанти. 

Нехай )( jG Piμ  – число в інтервалі [ ]1,0 , відповідно до якого 

оцінюється варіант PPj ∈  за критерієм GGi ∈ : чим більше число 

)( jG Piμ , тим кращий варіант jP  за критерієм kjniGi ,1,,1, == . 

Тоді критерій iG  можна зобразити у вигляді нечіткої множини iG~  на 
універсальній множині варіантів P : 
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⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ μμμ

=
k

kGGG
i P

P
P

P
P

P
G iii )(

,...,
)(

,
)(

2

2

1

1 ,  (2.18) 

де )( jG Piμ  – ступінь належності елемента jP  нечіткій множині iG~ . 

Знаходити ступені належності нечіткої множини (2.18) зручно 
методом побудови функції належності на основі порівнянь парами 
(див. підрозд. 1.3.2). Згідно з цим методом необхідно сформувати ма-
триці порівнянь парами варіантів за кожним критерієм. Загальна кіль-
кість таких матриць дорівнює кількості критеріїв. Найкращим варіан-
том буде той, який одночасно кращий за всіма критеріями. Нечітке 
рішення D~  визначається як перетинання частинних критеріїв: 

 
.

)(min
,...,

)(min
,

)(min

~...~~~

,1

2

2,1

1

1,1

21

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ μμμ

=

==

===

k

kGniGniGni

n

P

P

P

P

P

P
GGGD

iii

III

 (2.19) 

Відповідно до отриманої нечіткої множини D~  найкращим слід 
уважати той варіант, який має найбільший ступінь належності: 

( ).)(,...),(),(maxarg 21 kDDD PPPD μμμ=  
При нерівноважних критеріях ступені належності нечіткої множи-

ни D~  знаходять так: 

 ( ) ,,1,)(min)(
,1

kjPP i
i jGnijD =μ=μ α

=
 (2.20) 

де iα  – коефіцієнт відносної важливості критерію iG , 
1...21 =α++α+α n .  

Показник степеня iα  у формулі (2.20) концентрує нечітку мно-

жину iG~  відповідно до ступеня важливості критерію iG . Коефіцієнти 
відносної важливості критеріїв можна визначити різними методами, 
наприклад за допомогою порівнянь парами за шкалою Сааті. 

Приклад 2.6. Уважаючи вимоги до кандидатів на деяку вакантну 
посаду рівноважними критеріями, розглянемо типову для кадрової 
політики задачу підбору найбільш підхожої кандидатури. Припустимо, 
що необхідно підібрати керівника для перспективної філії фірми. Із 
множини претендентів після попереднього знайомства з ними віді-
брано п'ять кандидатів, які утворюють множину  
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{ }54321 ,,,, xxxxxX = , 

де 1x  – головний інженер фірми; 2x  – головний менеджер більш дрі-
бної філії фірми; 3x  – керівник дослідницького відділу фірми; 4x  – 

третій заступник генерального директора фірми; 5x  – молодий, тала-
новитий і перспективний працівник, недавній випускник вузу. 

Оцінювати претендентів будемо за такою множиною із шести рі-
вноважних критеріїв: 

{ }654321 ,,,,, CCCCCCC = ,  

де 1C  – професійна компетентність претендента; 2C  – організаторсь-
кі й комунікативні здібності; 3C  – професійний досвід подібної роботи; 

4C  – діловий авторитет серед колег і партнерів; 5C  – уміння працю-

вати з людьми й розуміння їхньої психології; 6C  – вік претендента. 
Визначивши ступінь відповідності кожного з відібраних претен-

дентів цим критеріям, сформуємо сукупність нечітких множин, що 
описують їхню відповідність за кожним критерієм: 

{ };)5,0;(),8,0;(),6,0;(),9,0;(),9,0;( 543211 xxxxxAC =  

{ };)6,0;(),7,0;(),5,0;(),9,0;(),8,0;( 543212 xxxxxAC =  

{ };)3,0;(),5,0;(),8,0;(),9,0;(),7,0;( 543213 xxxxxAC =  

{ };)5,0;(),6,0;(),5,0;(),8,0;(),9,0;( 543214 xxxxxAC =  

{ };)6,0;(),7,0;(),4,0;(),9,0;(),9,0;( 543215 xxxxxAC =  

{ }.)5,0;(),7,0;(),8,0;(),4,0;(),9,0;( 543216 xxxxxAC =  

Застосовуючи правило вибору шуканої альтернативи, знайдемо 
перетин множин 

 

)}.3,0;(),5,0;(),4,0;(),4,0;(),7,0;{(
))}5,0;6,0;5,0;3,0;6,0;5,0(min,(
)),7,0;7,0;6,0;5,0;7,0;8,0(min,(
)),8,0;4,0;5,0;8,0;5,0;6,0(min,(
)),4,0;9,0;8,0;9,0;9,0;9,0(min,(

)),9,0;9,0;9,0;7,0;8,0;9,0(min,{(

54321

5

4

3

2

1

xxxxx
x
x
x
x
xD

=
=

=
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Таким чином, найкращою кандидатурою для вакантної посади 
директора філії є головний інженер фірми (тобто альтернатива 1x , 
оскільки значення її функції належності найбільше). 

Приклад 2.7. Нехай завдання полягає у виборі альтернативного 
місця для будівництва деякого підприємства. Множину альтернатив 
утворюють чотири міста: { }4321 ,,, xxxxX = . Оцінка кожної альтер-

нативи здійснюється за такими критеріями: 
− 1C  – близькість майбутнього підприємства до споживача його 

продукції; 
− 2C  – близькість майбутнього підприємства до джерел сиро-

вини; 
− 3C  – наявність і рівень вільної робочої сили в місті. 

Визначивши ступінь відповідності кожного з міст-претендентів на 
будівництво в них підприємства цим критеріям, сформуємо сукупність 
нечітких множин, що описують їхню відповідність кожному з критеріїв: 

{ };)6,0;(),3,0;(),7,0;(),5,0;( 43211 xxxxAC =  

{ };)4,0;(),8,0;(),4,0;(),5,0;( 43212 xxxxAC =  

{ }.)9,0;(),6,0;(),1,0;(),2,0;( 43213 xxxxAC =  

Оскільки вибрані критерії мають різний ступінь важливості, про-
ведемо їх порівняння парами. Результати цього порівняння подамо у 
вигляді матриці 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

193
91151
3151

3

2

1

321

C
C
C

B

CCC

. 

Обчисливши власний вектор матриці B , маємо значення його 
компонентів: .67,0;27,0;06,0 321 === www  Помноживши їх на 

кількість критеріїв, що дорівнює трьом, одержимо величини вагових 
коефіцієнтів, що характеризують важливість кожного критерію: 

;18,006,031 =⋅=λ  ;81,027,032 =⋅=λ  .01,267,032 =⋅=λ  
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З урахуванням цих коефіцієнтів побудуємо множини i
iCAλ : 

{ }
{ };)91,0;(),81,0;(),94,0;(),88,0;(

)6,0;(),3,0;(),7,0;(),5,0;(

4321

18,0
4

18,0
3

18,0
2

18,0
1

18,0
1

aaaa

aaaaAC

=

==
 

{ };)48,0;(),83,0;(),48,0;(),57,0;( 4321
81,0

2
aaaaAC =  

{ }.)81,0;(),36,0;(),01,0;(),04,0;( 4321
01,2

3
aaaaAC =  

Застосовуючи правило вибору шуканої альтернативи, знайдемо 
перетин цих множин: 

{ }.)48,0;(),36,0;(),01,0;(),04,0;(~
4321 xxxxD =  

Оскільки найбільшим є значення функції належності альтерна-
тиви 4x , її і доцільно вибрати як розв'язок задачі. Іншими словами, 

місто 4x  відповідно до заданих критеріїв і з урахуванням ступеня їх-
ньої важливості є найкращим місцем для будівництва нового підпри-
ємства. 

 
2.6.  Багатокритеріальний вибір  

альтернатив при нечіткому відношенні переваги 
 
Нехай на множині альтернатив X  задано деяку сукупність із m  

ознак, що характеризують кожну альтернативу. Нехай інформацію 
про результати порівняння пар альтернатив за кожною j -ю ознакою 

подано у вигляді відповідного відношення переваги jR . Спочатку бу-

демо вважати, що всі ці відношення мають однакову важливість, тоб-
то на множині X  є m  відношень переваги. На основі цієї інформації 
необхідно вибрати найкращу альтернативу x  із множини 
{ }mRRRX ,...,,, 21 .  

Нехай відношення переваги jR  характеризуються заданими 

функціями корисності RXf j →: . При цьому значення кожної такої 

функції слід розуміти як числову оцінку альтернативи x  за j -ю озна-

кою. Чим більшою є величина оцінки )(xf j , тим більший ступінь пе-



 79

реваги за цією ознакою має альтернатива x . Задача ж полягає в то-
му, щоб відшукати альтернативу, що має найбільші оцінки за всіма 
ознаками заданої їх сукупності.  

Кожна з функцій )(xf j  описує звичайне відношення переваги 

jR  на множині X . Кожне з цих відношень можна подати у вигляді 

{ }.)()(,,),( yfxfXyxyxR jjj ≥∈=  

Побудуємо перетинання цих відношень: I
m

j
j yxRyxQ

1
1 ),(),(

=
= . 

Оскільки всі jR  являють собою звичайні (чіткі) відношення переваги, 

то функція належності має вигляд 

⎩
⎨
⎧

∉
∈

=μ .),(,0
,),(,1

),(
j

j
j Ryxякщо

Ryxякщо
yx  

Тоді функція належності 1Qμ  перетину 1Q  цих відношень визна-

чається формулою 
 )).,(,...),,(),,((min),( 211 yxyxyxyx mQ μμμ=μ  (2.21) 

Розглянемо більш загальний випадок, коли відношення переваги 

jR  мають різний ступінь важливості та описані нечітко.  

У такому випадку згортка 1Q  початкових відношень переваги jR  

з урахуванням значень вагових коефіцієнтів mjw j ,1, = , причому 

∑
=

=
m

j
jw

1
1, має значення функції належності 

)),,(,...),,(),,((min),( 22111 yxwyxwyxwyx mmQ μμμ=μ  

яке фактично являє собою функцію належності нечіткого відношення 
переваги. 

Оскільки згортка 1Q  як деяке узагальнене відношення переваги 
не є, взагалі кажучи, рефлексивним і не дозволяє врахувати можливі 
розбіжності між значеннями відносної важливості відношень jR , що 

входять у нього, то часто для розв’язання подібних задач використо-
вується згортка 2Q  іншого вигляду: 
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 ∑
=

μ=μ
m

j
jjQ yxwyx

1
),(),(2 . (2.22) 

Отримане відповідно до згортки 2Q  узагальнене відношення пе-

реваги ),(2 yxQμ  є рефлексивним в силу адитивності й рефлексив-

ності початкових відношень jR , що входять у неї, і дозволяє одержа-

ти додаткову інформацію й тим самим звузити клас реальних виборів 
альтернатив.  

Для розв'язування багатокритеріальної задачі раціонального ви-
бору недомінуючих альтернатив рекомендується така процедура [7]. 

1. Побудувати нечітке відношення переваги 1Q  як перетинання 

початкових відношень переваги jR , mj ,1= . Функцію належності 

цього відношення визначити за формулою (2.21). Тоді множина недо-
мінуючих альтернатив на множині ),( 1QX  матиме вигляд 

 ( ).),(),(sup1)(
111

yxxyx QQ
Xy

НД
Q μ−μ−=μ

∈
  (2.23) 

2.  Побудувати узагальнене нечітке відношення переваги 2Q  як 

згортку (2.22) початкових відношень переваги jR , mj ,1=  і на його 

основі визначити нечітку підмножину недомінуючих альтернатив на 
множині ),( 2QX : 

 ( ).),(),(sup1)(
222

yxxyx QQ
Xy

НД
Q μ−μ−=μ

∈
 (2.24) 

Ця функція впорядковує альтернативи за ступенем недоміну-
вання. 

3. Знайти перетинання отриманих нечітких множин )(
1

xНД
Qμ  і 

)(
2

xНД
Qμ : 

( ))(),(min)(
21

xxx НД
Q

НД
Q

НД μμ−μ . 

4. Раціональним при цьому слід уважати вибір альтернатив із 
множини 
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.)'(sup)(,
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

μ=μ∈=
∈

xxXxxX НД

Xx

НДНД  

Найбільш раціональним слід уважати вибір такої альтернативи 

із множини НДX , що має найбільший ступінь недомінування. 
Приклад 2.8. У процесі функціонування деякої фірми надійшло 

досить вигідне замовлення на роботу, що трохи відрізняється від тієї, 
за якою фірма спеціалізується. Для прийняття рішення про можливий 
спосіб виконання цього замовлення керівник фірми має три альтерна-
тивні можливості: 

− 1x  – навчити цій роботі одного зі своїх співробітників; 
− 2x  – прийняти на роботу співробітника, що вже вміє викону-

вати таку роботу; 
− 3x  – укласти договір з іншою організацією про виконання цієї 

роботи на умовах субпідряду. 
У процесі підготовки й прийняття рішення стосовно вибору конк-

ретної альтернативи керівник виходить із таких критеріїв:  
1) строки виконання замовлення;  
2) матеріальні витрати на його виконання;  
3) якість виконання робіт.  
Для простоти будемо вважати, що ці критерії рівноважні. Кожний 

з цих критеріїв генерує певне відношення переваги на множині альте-
рнативних можливостей виконання замовлення. Ці відношення буде-
мо вважати такими: 

− 1R  – альтернатива 1x  і альтернатива 2x  однакові за перева-
гою, а альтернатива 3x  є кращою, ніж 2x , за першим критерієм; 

− 2R  – альтернатива 1x  є кращою, ніж 2x  і 3x , а альтернати-

ва 2x  – кращою, ніж 3x , за другим критерієм; 

− 3R  – альтернативи 1x  і 2x  однакові за перевагою, а альтер-

натива 3x  є кращою, ніж 1x , за третім критерієм. 

На основі цих характеристик складемо матриці відношень 1R , 

2R  і 3R , причому елементи матриць k
ijr  будемо визначати згідно з 

таким правилом: 
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⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−−−

−−−
=

.
,0

;,1

критерієммkзаїjвідгіршаваальтернатитаi
абоперевагоюзаоднаковівиальтернатиякщо

критерієммkзаїjвідкращаваальтернатитаiякщо
r k
ij

 
Отже, одержали такі матриці відношень переваги 1R , 2R  і 3R : 

;
110
011
011

3

2

1

1

321

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
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⎣

⎡
=μ

x
x
x

xxx
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110
111
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1

2

321

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
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⎣

⎡
=μ

x
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x

xxx

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=μ

101
011
011

3

2

1

3

321

x
x
x

xxx

. 

Вибираючи мінімальні значення відповідного елемента кожної з 
матриць 21,μμ  і 3μ , одержимо 

.
100
010
011

),(

3

2

1

321

1
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=μ

x
x
x

xx

xxx

jiQ
 

Знаходимо множину недомінуючих альтернатив на множині 
),( 1QX  за всіма i  та j  )( ji ≠ : 

 

( ) ;100;10sup1)),(),(

);,(),(sup(1)(

3113

21121

11

111

=−−−=μ−μ

μ−μ−=μ

xxxx

xxxxx

QQ

QQ
НД
Q  

( ) ;000;01sup1)),(),(

);,(),(sup(1)(

3223

12212

11

111

=−−−=μ−μ

μ−μ−=μ

xxxx

xxxxx

QQ

QQ
НД
Q  

( ) .100;00sup1)),(),(

);,(),(sup(1)(

2332

13313

11

111

=−−−=μ−μ

μ−μ−=μ

xxxx

xxxxx

QQ

QQ
НД
Q  

Таким чином, множина недомінуючих альтернатив за узагальне-
ним відношенням переваги 1Q  має вигляд 

{ }.101)(
1

321

=μ x

xxx
НД
Q
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Тепер побудуємо відношення переваги 2Q  за формулою (2.22). 

Оскільки 31321 === www , то  

 

;1)111(
3
1),( 112 =++=μ xxQ  ;1)111(

3
1),( 212 =++=μ xxQ  

;
3
1)010(

3
1),( 312 =++=μ xxQ  ;

3
2)101(

3
1),( 122 =++=μ xxQ  

;1)111(
3
1),( 222 =++=μ xxQ  ;

3
1)010(

3
1),( 322 =++=μ xxQ  

;
3
1)100(

3
1),( 132 =++=μ xxQ  ;

3
1)001(

3
1),( 232 =++=μ xxQ  

.1)111(
3
1),( 332 =++=μ xxQ  

Таким чином, матриця функції належності узагальненого нечіт-
кого відношення 2Q  набуває вигляду 

.
13131
31132
3111
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2

1

321

2
⎥
⎥
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x
x
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jiQ
 

Тепер знайдемо підмножину недомінуючих альтернатив множи-
ни ),( 2QX  за всіма i  та j  )( ji ≠  за формулою (2.24): 
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Отже, множина недомінуючих альтернатив за узагальненим від-
ношенням переваги 2Q  набуває вигляду 

{ }.101)(
2

321

=μ x

xxx
НД
Q

 

Побудуємо результуючу множину недомінуючих альтернатив як 

перетинання множин )(
1

xНД
Qμ  і )(

2
xНД

Qμ : 

{ } { } { }.)101()101()101()()()(
21

==μμ=μ II xxx НД
Q

НД
Q

НД  

Таким чином, для керівника фірми в цій задачі однаково раціо-
нальним буде вибрати альтернативу 1x , тобто навчити відповідній 

роботі одного зі своїх співробітників, і альтернативу 3x , тобто укласти 

договір з якоюсь спеціалізованою організацією про виконання цієї ро-
боти на умовах субпідряду. 
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