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ВСТУП 
 

Теорія випадкових процесів є закономірним продовженням теорії ймовірнос-
тей.  Як і випадкові величини, випадкові процеси залежать від елементарної події 
та ще від одного параметра, який має зміст часу. Починаючи вивчення курсу ви-
падкових процесів, корисно відновити знання з теорії ймовірностей.  

 
Запитання  

 
1. Чи будуть несумісні події незалежними? 
2. Чи будуть незалежні події несумісними? 
3. Відомо, що 30,)A(P = , 90,)B(P = , причому ці випадкові події є незале-

жними. Знайти ймовірність того, що виникне хоча б одна із цих подій. 
4. Дати означення функції розподілу. 
5. Що означає вираз: знайти закон розподілу випадкової величини? 
6. Який зв'язок існує між щільністю ймовірності неперервної випадкової вели-

чини й функцією її розподілу? 
7. Чи існують такі випадкові величини, які не є ані дискретними, ані непере-

рвними? 
8. Чи кожна випадкова величина має скінченні математичне сподівання й ди-

сперсію? 
9. Чи мають математичне сподівання й дисперсія розмірність? 
10.  Чи може бути від’ємним математичне сподівання? 
11.  Чи може бути щільність розподілу ймовірностей випадкової величини бі-

льшою за 1? 

12.  Чи буде правильною рівність ( ) ( ) 11 −− = ξξ MM , де ξ  – випадкова вели-
чина? 

13.  Яка величина є більшою: середнє значення квадрата випадкової величини 
чи квадрат її середнього значення? 

14.  Чи може мати функція розподілу точки строгого локального екстремуму? 
15.  Чи існує така величина, дисперсія якої дорівнює нулю? 
16.  Чи можна відновити розподіл випадкової величини за відомими математи-

чним сподіванням й дисперсією? 
17.  Скільки параметрів мають такі розподіли: біномний, Пуассона, геометрич-

ний, показниковий, рівномірний, нормальний? 
18.  Відомо, що дискретна величина має математичне сподівання 4 і дисперсію 

3. Чи може вона мати розподіл Пуассона? 
19.  Чи може геометрична величина (кількість випробувань до першого успіху) 

мати математичне сподівання 0,4? 
20.  Чи може рівномірна випадкова величина набувати від’ємних значень? 
21.  Відомо, що нормальна випадкова величина має математичне сподівання 1 

і дисперсію 16. Не користуючись таблицями, знайти приблизно ймовірність її по-
падання в інтервал ( )1311,− . 

22.  Знайти ξsinM , якщо ξ  має розподіл ),(N 10 . 
23.  Чи може величина з розподілом Пуассона набувати непарних значень? 
24.  Чи має зміст величина ),cov( ξξ ? 



 4

25.  Для яких випадкових величин математичне сподівання їх суми дорівнює 
сумі математичних сподівань? 

26.  Чи завжди дисперсія суми дорівнює сумі дисперсій? 
27.  Відомо, що дві випадкові величини незалежні. Чому дорівнює коефіцієнт 

кореляції між ними? 
28.  У якому випадку математичне сподівання добутку випадкових величин до-

рівнює добутку математичних сподівань? 
29.  Відомо, що коваріація між двома величинами дорівнює 0. Чи свідчить це 

про їх незалежність? 
30.  Знайти коефіцієнт кореляції між величинами ξ  і 32 +ξ . 
31.  Чи може коефіцієнт кореляції бути від’ємним? 
32.  Чи може коефіцієнт кореляції дорівнювати 5? 
33.  Коефіцієнт кореляції між двома нормальними величинами дорівнює 0. Чи 

будуть вони незалежними? 
34.  Навести приклади випадкових величин, зв’язаних між собою  функціона-

льною залежністю, а  також приклад величин із стохастичною залежністю. 
35.  Знайти ( )532 +− ηξM  і ( )532 +− ηξD , якщо величини ξ  і η  незалежні, 

1−=ξM  , 2=ηM  , 4== ηξ DD . 
36.  Що можна сказати про математичне сподівання й дисперсію величини 

ξ
ξξ

D
M−

? 

37.  Знайти, чому дорівнює другий початковий момент 2ξM  випадкової вели-
чини, якщо її математичне сподівання дорівнює 5, а дисперсія дорівнює 4. 

38.  Які з наведених матриць можуть бути матрицями коваріації двох випадко-

вих величин: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
41
13

14
43

91
43

,, ? 

39.  Пояснити, чому в технічних та економічних  задачах є поширеним норма-
льний розподіл. 

40.  Пояснити, завдяки яким результатам теорії ймовірностей вибіркове серед-

нє ( )nx...x
n

x ++= 1
1

 є обґрунтованою оцінкою математичного сподівання, а 

частота – обґрунтованою оцінкою ймовірності. 
41.  Відомо, що ηξ −  має так званий розподіл Лапласа, якщо ξ  та η   є неза-

лежними й мають однаковий показниковий розподіл із параметром a . Знайти ма-
тематичне сподівання й дисперсію розподілу Лапласа. 

42.  Знайти ξsinM , ξcosM , ( )ξξ cossinM  і ( )ξξ cos,sincov , якщо ξ  має 
рівномірний розподіл на відрізку [ ]π20, . Чи є наведені величини незалежними? 

43.  Знайти ( )2ξξ ,cov , якщо { } { } 5011 ,PP =−=== ξξ . Бажано розв’язати 
усно! Прокоментувати результат. 

44.  Чому функція tsin  не може бути характеристичною функцією випадкової 
величини? 
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45.  Чи завжди характеристична функція набуває дійсних значень? Які умови 
повинні задовольняти розподіли, щоб функція була дійсною? 

46.  Нехай X  – випадкова величина, що має властивість 00 >≠ }X{P , а 
функції розподілу величин aX  і  bX  збігаються. Чи справджується рівність 

ba = ? 
 

Більш складні запитання 
 

1. Дві гральні кістки підкидають до першої появи хоча б однієї «6». Який за-
кон розподілу має кількість випробувань? 

2. Проводять незалежні постріли з імовірністю влучення у кожному випадку 
0,6. Відомо, що перші три постріли були влучними. Знайти розподіл величини – 
кількості випробувань до першого невдалого пострілу. 

3. Чи буде квадрат випадкової величини мати нормальний розподіл, якщо 
сама вона має нормальний розподіл? 

4. Нехай вектор ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
η
ξ

 має нормальний розподіл, величини ξ  і η  є незалеж-

ними і мають  розподіл ),(N 10 . Чи будуть залежними між собою величини 

ηξ +  і ηξ − ? 
5. Який закон розподілу має сума двох незалежних випадкових величин, якщо 

вони мають розподіли: а) нормальний, б) Пуассона, в) показниковий, г) рівномір-
ний, д) гамма-розподіл? 

6. Нехай величина ξ  має показниковий розподіл. Чи буде мати показниковий 
розподіл величина 52 +ξ ? 

7. За яких умов випадкова величина ba +ξ  має показниковий розподіл, якщо 
ξ  має показниковий розподіл? 

8. Величини iξ  є незалежними й мають однаковий показниковий розподіл. 
Який розподіл мають { }n,...,min ξξ1  та { }n,...,max ξξ1 ? Розв’язати питання для 
випадку рівномірного розподілу. 

9. Випадкова величина має неперервну строго зростаючу функцію розподілу 
{ } ( )xFxP ξξ =< . Який розподіл має функція випадкової величини ( )ξη F= ? 

10.  Тривалість телефонної розмови між двома подругами має показниковий 
розподіл із середнім значенням 30 хвилин. Вони розмовляють вже протягом        
20 хвилин. Знайти, скільки в середньому ще триватиме їхня розмова.  

11.  Який розподіл має ηξ − , якщо ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
η
ξ

 – гауссівський вектор? 

12.  Випадкові величини iξ  є незалежними й мають однаковий геометричний 
розподіл. Який розподіл має { }n,...,min ξξ1 ?  

13.  З яким розподілом імовірності збігається розподіл хі-квадрат, якщо пара-
метр є числом парним? 
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14.  Чи може випадкова величина 21 ξξ −  мати розподіл Пуассона, якщо кож-
на з двох незалежних величин має розподіл Пуассона з параметром λ ? 

15.  Випадкові величини iξ  є незалежними та мають однаковий розподіл із се-
реднім значенням a . Випадкова величина N  може набувати лише значень 0, 1, 
2, … і теж має скінченне математичне сподівання. Знайти ( )N...M ξξ ++0 . 
 

1. ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ ТЕОРІЇ ВИПАДКОВИХ ПРОЦЕСІВ 
 

1.1. Теоретичний матеріал 
 

Випадковий процес Tt),t(x ∈ – це функція, значеннями якої є випадкові 

величини. Будемо розглядати лише випадок RT ⊂ . 
Оскільки випадкові величини можна розглядати як функції елементарних по-

дій ω , що виникають як результат експерименту, то випадковий процес можна 
записати у вигляді Ωωω ∈∈= ,Tt),,t(x)t(x . Якщо експеримент, унаслідок 

якого виникає випадковий процес, уже здійснився, тобто елементарна подія 
Ωω∈  уже відбулася, то залежність x  від t  набуває вигляду звичайної функції. 

Її називають траєкторією, або реалізацією, випадкового процесу й зображують у 
вигляді звичайного графіка. 

Якщо розглянути випадковий процес )t(x  у будь-який момент t , то будемо 
мати одновимірну випадкову величину, якщо взяти два моменти 1t  і 2t , то мати-
мемо випадкову двовимірну величину – двовимірний випадковий вектор  

))t(x),t(x( 21 . Аналогічно ))t(x,),t(x),t(x( n…21  – n -вимірний випадко-

вий вектор. Розподіли ймовірностей таких векторів мають назву скінченновимі-
рних розподілів випадкового процесу )t(x . Зрозуміло, що такі розподіли можна 
задавати функцією розподілу   

{ }22112121 z)t(x,z)t(xP)z,z,t,t(F <<= , 

а в окремих випадках дискретних і неперервних величин – таблицею і сумісною 
щільністю відповідно. 

Важливими числовими характеристиками випадкових процесів є математич-
не сподівання )t(mx  і кореляційна функція )t,t(K x 21 : 

[ ] ,)t(xM)t(mx = [ ])t(x),t(xcov)t,t(K x 2121 =  
 

Для процесів, множина значень яких є дійсною, маємо основну формулу 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]221121 tMxtxtMxtxMt,tK x −−= . 

У випадку комплекснозначних процесів формула дещо змінюється: 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]221121 tMxtxtMxtxMt,tK x −−= , 

другий множник має знак комплексного спряження. 
Зрозуміло, що )t,t(K x  – це дисперсія випадкового процесу: 

[ ] [ ])t(xD)t(x),t(xcov)t,t(K x == . 
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Таким чином, математичне сподівання )t(mx  – це невипадкова функція, що 
характеризує "середнє значення" випадкового процесу, а кореляційна функція 
характеризує стохастичну залежність значень процесу в різні моменти часу. 

Зазначимо, що для процесів із дійсними значеннями виконується рівність 
)t,s(K)s,t(K xs = . 

Крім того, )s,s(K)t,t(K)s,t(K xxs ≤2 . 
Іноді функцію )t,t(K x 21  називають автокореляційною функцією процесу 

)t(x . Разом з нею розглядають уже для двох різних процесів взаємну кореляцій-
ну функцію [ ])t(y),t(xcov)t,t(K y,x 2121 = . 

Випадковий процес )t(x  називають стаціонарним у вузькому змісті, якщо 
всі його скінченновимірні розподіли не залежать від  зсуву часу. 

Випадковий процес )t(x  називають стаціонарним у широкому змісті (час-
то – просто стаціонарним), якщо його математичне сподівання не залежить від 
часу, а кореляційна функція залежить лише від різниці між аргументами: 

[ ] ,m)t(xM)t(m == )st(K)s,t(K x −= . 
Ясно, що дисперсія стаціонарного процесу теж не залежить від t . Часто по-

значають )t,t(K)(k xx ττ += . Зазначимо, що ( )ττ xx k)(k =− ,  

Dx)(k)(k xx =≤ 0τ  (кореляційна функція )(k x τ  набуває свого найбільшого 
значення при 0=τ , і це значення дорівнює дисперсії випадкового процесу).  

 
1.2. Приклади розв’язання задач 

 
1.2.1. Записати одновимірну щільність випадкового процесу 

( ) ( )+∞∈= ,t,Att 02ξ , якщо випадкова величина A  має рівномірний розподіл 

на відрізку [ ]20, . 

Розв’язання. Для неперервної величини знайти розподіл – це означає знайти 
або щільність, або функцію розподілу:  

 

( ) ( ){ } { } { }.xtAPxAtPxtPxF 22 −<=<=<= ξξ  
 

Для даного рівномірного розподілу ця ймовірність дорівнює нулю, якщо пра-
воруч – від’ємне число, і одиниці, якщо праворуч – число, яке перевищує правий 
кінець інтервалу, тобто 2. Для випадку між 0 та 2 інтегруємо рівномірну щільність: 

 

{ } 2

2

2 5050
0

−

−

− ==< ∫ xt,du,xtAP
xt

. 

 
Залишається записати функцію розподілу випадкової величини  
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( ) [ ]
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

>

∈

<

=

.tx,

,t,x,
t
x

,x,

xF

2

2
2

21

20
2

00

ξ  

Зрозуміло, що ця функція відповідає рівномірному розподілу. 
1.2.2. Знайти кореляційну функцію випадкової гармоніки з випадковою часто-

тою: ( ) ktsinBktcosAt +=ξ , де A  і B  – незалежні випадкові величини, що 

мають математичне сподівання 0 та дисперсію 2σ , а k  – випадкова величина, 
яка має розподіл Коші зі щільністю 

( ) ( ) ( )+∞∞−∈
+

= ,x,
x

xf 22απ

α
. 

Розв’язання. За умови незалежності математичне сподівання добутку дорів-
нює ( ) 0=⋅+⋅= ktsinMMBktcosMMAtMξ . За означенням кореляційної фу-

нкції ( ) ( )( )[ ]=++= 221121 ktsinBktcosAktsinBktcosAMt,tKξ  

=+= 21
2

21
2 ktsinktsinMMBktcosktcosMMA  

=(ми скористалися тим, що величини незалежні: 0=⋅= MBMAMAB , а тепер 

пригадаємо, що ( )222 MAMA += σ )= ( )21
2 ttkcosM −σ . 

Цікаво, що у випадку, коли k  не є випадковою величиною, цей вираз і буде 
давати кореляційну функцію процесу, що має назву «випадкова гармоніка зі ста-

лою частотою»: )tt(kcos 21
2 −σ . Отримана функція залежить лише від відстані 

між двома аргументами, тобто процес буде стаціонарним. У подальшому скорис-
таємося тим, що кореляційна функція випадкової гармоніки зі сталою частотою 
також є гармонікою з такою самою частотою. 

Для пошуку необхідного виразу згадаємо, як можна обчислювати математич-
не сподівання функції випадкової величини, якщо відома її щільність: 

=
+

=
+

= ∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−
2222 απ

α

απ
ατ

z
dze

z
dzkzcoskcosM ikz  

= (користуємося лемою Жордана) = 
ατ

τ
α

α
π

π
α −=

+
e

z

e
sRei

zi
i 222 . 

Перетворення виконано для випадку додатного значення параметра 

21 tt −=τ . Для від’ємного значення перетворення аналогічні.  

Відповідь: ( ) 21
1

2
2

ttet,tK −−= α
ξ σ . 
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 1.2.3. Знайти кореляційну функцію випадкового процесу  
( )ϕωη += tsin)t()t(x 0 , де φ  має рівномірний розподіл на відрізку [ ]π20,  і не 

залежить від процесу ( )tη , що має нульове математичне сподівання й кореля-

ційну функцію ( ) τλ
η στ −= ek 2 . 

Розв’язання. Математичне сподівання добутку двох незалежних випадкових 
величин дорівнює добутку математичних сподівань. Знаходимо характеристики 
безпосередньо, застосовуючи формулу для пошуку математичного сподівання 

функції від неперервної випадкової величини: ( ) ( ) ( )duufugMg ∫
∞

∞−
=ξ , у якій  

( )uf  – щільність розподілу ймовірності випадкової величини. У випадку рівномі-

рного розподілу маємо ( ) ( ) 0
2
1

0
2

0
0 =+=+ ∫ duutsintsinM

π
ωφω

π
, а тоді й 

математичне сподівання всього процесу дорівнює нулю. Знайдемо кореляційну 
функцію, знову використовуючи математичне сподівання добутку незалежних ве-
личин: 

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) =++=

=++=

φωφωηη
φωηφωη

ssintsinMstM
ssinstsintMs,tK x

00

00  

= ( ) ( ) ( )( )( ) =++−−∫ dustucosstcoss,tK
π

ωω
π

η 2
12

2
1

00
2

0

( ) ( )stcos
2
2

2
1s,tK 0 −= ω

π
π

η = ( ) τωτη 050 cosk, . 

 
Отже, маємо стаціонарний процес. 

 
1.3. Задачі для самостійного розв’язування 

 
1.3.1. Нехай X  − випадкова величина з відомою функцією розподілу 

( ).xF  Записати скінченновимірні розподіли випадкового процесу ( ) tXt +=ξ  і 
побудувати його траєкторії. 

1.3.2.  Дискретні випадкові величини A  і B  є незалежними й мають одна-
ковий розподіл { } { } 5011 ,APAP =−=== . Знайти одновимірні розподіли випад-

кового процесу ( ) tsinBtcosAt +=ξ  у два моменти часу 0=t  і 
4
π

=t . Записа-

ти кореляційну функцію. Переконатись у тому, що процес є стаціонарним у широ-
кому змісті і не є стаціонарним у вузькому змісті. 

1.3.3.  Знайти математичне сподівання, дисперсію й кореляційну функцію 
випадкових процесів: 
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1) ( ) ,tcosBAtt +=ξ  де математичні сподівання 21 =−= MB,MA , а мат-

риця коваріації між випадковими величинами A  і B  дорівнює ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

11
14

K  ; 

2) ( ) ,BtAtt += 2ξ   32 =−= MB,MA ,  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

91
14

K ;   

3) ( ) tsinBtcosAt λλξ += , 01,0DA,1MA == ,  04,0DB,2MB =−= , 
при  цьому величини незалежні між собою. 

 
1.3.4. Записати одновимірну щільність випадкового процесу ( ) BtAt +=ξ , 

якщо відомі щільності ( ) ( )xf,xf BA . 

1.3.5. Записати одновимірну щільність випадкового процесу ( ) 2Att =ξ , 
якщо 0>t , а величина A  має рівномірний розподіл на відрізку [ ]20, . 

1.3.6. Довести, що ( ) ( ) ( ) ( )212121 ttt,tKt,tK xy ϕφ= , якщо ( )tx  − ви-

падковий процес, ( )tφ  і ( )tϕ  − невипадкові функції, ( ) ( ) ( ) ( )ttxtty ϕφ += . 
 

1.3.7. Пояснити, чому додавання до випадкового процесу невипадкової 
функції не приводить до змінення кореляційної функції. Як додавання невипадко-
вої функції впливає на математичне сподівання? 
 

1.3.8.  Знайти кореляційну функцію випадкового процесу 

( ) ( ) tcosetxty t 2
2
+= − , якщо ( ) τλ

η στ −= ek 2 . 
1.3.9. З’ясувати, чи можуть випадкові процеси мати однакові середнє зна-

чення та кореляційну функцію й різні одновимірні розподіли. 
1.3.10. Довести стаціонарність процесу ( ) ( )Φξ += tsinAt 2 , де A  та Φ  − 

незалежні випадкові величини, Φ  має рівномірний розподіл на [ ]π20, , 

20 σ== DA,MA . 

1.3.11. Нехай ( )tf  − періодична функція з періодом T , а Φ  − випадкова 
величина з розподілом, рівномірним на [ ]T,0 . Довести, що процес 

( ) ( )Φξ += tft  є стаціонарним. 
1.3.12. Користуючись означенням кореляційної функції комплекснозначного 

випадкового процесу, знайти кореляційну функцію процесу ( ) iVtUet =ξ , якщо 
20 σ== DU,MU , а випадкова величина V  не залежить від U  і має щільність 

( ) ( ) ,x
xf 22 +

=
απ

α
 ( )+∞∞−∈ ,x . 
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1.3.13. Знайти математичне сподівання, дисперсію й кореляційну функцію 

випадкового процесу ( ) ( ) ( )tVtmt
N

k
kk∑

=
+=

1
φξ , де ( ) ( )t,tm kφ  – невипад-

кові функції, а kV  − незалежні випадкові величини, які мають нульове математи-

чне сподівання й дисперсії 2
kσ . 

1.3.14. Записати одновимірну щільність випадкового процесу ( ) bAtt +=ξ  і 

знайти його кореляційну функцію, якщо ( )2σ,aNA ≅ , а b  − невипадкова конс-
танта. 

1.3.15. Знайти кореляційну функцію випадкового процесу 

( ) ( ) ( )ϕω += tsintxty , якщо ( ) τλστ −= ekx
2 , 0=Mx , const=ω , а ϕ  не 

залежить від процесу ( )tx  і має рівномірний розподіл на відрізку [ ]π20, . 

1.3.16. Знайти кореляційну функцію випадкового процесу  

( ) 2211 tii
2

tii
1 eeAeeAt ωϕωϕξ += , якщо 2121 ϕϕ ,,A,A  − незалежні величи-

ни, а 21 ϕϕ ,  мають рівномірний розподіл на [ ]π20, . 

1.3.17. Випадковий процес подано у вигляді ( ) ( )Φλ += tsinAtx , де λ,A  

− сталі, а Φ  − випадкова величина, що має рівномірний розподіл на відрізку [ ]π20, . Знайти математичне сподівання, кореляційну функцію й дисперсію ви-

падкового процесу ( ) ( )txty 2= . 
1.3.18. Нехай ( )tx  і ( )ty  − незалежні один від одного стаціонарні процеси. 

Відомо, що ( ) ττ −= ekx , ( ) πττ 2cosk y = . Знайти кореляційну функцію про-

цесу ( ) ( ) ( )tytxtz += . 
1.3.19. Нехай  ( )tx  і ( )ty  − незалежні  один від одного стаціонарні процеси. 

Відомо, що ( )
22ττ −= ekx , ( ) ωτστ cosk y

2= . Знайти кореляційну функцію 

процесу ( ) ( ) ( )tytxtz −= . 
1.3.20. Знайти математичне сподівання й кореляційну функцію процесу 

[ ] tietz Λ= , де Λ  має рівномірний розподіл на відрізку [ ]a,a− . 

1.3.21. Знайти кореляційну функцію випадкового процесу  
( )ϕωη += tsin)t()t(x 0 , де φ  має рівномірний розподіл на відрізку [ ]π20,  

і не залежить від процесу ( )tη , що має нульове математичне сподівання й коре-

ляційну функцію ( ) τλ
η στ −= ek 2 . 
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1.3.22. Нехай iX  − незалежні випадкові величини з однаковим розподілом, 

математичним сподіванням 0 і дисперсією 2σ . Чи буде процес nX...X ++1  
стаціонарним? 

1.3.23. Розглянемо випадковий процес nX...X ++1  із дискретним часом 
для величин, що мають однаковий розподіл { } pXP i =+= 1 , { } qXP i =−= 1 . 
Знайти кореляційну функцію. 

1.3.24. Центрований стаціонарний процес має кореляційну функ-

цію ( ) 2
τ

τ
−

= ekx . Знайти ( )5Mx2  і ( ) ( )[ ]23x5xM − . 
1.3.25. Розглянемо стаціонарний  центрований випадковий процес із коре-

ляційною функцією ( ) ττ −= ekx . Знайти середнє значення процесу 

( ) ( )12 −= ttxty  і зробити висновок щодо його стаціонарності. 

1.3.26. Знайти кореляційну функцію процесу ( ) ttx 3ξ= , якщо 0≥t , а ви-
падкова величина ξ  має рівномірний розподіл на відрізку [ ]11,− . 

1.3.27. Знайти математичне сподівання, дисперсію й кореляційну функцію 

випадкового процесу ( ) tetx ξ−= , якщо ξ  має показниковий розподіл із пара-
метром 1. 
 

2. НОРМАЛЬНІ (ГАУССІВСЬКІ) ВИПАДКОВІ ПРОЦЕСИ 
 

2.1. Теоретичний матеріал 
 

Випадковий процес називають нормальним, або гауссівським, якщо всі його 
скінченновимірні розподіли − нормальні. Нагадаємо, що щільність нормальної ве-
личини ξ  дорівнює 

2
2

2

22
1 σξξ

σσπ
==∞<<∞−⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
−= D,aM,x,)ax(exp)x(f . 

 
Щільність двовимірної нормальної величини ),( ηξ  має вигляд 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
+

−−
−

−

−
−

−
=

2
2

2

21

2
2
1

2

212

1

2
21 12

1 σσσ
ρ

σρ

ρσπσ

)by()by)(ax()ax(

)(
e)y,x(f , 

де 
ηξ

ηξρσησξηξ
DD
),cov(,D,D,bM,aM ===== 2

2
2
1 . 
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Узагалі багатовимірний вектор має нормальний розподіл, якщо його щільність 
дорівнює 

)ax(KT)ax(
e

Kdet)(

)x(f n
−−−−

=
1

2
1

22

1

π

, 

де −x вектор-стовпець, a  − вектор із математичних сподівань, −− T)ax(  век-

тор-рядок, а K  − матриця коваріацій, ),cov(K jiij ξξ= . 

 
2.2. Приклади розв’язання задач 

 
2.2.1. Нормальний  стаціонарний випадковий процес має нульове математич-

не сподівання й кореляційну функцію ( ) τστ τ
ξ cosek −= 2 . Записати вирази для 

його одновимірних і двовимірних щільностей. Знайти ймовірності випадкових по-

дій ( ){ }σξ 2<tP  і ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 0

2
πξξ ttP . 

Розв’язання. Одновимірна щільність нормальної величини з нульовим серед-

нім і дисперсією ( ) 20 σξ =k  має вигляд  

( ) .x,exf
x

∞<<−∞=
−
2

2

2
1
π

 

Нехай 21 t,t  − два довільні моменти часу, що знаходяться один від одного 

на відстані τ . Для скорочення запису позначимо ττ coseq −= . Тепер двовимір-
ну щільність нормальної величини можна  записати у стандартному вигляді 

( ) ( ) ( )222
2212

1

2221
12

1
yqxyx

qe
q

y,x,t,tf
+−

−
−

−
= σ

πσ
. 

Згадаємо, що для пошуку ймовірностей подій, зв’язаних із неперервними ве-
личинами, слід знайти інтеграл від їх щільності. У випадку нормальної величини 
це можна зробити лише наближено, користуючись функцією 
 

( ) dxex
xx
2

0

2

2
1 −

∫=
π

Φ , 

значення якої знаходимо, наприклад, з таблиць. 

Маємо ( ){ } ( ){ } ( ) .,tPtP 9542022022222 ≈=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=<<−=< Φ
σ
σ

Φσξσσξ  
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Для пошуку другої ймовірності знадобиться знання таких фактів: по-перше, 

якщо відстань між двома моментами часу дорівнює 
2
π

, то коефіцієнт кореляції 

між ними при даній кореляційній функції дорівнює нулю; по-друге, некорельовані 
нормальні величини завжди є незалежними. Отже, 

( ) ( ){ }

( ){ } .,tPtP

tPtPttP

500
2

0

0
2

00
2

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +>+

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +<=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

πξξ

πξξπξξ

 

2.2.2. У деяких технічних задачах, пов’язаних, наприклад, із кутами крену ко-
рабля, потрібно обчислити умовні характеристики випадкових процесів. Напри-
клад, нормальний стаціонарний випадковий процес має нульове математичне 

сподівання й ( ) ( )τρστθ
2=k .  Знайти умовну ймовірність 

( ) ( ){ }xt/ytP =>+ 11 θτθ . 
Розв’язання. Запишемо двовимірну щільність  у вигляді  
 

( ) ( )( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−
−

−
−

= 22
2222

2
12
1

12

1 yxyxexpy,xf ρ
ρσρσπ

. 

 
Поділивши двовимірну (сумісну) щільність на маргінальну, тобто щільність 

однієї координати нормального вектора ( ) ∞<<−∞=
−

x,exf
x
22

2

2
1 σ
σπ

, 

отримаємо вираз (переконайтесь!) 
 

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
−

−
−

2
222 12

1

12

1 xyexp ρ
σρρσπ

. 

 
А це означає, що випадкова величина ( )τθ +1t  має умовний нормальний 

розподіл ( ) ( )( )( )τρστρ 22 1 −;xN  за умови ( ) xt =1θ . 
 
Імовірність попадання нормальної випадкової величини в довільний інтервал 

буде такою:  

( ) ( ){ }xtytP =>+ 11 θτθ =
( )

( ) ⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
−

τρσ

τρ
Φ

212
1 xy

. 
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2.3. Задачі для самостійного розв’язування 
 

2.3.1.  Нормальний стаціонарний  випадковий процес має нульове математи-

чне сподівання й ( ) τστ τ cosek −= 2 . Знайти: ( )tM ξ ; ( ){ }σξ <tP ; 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 0

2
3π

ξξ ttP . 

2.3.2.  Знайти сумісну щільність випадкового вектора 
( ) ( ) ( ) ( )( )3412 tt,tt ξξξξ −− , якщо 4321 tttt <<< , а ( )tξ  − нормальний 

центрований процес, ( ) { }2121 t,tmint,tK =ξ . 

2.3.3.  Скласти матрицю коваріацій  нормального стаціонарного випадкового 
процесу для моментів часу 321 +++ t,t,t,t , якщо процес має кореляційну 

функцію: а) ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
=

;,

,,sin
k x

06

06

τ

τ
πτ
πτ

τ               б) ( ) 26
τ

τ
−

= ekx . 

2.3.4.  Розглянемо стаціонарний  центрований нормальний випадковий про-

цес із кореляційною функцією ( ) ττ 42 −= ek x . Нехай 0≥s . Для процесів  

( ) ( )stxty −=  і ( ) ( )stxtz +=  довести, що ( ) ( ) setztMy 82 −= , 

( ) ( )sezyD 814 −+=+ . 
 
 

3. ЛАНЦЮГИ МАРКОВА 
 

3.1. Теоретичний матеріал 
 

Розглянемо випадковий процес t)t( ξξ =  із дискретним часом 
,...,,t 210= . Нехай випадкові величини tξ  у кожний момент часу мають так 

звану множину станів }{ N...,,,X 21= , тобто вони дискретні й набувають лише 

значень із скінченної множини N . 
Випадковий процес tξ  має назву ланцюга Маркова, якщо виконуються дві 

умови: 

1) }{∑
=

==
N

k
k)t(P

1
1ξ  для будь-якого t ; 

2) для будь-яких підмножин ,NB,...,B m ⊂1  будь-яких Xj,i ∈  і будь-яких 
моментів ),...,( Nπππ 1=G  справджується рівність  

}{ }{ i|jPiB,...,B|jP sts,mttt m ====∈∈= ξξξξξξ 1 . 
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Надзвичайно корисно запам’ятати, як можна сформулювати основну, так зва-
ну марковську властивість: «Майбутнє не залежить від минулого за умови сучас-
ного». 

Ланцюг називається однорідним, якщо ймовірність }{ ijtt pi|jP ===+ ξξ 1   

не залежить від t . 
Ці ймовірності називають імовірностями переходу (перехідними ймовірностя-

ми) ланцюга зі стану i  в стан j  за один крок. Кажуть, що ijp  − імовірність випад-

кової події: «ланцюг, який знаходився у стані i , за один крок перейшов у стан j ». 
Числа ijp  утворюють матрицю P  імовірностей переходу ланцюга за один 

крок,  сума чисел у кожному рядку дорівнює 1. Така матриця має назву стохасти-
чної.  

Із формули повної ймовірності маємо  

{ } ∑
=

+ ===
N

k
kjikst ppi|jP

1
2 ξξ , 

що відповідає добутку матриць. Отже, імовірності переходу з одного стану у дру-

гий за два кроки – це елементи матриці 2P . Аналогічно матриця nP  утворена з 
імовірностей переходу за n  кроків. 

Зрозуміло, що розподіл випадкової величини 1ξ  задається вектором 

Pqq 01
GG

= , аналогічно n
n Pqq 0

GG
= , де nq

G
  − вектор, що відповідає розподілу ймо-

вірностей дискретної випадкової величини nξ . 
Теорема (ергодична теорема для ланцюгів Маркова). 
Нехай P  – матриця ймовірностей переходу ланцюга Маркова nξ  за один 

крок, а множина станів процесу nξ  скінченна { }N,...,,X 21= . Якщо існує такий 

степінь матриці P , усі елементи якого додатні (тобто nP  не має жодного нульо-
вого елемента), то існують такі числа N,...,ππ1 , що для будь-яких Xi∈   

j
)n(

ijn
plim π=

∞→
, 0>jπ , ∑ =

j
j 1π , 

де )n(
ijp  − імовірність переходу із стану i  в стан j  за n  кроків. 

Числа jπ  можна знайти із системи рівнянь 

P⋅= ππ GG
, 

де ),...,( Nπππ 1=G  − вектор-рядок. 
Розв’язок системи утворює розподіл імовірностей, який має назву стаціонар-

ного, або інваріантного розподілу ланцюга Маркова. 
Якщо в деякому степені матриці P  немає жодного нуля, ланцюг називають 

ергодичним.  
Отже, якщо ланцюг ергодичний, то обов’язково існує стаціонарний розподіл. 
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Зазначимо, що числа jπ  мають ще одну вельми наочну інтерпретацію, а са-

ме: якщо розглядати досить великий проміжок часу, то jπ  показуватиме, яку час-

тину часу в середньому ланцюг перебуває в стані з номером j . 
 

3.2. Приклади розв’язання задач 
 

3.2.1. Довести, що ланцюг Маркова з ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

01
10

P  не є ергодичним. Пояснити, 

що j
)n(

ijn
Plim π=

∞→
 не існує. Знайти розв’язок рівняння ππ GG =P . 

Розв’язання. Зрозуміло, що ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
012kP , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

01
1012kP . Отже, за озна-

ченням ланцюг не є ергодичним – кожний степінь матриці має нулі. Жодний еле-

мент nP  не має границі. 

Водночас система 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

1
01
10

21

2121

ππ

ππππ ),()(
  має очевидний розв’язок 

( )5050 ,;, . Цей приклад показує, що ергодичність – достатня, але не необхідна 

умова існування стаціонарного розподілу. 

3.2.2. Знайти n
n

Plim
∞→

, якщо ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

3070
6040
,,
,,

P . 

Розв’язання. З боку безпосередніх обчислень методами лінійної алгебри за-
дача не є простою. Краще згадати, який зміст має вектор πG . Його координати 

)n(
ijn

j Plim
∞→

=π  є границями елементів степеня матриці P . Їх можна знайти із 

системи 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

,

),(
,,
,,

)(

1
3070
6040

21

2121

ππ

ππππ
  звідки маємо 

13
6

13
7

21 == ππ , . 

 Відповідь: матриця складається з двох однакових рядків  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

13
6

13
7

. 

3.2.3. На маршруті протягом години працювали три автомобілі. Кожен із них з 
імовірністю 0,5 незалежно від інших потребує ремонту. Наприкінці години замість 
одного зламаного автомобіля на маршрут виходить новий. Нехай )n(ξ  − кіль-
кість непрацюючих автомобілів із трьох на маршруті в момент початку години. 
Записати P . Знайти, скільки відсотків часу в середньому кількість несправних 
дорівнює 0, 1 та 2. 

Розв’язання. Маємо: 
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=00P (усі автомобілі  працюють або один зламався і його замінили)= 

( ) ( ) ;,,,С, 50505050 21
3

3 =⋅⋅+=  

=01P (два зламались, один замінили) ( ) ;,,,С 37505050 22
3 =⋅⋅=  

=02P (три зламались, один замінили) ( ) ;,, 125050 3 ==  

=10P (працювали два, обидва не зламалися, один замінили) ( ) ;,, 25050 2 ==  

=11P (із двох один зламався, стало два зламаних) 5050501
2 ,,,C =⋅⋅= ; 

=12P (обидва зламалися) ( ) .,, 25050 2 ==  
Аналогічно інші числа 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

50500
25050250
1250375050

,,
,,,
,,,

P . 

Легко бачити, що вже nP  не містить нулів, тобто ланцюг буде ергодичним. 
ЗнайдемоπG : 

 

( ) ( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=++

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

,

,
,,
,,,
,,,

1
50500
25050250
1250375050

321

321321

πππ

ππππππ
 

 

звідки ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

17
5

17
8

17
4 ;;πG . Знайдено розподіл часу перебування ланцюга в 

станах у далекому майбутньому. 
  

3.3. Задачі для самостійного розв’язування 
 
3.3.1. Знайти стаціонарний розподіл ланцюга Маркова й матрицю переходів 

за два кроки,  якщо ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

3070
8020
,,
,,

P . Визначити розподіл імовірностей по станах у 

момент часу 2=t , якщо відомо початковий розподіл: ( )40600 ,;,q = . 

3.3.2.  Для ланцюга Маркова з ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
5050 ,,

P  і початковим розподілом 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

3
2

3
1

0 ;q  знайти математичне сподівання процесу в момент 2=t .  



 19

3.3.3. Довести, що ( )
3
2002 ==xxM , якщо nx  − випадкове блукання, 

,...,,i,p,p iiii 210
3
1

3
2

11 ±±=== −+ .  

3.3.4. На початку року  60 % споживачів віддавали перевагу продукції компанії 
А, а 40 % – продукції компанії В. Щороку 2/3 покупців, що віддавали перевагу про-
дукції А, змінюють уподобання на користь В, а 1/2 тих, що користувалися продук-
цією В, навпаки, переходять до стану шанувальників А. Знайти розподіл кількості 
шанувальників обох компаній через два роки. Визначити, як розподіляться спо-
живачі через велику кількість років. 

3.3.5. Матриця переходу за один крок однорідного ланцюга Маркова з можли-

вими станами 0 і 1 має вигляд ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

pp
pp

P
1

1
, де ( )10,p∈ . Відомо, що 

( ) 00 =x . Знайти ймовірність переходу зі стану 1 у стан 1 за 10 кроків. Записати 
вираз для ( )131;K x . 

3.3.6. Розглянемо ланцюг, утворений у такий спосіб: ∑
=

=
n

k
kny

1
ξ . Доданки є 

незалежними випадковими величинами, що мають розподіл Пуассона з парамет-
ром 1. Знайти ймовірність переходу зі стану 1 у стан 3 за чотири кроки. Відповідь: 
0,1465. 

3.3.7. Ланцюг із множиною станів 0, 1, 2 і 3 має матрицю переходів 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

1000
75025000
025025050
005050

,,
,,,

,,

P . Відомо, що ( ) 10 =x . Довести, що ймовірність діс-

татися стану 0 раніше, ніж стану 3, дорівнює 2/3. 
3.3.8. Знайти стаціонарний розподіл ланцюга, якщо ймовірності переходів до-

рівнюють .
k

p,
k
kp k,kk 2

1
2
1

10 +
=

+
+

= +  

3.3.9. Знайти стаціонарний розподіл ланцюга, якщо його задано умовами 

,pi 3
2

0 = ,...,k,...,,,i,p
k

k,i 21210
4
1

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= . Відповідь: ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ,...,,

16
1

4
1

3
2

. 

3.3.10. Маємо ланцюг Маркова з множиною станів 1, 0 і -1, розподілом імо-
вірностей по станах у початковий момент (6/17, 5/17, 6/17) і матрицею 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

316121
525251
313131

///
///
///

P . Обчислити ймовірності ( ) ( ){ }1102 22 == xxP  і 

( ) ( ) ( ){ }001102 222 === x,xxP  . Результат прокоментувати. 
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3.3.11. Нехай nn , ηξ  − незалежні ланцюги зі станами 0 і 1, початковими 

розподілами ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1

2
1 ;  і ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1

2
1 ; ,  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

5050
5050

1 ,,
,,

P , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

3131
3232

2 //
//

P . Знайти 

ймовірності двох подій: { }010 001122 =+=+=+ ηξηξηξ ,|P  і 
{ }10 1122 =+=+ ηξηξ |P . 

3.3.12. Матриця переходу однорідного ланцюга Маркова з можливими ста-

нами 0, 1 і 2 за один крок має вигляд 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

010
01
010
ppP , де ( )10,p∈ . Довести, 

що 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

pp

pp
Pn

01
010

01
. 

 
 

4. ОДНОРІДНІ ПРОЦЕСИ МАРКОВА З НЕПЕРЕРВНИМ ЧАСОМ  
ТА ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ  

В СИСТЕМАХ МАСОВОГО ОБСЛУГОВУВАННЯ 
 

4.1. Теоретичний матеріал 
 

Розглянемо випадковий процес ( )tx , який має дискретну (скінченну або зчи-
сленну) множину станів, наприклад, ( )tx  може дорівнювати ....,,, 210  Але на 

відміну від ланцюгів Маркова час t  вважається неперервним. Це більш пошире-
ний для застосування клас випадкових процесів, оскільки на практиці перехід си-
стеми з одного стану в інший здійснюється, як правило, не у фіксовані моменти 
часу, а в будь-які випадкові.  

Нехай знов-таки майбутнє не залежить від минулого при фіксованому сучас-
ному: 

 
( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )tpisx,isx...,,isxjtsxP ijmm =====+ 11  

 
для будь-яких sss m <<<…1 , а також для будь-яких .t,j,i  Цю умову нази-

вають марковською властивістю, а процес ( )tx  – марковським процесом із дис-
кретною множиною станів і неперервним часом. У  випадку, коли 

( ) ( ){ } ( )tpisxjtsxP ij===+  не залежить від розташування проміжку 

( )ts,s +  на осі, а залежить лише від його довжини t , марковський процес мати-
ме назву «однорідний». 
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Для ймовірностей переходів )t(pij  додамо умову ( )
⎩
⎨
⎧

≠
=

=
.ij,
,ij,

pij 0
1

0  Нехай 

задано розподіл імовірностей по станах у початковий момент ( ){ }ixPpi == 00 , 

тоді для будь-яких nttt <<<= …100  виконується рівність 

( ) ( ){ } ( ) ( )∑ −−−===
−

i
nnjjijinn ttp...ttppjtx,...,jtxP nn 101

0
11 11 . 

В окремому випадку ймовірність того, що система в момент 0>t  буде знахо-

дитися в стані j , дорівнює ( ) ( ){ } ( )∑===
i

ijij tppjtxPtp 0 . 

Зрозуміло, що наведено окремі випадки звичайної формули повної ймовірно-
сті. 

Введемо параметри ijλ  як похідні  ( )0ijp′ : 

( )
;ij,

h
hp

lim ij

h
ij ≠=

→0
λ   

( )
.

h
hp

lim ii
h

ii
1

0

−
=

→
λ  

Якщо перехідні ймовірності ( )tpij  мають похідні, то вони задовольняють сис-

темі диференціальних рівнянь ( ) ( )∑=′
k

tptp kjikij λ  (обернені рівняння Колмого-

рова – Чепмена). 
Якщо перехідні ймовірності мають похідні та додатково 

( ) ( )tttp ijijij ΔαΔλΔ += , де величини ijλ  обмежені і  
( )

0→
t
tij

Δ
Δα

 рівномірно 

відносно j,i , то перехідні ймовірності задовольняють системі 

( ) ( ) kjikij tptp
k

λ∑=′  (прямі рівняння Колмогорова – Чепмена), а ймовірності то-

го, що в момент t  система перебуватиме в стані j , теж задовольняють прямій 
системі диференціальних рівнянь Колмогорова – Чепмена 

( ) ( ) …,,j,tptp
k

kjkj ∑ ==′ 10λ . 

Нагадаємо, що в будь-який момент t  виконується ( )∑ =
i

tpi 1 . 

За деяких умов процес )t(x  є ергодичним: імовірність того, що система че-
рез великий проміжок часу перебуває в стані i , не залежить від того, яким був 

стан у початковий момент: )t(plimp ii
t ∞→

= , і не залежить від )(
kp
0 . Умови ерго-

дичності схожі з умовами аналогічного випадку в  ланцюгах Маркова. Числа ip  
називають стаціонарними ймовірностями перебування процесу в станах. Зро-
зуміло, що вони задовольняють уже системі лінійних алгебричних рівнянь 
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…,,j,p
k

kjk∑ == 100 λ . 

 
Система масового обслуговування з очікуванням 

 
Розглянемо систему, що складається з m  однакових приладів, що здійсню-

ють обслуговування деяких клієнтів або заявок. Заявки надходять до системи у 
випадкові моменти часу згідно з пуассонівським потоком інтенсивністю λ . Якщо 
заявка не знаходить вільного приладу, то вона чекає у черзі. Пояснимо, за яких 
умов випадковий процес ( )tx  – кількість заявок у системі в момент t  – утворює 
процес Маркова з дискретною множиною станів і неперервним часом. 

Нехай час обслуговування будь-якої заявки – випадкова величина з показни-
ковим розподілом. Завдяки відомим властивостям саме цього розподілу виникає 
марковський процес:  

1) показникова величина задовольняє умову відсутності післядії, а саме: 

{ } { } xexPTTxP μξξξ −=>=>+> ; 
2) якщо n,, ξξ …1  – незалежні показникові величини, то ( )n,,min ξξξ …1=  

також має показниковий розподіл з параметром nμ . 
Отже, у будь-який момент часу t  розподіл випадкового часу до появи наступ-

ної заявки буде показниковим з параметром λ , а часу до найближчого звільнен-
ня приладу – показниковим з параметром kμ , де k  – кількість заявок, що обслу-
говувались у момент t . Тоді виконується основна властивість марковського про-
цесу. 

Запишемо рівняння Колмогорова: 

          

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

…………………………………………………
;tptptptp

;tptptp
λμμλ

λμ
+−⋅+=′

−=′

1201

010
2  

              ( ) ( ) ( )( ) ( )( ),ktpktptptp kkkk μλμλ +−++=′ +− 111  якщо ;mk <≤1  

( ) ( ) ( ) ( )( ),mtpmtptptp kkkk μλμλ +−+=′ +− 11  якщо .mk ≥  
 
Розв’яжемо систему рівнянь для стаціонарних імовірностей. Нехай +∞→t . 

Як завжди, kk
t

p)t(plim =
∞→

. Маємо систему лінійних алгебричних рівнянь 

( ) ( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

≥++−=

<+++−=
+−=

+−

+−

.mk,pmpmp

;mk,pkpkp
;pp

kkk

kkk

11

11

10

0
10

0

μμλλ

μμλλ
μλ

 

Послідовно знайдемо  
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01 pp
μ
λ

= , 0
0

2

2
1

2
p

!m
p,...,

p
p

m

m ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

μ
λ

μ
λ

.  

Для mk ≥  маємо 
k

mkk
m!m

p
p ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

− μ
λ0 . Число 

μ
λ

 називають завантажен-

ням і позначають ρ . Імовірність 0p  можна знайти з умови 1
0

=∑
∞

=k
kp . Цей ряд 

для випадку m<ρ є збіжним, і  тоді ( ) .m!m!k
p

mm

k

k

ρ
ρρ

−
+=

+

=

− ∑
1

0

1
0 А всі інші 

ймовірності kp раніше були виражені через знайдену. 
У системах із очікуванням важливою характеристикою процесу обслуговуван-

ня є розподіл часу очікування початку обслуговування. Наведемо закон розподілу 

цієї неперервної величини γ : { } ( )λμπγ −−⋅=> mtetP , де коефіцієнт π  дорів-
нює ймовірності того, що в стаціонарному режимі всі робочі прилади є зайнятими. 

Зрозуміло, що він може бути знайдений як 
ρ

π
−

== ∑
∞

= m
mp

p m

mk
k  (формулу одер-

жано спрощенням). 
Найцікавішим з боку теорії ймовірностей є те, що величина γ  не є ані дискре-

тною, ані неперервною: час до початку обслуговування може дорівнювати нулю, 
якщо знайдеться хоча б один вільний прилад!      

Отже, { } 1100 −+++== mp...ppP γ . Тепер  

{ } { } ( )ρμ
π

γγγ
−

=>+=⋅= ∫
∞

m
dPPM
0

000 ,  
( )
( )22
2

ρμ

ππ
γ

−

−
=

m
D . 

Відомо, що на проміжку часу довжиною T  надходить у середньому Tλ  клієн-

тів, отже, загальні середні втрати часу становлять 
ρ

πρ
−m
T

, що значно зростає зі 

зростанням завантаження. 
Розглянемо однорідний  процес Маркова, який має скінченну або зчисленну 

множину станів ,...E,E 10 . Нехай імовірності переходів зі стану в стан задоволь-
няють такі умови: 

1) імовірність переходу 1+→ nn EE  протягом часу tΔ  дорівнює  
( )totn ΔΔλ + ; 

2) імовірність переходу 1−→ nn EE  протягом часу tΔ  дорівнює 
( )totn ΔΔμ + ; 

3) імовірність переходу nn EE →  протягом часу tΔ  дорівнює 
( )tott nn ΔΔμΔλ +−−1 ; 
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4) імовірність переходу із nE  в інші, «не сусідні» стани 1>± k,E kn протягом 
часу tΔ  дорівнює ( )to Δ . 

Константи nn ,μλ  залежать від номера, але не залежать від часу. Такий 
процес називають процесом загибелі й розмноження, в окремих випадках, коли 

,n 0=μ  – процесом чистого розмноження, а коли 0=nλ , – процесом чистої за-
гибелі. 

Відомо, що для процесів чистого розмноження система має розв’язок з влас-

тивістю ( ) 1
0

=∑
∞

=
tp

k
k  для будь-якого t  у тому і лише тому випадку, коли ряд  

∑
∞

=0

1

k kλ
 є розбіжним (теорема Феллера). 

 
4.2. Приклади розв’язання задач 

 
4.2.1. Розглянемо два незалежні один від одного потоки Пуассона з інтенсив-

ностями λ  і μ , а також інтервал між двома послідовними надходженнями точок 
першого потоку. На цьому випадковому відрізку відбудеться деяка випадкова кі-
лькість ξ  подій другого потоку. Наприклад, до зупинки у випадкові моменти часу 
приходять автобуси, а на будь-який інтервал між двома автобусами прибувають 
пасажири. Знайти розподіл випадкової величини ξ .  

Розв’язання. Скористаємося інтегральним аналогом формули повної ймовір-

ності: { } ( )
dte

!k
tekP t
k

t∫
∞

−− ⋅==
0

μλ μ
λξ , а також тим, що інтервал між послідо-

вними точками потоку має показниковий розподіл, а кількість точок – розподіл 
Пуассона. Залишається знайти інтеграл, або перетворивши вираз для викорис-
тання Г-функції Ейлера, або застосовуючи  таблицю перетворення Лапласа. Ос-

таточно { }
k

kP ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

==
μλ

μ
μλ

λξ . Такий розподіл у теорії ймовірностей має 

назву геометричного. 
4.2.2. Лінійне зростання популяції з еміграцією. Наведемо приклад застосу-

вання процесів загибелі й розмноження в демографії. Нехай у процесі відомі  
ann += λλ  і nn μμ = . Перший доданок є характеристикою звичайного приросту 

населення, а другий – зростання населення за рахунок притоку емігрантів. Скла-
даємо систему рівнянь Колмогорова – Чепмена:  

( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

++++−+−=′

+−=′

+− .tpjtpajtpajtp

,tptaptp

jjjj 11

100

11 μμλλ

μ
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Далі можна перейти до системи відносно стаціонарних імовірностей, але у 
цьому випадку легко знайти ще одну цікаву характеристику випадкового процесу 
– середній розмір популяції. Для цього помножимо кожне рівняння на j  та дода-
мо всі рівняння одне до одного: 

( )[ ] ( )
( ) +++−+−+−+

+++−+−=′

...pppppp

...pppppatM

332211

22110

129642

322

λ
 

( )...ppppp +−+−+−+ 33221 9642μ . 

Легко побачити, що ( )[ ] ( ) ( )tMatM μλ −+=′  – диференціальне рівняння, 
яке при додаванні початкової умови ( ) NM =0  приводить до розв’язку:  

( )
( )[ ] ( )

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≠−−
−

=+
=

−− .,Neea

,,Nat
tM

tt μλ
μλ

μλ

μλμλ 1

 

Корисно проаналізувати результати при ∞→t  окремо у випадках μλ =  і 
μλ < . 

 
4.3. Задачі для самостійного розв’язування 

 
4.3.1. Знайти ймовірність того, що в системі ∞//M/M 2  у стаціонарно-

му режимі всі прилади зайняті (вважаємо, що 2<ρ ). Відповідь: 
ρ

ρ
+2

2
.  

4.3.2. Визначити середні витрати часу для 1=T   у системі обслуговування 
∞//M/M 2 . Порівняти відповіді для випадків різних значень ρ : 

9151110 ,,,,,, ==== ρρρρ . 
4.3.3. Знайти стаціонарні ймовірності системи 23 //M/M . Розглянути 

випадок: =λ 12 чол. у год., =
μ
1

10 хв. Відповідь: 
211
27

0 =p . 

4.3.4. Розглянемо ∞//M/M 2 . Нехай =
μ
1

9 хв. Яке найбільше значен-

ня може мати інтенсивність потоку, щоб середня черга не перевищувала 3? 
4.3.5. Майстерня ремонтує в середньому п’ять автомобілів за день. У се-

редньому час ремонту становить один день. Розглянемо 0/m/M/M . Знайти 
необхідну кількість ремонтних одиниць, щоб імовірність втрати клієнта не пере-
вищувала 0,9. Відповідь: не менше 8. 

4.3.6. Розглянемо ∞//M/M 3 . Знайти середню чергу. Знайти середній 
час очікування. 

4.3.7. Каса з продажу квитків обслуговує в середньому 30 клієнтів за годи-
ну. Скільки потрібно мати відчинених кас, щоб середня черга до всіх разом не пе-
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ревищувала 3, якщо в середньому за годину прибуває 150 пасажирів?  
Відповідь: 6. 

4.3.8. Нехай N  незалежних споживачів користуються електроенергією. На 
проміжку ( )tt,t Δ+  кожний споживач може підімкнутися з імовірністю 

( )tot ΔΔλ + , а якщо його вже підімкнено, то, навпаки, відімкнутися з імовірністю 
( )tot ΔΔμ + . Знайти стаціонарний розподіл кількості підімкнених споживачів.  

Відповідь: j
n

jnj

j Cp
−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

=
μλ

μ
μλ

λ
, тобто розподіл є біномним. 

4.3.9.  Нехай ( ) ( )tNX...XXtS +++= 21 , де доданки – незалежні ви-
падкові величини з однаковим розподілом, які також не залежать від випадкової 
величини ( )tN , що має розподіл Пуассона з параметром tλ . Довести, що твірна 

функція ( ) ( )tS
tS MzG =  для випадку, коли доданки є дискретними величинами, 

може бути знайдена за формулою ( ) ( ) ( ) ( )⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= zGGzG XtNtS . Записати відпо-

відь для випадків, коли доданки мають біномний і геометричний розподіл. 
4.3.10.  Скласти систему рівнянь Колмогорова – Чепмена для стаціонарних 

імовірностей системи 1MM , якщо клієнт, що зустрів у системі n  клієнтів, зали-

шається чекати з імовірністю 
1

1
+n

. 

4.3.11.  Довести, що ( ){ } t
xtNxTP ==< 1 , де T  – момент появи першої 

точки пуассонівського потоку, ( )tN  – кількість точок на відрізку [ ]t,0 , а tx < . 

4.3.12.  Розглянемо два незалежних пуассонівських потока  з інтенсивнос-
тями λ  і μ . Знайти розподіл випадкової величини, що дорівнює кількості точок 
другого потоку, що з’являються між двома послідовними точками першого. 
 

5. ПРОЦЕСИ З ОРТОГОНАЛЬНИМИ ПРИРОСТАМИ.  
ПРОЦЕСИ З НЕЗАЛЕЖНИМИ ПРИРОСТАМИ. ПРОЦЕС ПУАССОНА.  

ВІНЕРІВСЬКИЙ ПРОЦЕС 
 

5.1. Теоретичний матеріал 
 

Розглянемо випадкові процеси з дійсними значеннями, причому 0≥t  і 
( ) 00 =x . Процес називають процесом із ортогональними приростами, якщо для 

будь-яких моментів часу 43210 tttt ≤≤≤≤  виконується умова 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) 01234 =−− txtx,txtxcov . 

Процес називають процесом із незалежними приростами, якщо для будь-яких 
моментів часу ...t...tt n ≤≤≤≤≤ 210  випадкові величини 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),...txtx,...,txtx,xtx nn 1121 0 −−−−  є незалежними в сукупності. 

Зрозуміло, що будь-який процес із незалежними приростами водночас є проце-
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сом із ортогональними приростами. Протилежне твердження – несправедливе, 
але для нормальних процесів воно справджується, оскільки для нормальних ве-
личин незалежність випливає з рівності коваріацій нулю. 

Процес називають однорідним, якщо для будь-яких моментів часу закон роз-
поділу приросту ( ) ( )sxstx −+   залежить лише від s , тобто збігається з розподі-
лом ( ) ( ) ( )sxxsx =− 0 . Цей розподіл може бути як абсолютно неперервним (на-
приклад, далі буде розглянуто так званий  вінерівський процес), так і дискретним.  

 
Процес Пуассона 

 
Однорідний процес із незалежними приростами називають процесом Пуассо-

на, якщо для будь-якого моменту часу випадкова величина ( )tx  (або переріз 
процесу) має розподіл Пуассона з параметром tλ . Властивості процесу Пуассо-
на: 

1. ( ) ttMx λ= . 
2. ( ) ttDx λ= . 

3. ( ) ( ){ } ( )( ) ( ) ,e
!k
stksxtxP st
k

−−−
==− λλ

 010 >−= st,...,,k . 

4. Фізичний зміст процесу Пуассона: ( )tx  дорівнює кількості точок пу-
асcонівського потоку інтенсивністю λ , що надійшли від моменту 0 до моменту t . 

5. ( ) { }2121 t,tmint,tK x λ= , тобто процес – нестаціонарний. 
 

Вінерівський процес, або процес броунівського руху 
 

Випадковий процес ( )tw  називають вінерівським, якщо: 
1) він виходить із нуля ( ) 00w = ; 
2) він є процесом із незалежними приростами; 
3) процес однорідний: розподіл приросту залежить лише від  довжини інтер-

валу часу, а не від розташування цього інтервалу на числовій прямій, тобто випа-
дкові величини ( ) ( )swstw −+  і ( ) ( )0wtw −  мають однаковий розподіл; 

4) випадкова величина ( )tw  має нормальний розподіл, причому ( ) 0=tMw , 

( ) ttDw 2σ=  для 0>t .  
Можна показати, що такий процес буде гауссівським. Знайдемо кореляційну 

функцію вінерівського процесу. Користуючись тим, що вінерівський процес має 
нульове математичне сподівання, маємо ( ) ( ) ( )[ ]2121 twtwMt,tKw = . Величи-
ни у дужках залежать одна від одної. Перетворимо їх добуток так, щоб скориста-
тися незалежністю приростів вінерівського процесу: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )121
2

121 0 twtwwtwtwtwtw −−+= . 
Нагадаємо, що ( ) 00 =w , а випадкові величини в другому доданку є незалеж-

ними, математичне сподівання їх добутку дорівнює добуткові математичних спо-
дівань: 
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( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) 1
2

1121
2

121 ttDwtwtwMtwMtwMt,tKw σ==−+= . 
Зрозуміло, що перетворення виконано для 21 tt < . Остаточно 

( ) { }21
2

21 t,tmint,tKw σ= . 
 

5.2. Приклади розв’язання задач 
 

5.2.1. Процес ( ) ( )tt ewetx ββ α 2−=  має назву процесу Орнштейна – Уленбе-
ка з параметрами 00 >> βα , . Можна довести, що він є  гауссівським. Довести, 

що процес стаціонарний. 
Розв’язання. Оскільки вінерівський процес є центрованим, 

( ) =tMx ( )tt eMwe ββ α 2− 0= . Кореляційна функція для 21 tt <  дорівнює  

( ) ( )( ) ( )( )[ ]2211 22
21

tttt
x eweeweMt,tK ββββ αα −−= = 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )11212 2222 tttttt eweweweMwe βββββ αααα +−= +− = 

 

= ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]121121 22222 tttttt ewewewewMe βββφβ αααα −++− . 
Математичне сподівання добутку незалежних величин дорівнює добутку ма-

тематичних сподівань, а незалежність забезпечена тим, що вінерівський процес є 
процесом із незалежними приростами. Математичне сподівання квадрата 
центрованої величини дорівнює її дисперсії, отже, після завершення перетворень 

( ) ( )212
21

ttet,tK −−= βασ , 

а для випадку 21 tt >  доведення аналогічне. Відповідь: ( ) τβαστ −= ek x
2 , 

тобто процес стаціонарний. 
 

. 
Нагадаємо, що існують декілька видів збіжності для випадкових величин і, 

відповідно, існують різні означення неперервності й похідної випадкового проце-
су. Так, наприклад, випадковий процес називають стохастично неперервним у то-
чці 0t , якщо ( ) ( )0

0
txtx

tt
⎯⎯ →⎯

→
, де збіжність розуміється за ймовірністю, тоб-

то 0>∀ε  ( ) ( ){ } 0
0

0 ⎯⎯⎯ →⎯>−
→ tt

txtxP ε . 

Випадковий процес називають неперервним у середньоквадратичному, якщо 

( ) ( ) 0
0

2
0 ⎯⎯⎯ →⎯−

→ tt
txtxM . Похідною процесу в середньоквадратичному (або 

СК-похідною) називають   

dt
dx

t
)t(x)tt(x

.m.i.l
t

=
−+

→ Δ
Δ

Δ 0
. 
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Границю в цьому випадку розуміємо знов у середньоквадратичному, тобто 

( ) ( ) 0
0

2
⎯⎯⎯ →⎯−

−+
→tdt

dx
t

txttxM
ΔΔ

Δ
. Слід звернути увагу на те, що, незва-

жаючи на наявність квадрата, у формулі присутній знак модуля – процес може 
мати комплексні значення! 

Наведемо умови СК-неперервності й СК-диференційовності, оскільки саме 
такий вид збіжності використовується найчастіше. Отже, процес називають        
СК-неперервним у тому і тільки тому випадку, коли ( )tMx  неперервна і 

[ ]21 t,tK x  неперервна за двома змінними. Далі: процес має СК-похідну тоді і 

тільки тоді, коли ( )tMx  має похідну й існує 
( )
21
21

2

tt
t,tK x

∂∂
∂

 при 21 tt = . Можна 

показати, що  

                                               ( ) ( )
21
21

2
21 tt

t,tK
t,tK x

dt
dx ∂∂

∂
= . 

Зауваження. Неперервність і наявність похідної випадкового процесу не збі-
гається з властивостями його траєкторій! Далі наведемо  відповідні приклади. 

 
5.2.3. Доведемо, що процес Пуассона має такі властивості: 
1. Процес є неперервним і навіть має похідну, що дорівнює 0, за ймовірністю! 

Дійсно, для будь-якого числа 0>ε  імовірність випадкової події дорівнює 
( ) ( ) ( ) ( ){ }=>−+=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>−
−+ ttxttxP
t

txttxP ΔεΔε
Δ
Δ 0 (ліворуч – кількість 

подій на відрізку, як відомо, вона має розподіл Пуассона, а праворуч  – маленьке 
додатне число, отже, така подія виконується у тому випадку, коли випадкова ве-

личина просто не дорівнює 0) = { } ( ) 0101 →+=−==− − toteP t ΔΔλξ Δλ , коли 
0→tΔ , що й треба було довести. 

2. Процес буде неперервним у середньоквадратичному. Дійс-

но, ( ) ( )( ) ( ) 0
0

222 ⎯⎯ →⎯+=+=−+
→t

tt)M(DtxttxM ΔλΔλξξΔ  (тут ξ  – кі-

лькість подій на відрізку, як відомо, ξ  має розподіл Пуассона з параметром tΔλ ). 
Зауважимо, що траєкторії пуассонівського процесу – «східці» – ніяк не є непере-
рвними! 

3. Похідної процесу у СК-змісті не існує. Дійсно,  

( ) ( )
( )

( ) ∞⎯⎯⎯ →⎯+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

→0
22

2

2 1
t

tt
tt

txttxM
Δ

ΔλΔλ
ΔΔ

Δ
. 

5.2.4. Вінерівський процес не має СК-похідної, що безпосередньо випливає з 
вигляду кореляційної функції ( ) { }s,tmins,tKw = . Але корисно проаналізувати 
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також з боку означення: 
( ) ( )

t
twttw

Δ
Δ −+

 є гауссівською випадковою величиною з 

нульовим математичним сподіванням, отже,  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

∞⎯⎯ →⎯=−+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

→022

2 1
tt

ttwttwD
)t(t

twttwM
Δ
ΔΔ

ΔΔ
Δ

. 

 
5.3. Задачі для самостійного розв’язування 

 
5.3.1.  Знайти математичне сподівання й кореляційну функцію процесу 

( ) ( ) ( )twtwty 211 2λλ += . 

5.3.2.  Чому процес ( )tw2  не буде вінерівським? 
5.3.3. Процес ( ) ( ) ( )1twtwtB −=  для [ ]10,t∈  називають броунівським міс-

тком. Знайти його кореляційну функцію. Довести, що величини ( )tB −1  і ( )tB  
мають однаковий розподіл. 

5.3.4.  Довести, що для будь-якого однорідного неперервного у середньоква-
дратичному процесу з ортогональними приростами  виконуються рівності: 

1) ( ) ttDx 2σ= ;  2) ( ) { }t,smint,sK x
2σ= . 

5.3.5.  Нехай 0≥t),t(X  – процес Пуассона з параметром λ . Довести, що 
процес 11 ≥−+= t),t(X)t(X)t(Y  є стаціонарним.  

5.3.6.  Довести, що дисперсія випадкового процесу 

( ) ( ) ( ) ( )nw...wwnx +++= 21  дорівнює 
( )( ) 2

6
121
σ

++ nnn
. 

5.3.7. Записати щільність розподілу величини ( ) ( )swtw + . 

5.3.8.  Розглянемо випадковий процес ( ) ( ) ( )tXty 1−= , де 0≥t),t(X  –

процес Пуассона із параметром λ . Довести, що ( ){ } chtetyP tλ−== 1 , 

( ){ } shtetyP tλ−=−= 1 . Довести, що ( ) tetMy λ2−= , ( ) sshes,tK t
y λλ 22 2−= , 

якщо ts < . 
5.3.9.  Знайти математичне сподівання й кореляційну функцію процесів 

( ) ( )cN
c
ttN −  і 

( )
t
tN

, де ct0 ≤≤ . 

5.3.10.  Довести, що для процесу ( ) ( ) ( )122 NttNtx −= , [ ]10,t∈  виконано 

( ) ( ){ } 210 ttNtxP ==> . Знайти кореляційну функцію для моментів часу 
50250 ,s,,t == . 

5.3.11.  Розглянемо два незалежні процеси Пуассона. Чому ( ) ( )tNtN 21 −  не 
є процесом Пуассона? 
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5.3.12.  Знайти розподіл випадкової величини ( ) ( )sNtN − . 

5.3.13.  Довести, що ( )nN 2  – ланцюг Маркова, знайти перехідні ймовірності.  
 

5.3.14.  Знайти коефіцієнт кореляції між ( )tw  і ( )2tw  . 
 

5.3.15.  Знайти ( ) ( )[ ]swtwD 2−  для st ≤≤0 . 
 

5.3.16.  Для процесу ( ) ( )2twtw +  знайти математичне сподівання й кореля-
ційну функцію.  
 

5.3.17.  Пояснити, чому процес ( )tw  не є гауссівським. 
 

5.3.18.  Нехай ( ) 00 =x , ( ) mttMx = , ( ) ( )sttmts,tK x ++= 22 . Знайти дис-
персію процесу ( ) ( ) mttxty −= . 
 

5.3.19.  Довести, що ( ) 1=tMy , якщо ( ) ( )twtty 21−=  , а 1=σ . 
 

5.3.20.  Знайти розподіл випадкової величини ( ) ( )21 xx +  , де 

( ) ( )tt ewetx 2−= . 
 

5.3.21.  Нехайξ  – випадкова величина, яка  має рівномірний розподіл на від-

різку [ ]10, . Довести, що випадковий процес ( ) tetx ξ=  не є процесом із незале-

жними приростами і що ( ) ( )1−= ettMx , ( ) ( ) ( ) .etsetss,tK 2
2

1
2
1

−−
−

=  

5.3.22.  Нехай ( )tx  – процес Пуассона. Знайти ( ),tMx2  ( ) ( )( )2sxtxM − . 
Нехай ξ  – момент надходження n-ї точки. Знайти  математичне сподівання й 
дисперсію ξ .  Ускладнене завдання: знайти умовний розподіл 

( ) ( ){ } 0>==− d,jtxkdtxP . 

5.3.23.  Знайти математичне сподівання й дисперсію процесу ( ) ( )duuwty
t
∫=
0

.  

5.3.24.  Користуючись нерівністю Чебишова, довести, що вінерівський процес 
є неперервним за ймовірністю.  
 

5.3.25.  Нехай ( ) ( )ty,tx  – незалежні  один від одного стаціонарні процеси з 

незалежними приростами. Довести, що їх сума теж є стаціонарним процесом з 
незалежними приростами. 
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6. МАРТИНГАЛИ 
 

6.1. Теоретичний матеріал 
 

Випадковий процес із дискретним часом  { },...X,X 10  і множиною станів S , 

що задовольняє умову ∞<nXM , називають мартингалом, якщо для будь-
якого вектора ( )nx,...,x0 , де Sxi ∈ , виконується рівність 

( ) nnnn xxX,...,xXXM ===+ 001 . 
Інший вигляд означення: 

( ) nnn XX,...,XXM =+ 01  або ( ) 0001 ===−+ xX,...,xXXXM nnnn . 

Стохастичний процес із неперервним часом і скінченним ∞<XM   назива-
ють мартингалом, якщо для будь-якого ts <  виконано 

( ) ( )( ) ( )sXsu,uXtXM =≤ . Відомо, що для мартингалів математичне сподіван-
ня є сталою величиною, тобто 

01 MXMXMX nn ==+ . 
 
 

6.2. Приклади розв’язання задач 
 

Під час розв’язування прикладів на мартингали основним є застосування де-
яких властивостей умовного математичного сподівання. Нагадаємо, що 

( ) MXYXM = , якщо випадкова величина X  не залежить від випадкової вели-
чини .Y  Також надзвичайно корисно згадати, що випадкову величину, що є функ-
цією від Y , можна виносити за знак умовного математичного сподівання відносно 
Y : ( )( ) ( ) ( )YXMYfYYXfM = . 

6.2.1. Розглянемо послідовність випадкових величин 
nX...X

n p
p

Y
++

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

11
, де незалежні величини nX  мають однаковий розподіл 

{ } { } pXP,pXP nn −=−=== 111 . Доведемо, що nY  – мартингал. Дійсно,  

 

.
p
p

MYY,...,Y
p
p

YM

Y,...,Y
p
p

MY,...,YYM

nn

n

X

nn

X

n

n

X...X

nn

11

11

11

1

1

111

++

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

++

+

 

 
Залишається перевірити, що  
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( ) 11111 1
=−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ − −
p

p
p

p
p
p

p
p

M
nX

. 

6.2.2.  Доведемо, що будь-який процес із незалежними приростами й умовами 
( ) 00 =x  і ( ) 0=tMx  буде мартингалом. Дійсно, знайдемо умовне математичне 

сподівання  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ==+−=−+− sxsxMsxsxtxMsxxsxsxtxM 0

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )sxsxsxMsxtxM +=+−= 0 , що й треба було довести. 
 

 
6.3. Задачі для самостійного розв’язування   

 

6.3.1. Чи утворює мартингал сума ∑
=

=
n

i
in YX

1

2 , доданки якої є незалежними 

величинами з розподілом ( )10,N ? 
6.3.2. За яких умов відносно T  добуток незалежних величин nY...Y1  утворює 

мартингал, якщо множники мають рівномірний розподіл на відрізку [ ]T,0 ? 

6.3.3. Нехай iZi eY = , де iZ  – величини, що мають розподіл ( )2σμ ,N . Пе-

ревірити, що послідовність nn Y...YX 1=  утворює мартингал, якщо μσ 22 −= . 
6.3.4. Кожного тижня прибуток інвестора зростає на одну одиницю з імовірніс-

тю 50,p >  і спадає на одну одиницю з імовірністю p−1 . Нехай N  – випадкова 
величина – момент часу, коли сумарний прибуток вперше досягне величини n. 

Довести, що 
12 −

=
p
nMN . 

6.3.5. Нехай nn X...XS ++= 1 . Довести, що послідовність 
nS

n

n

p
qZ

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2
утворює мартингал, якщо { } { } qXP,pXP nn ==== 01 . 

6.3.6. Довести, що послідовність 
( )( )n
Sne
θϕ

θ
 утворює мартингал, якщо 

nn X...XS ++= 1 , а ( ) iXMeθθφ = . 

6.3.7. Довести, що послідовність nSn −2  утворює мартингал, якщо 

nn X...XS ++= 1 , а { } { } 5011 ,XPXP nn =−=== . 

6.3.8. Довести, що послідовність ( ) n
n

n XcosZ π1−=  утворює мартингал, 
якщо { } { } 5011 ,XPXP nn =−=== . 
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6.3.9. Довести, що для процесу з незалежними приростами й умовами 

( ) 00 =x , ( ) 0=tMx , ( ) ( )( ) ( ) ( )sFtFsxtxM −=− 2  випадковий процес 

( ) ( )tFtx −2  буде мартингалом. 

6.3.10. Довести, що процеси ( ) ttw −2  і ( ) ttN λ−  – мартингали. 
6.3.11. Величина 0X  має рівномірний розподіл на відрізку [ ]T,0 , величина 

1X  має рівномірний розподіл на [ ]00 X,  і т.д. Довести, що послідовність nX  
утворює супермартингал. 

6.3.12. Ланцюг Маркова має ймовірності переходів 
jnj

j
nij n

i
n
iCp

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 1 . Переконатись у тому, що послідовність nX  утворює 

мартингал. 
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