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Выполнен анализ эффективности применения методов решения задач мониторинга температурного 
состояния деталей ГТД. Получены количественные оценки размерности и вычислительной трудоём-
кости методов мониторинга. Сделаны выводы о перспективах использования рассмотренных методов 
для решения различных типов задач мониторинга температурного состояния.  

* * * 
Виконано аналіз ефективності використання методів вирішення задач моніторингу температурного 
стану деталей ГТД. Отримані кількісні показники розмірності і обчислювальної трудомісткості мето-
дів моніторингу. Зроблено висновки щодо перспектив використання методів, що були розглянуті, для 
вирішення різних типів задач моніторингу температурного стану. 

* * * 
The calculation efficacy of various mathimatical methods used to solve heat transfer monitoring problems in 
gas turbine engine parts is analyzed. The number of dimension and ordinary arithmetical operation number  
of this methods are estimated. The analysis results allow to determine field of application and possibility of 
this methods to solve heat transfer monitoring problems in future trends. 

 

Общая постановка проблемы и её связь с на-

учно-практическими задачами. Для повышения 

эффективности и безопасности эксплуатации ГТД и 

дорогостоящего теплоэнергетического оборудова-

ния большое значение приобрели автоматизирован-

ные системы (АС) контроля и диагностики. В алго-

ритмах этих систем используются специализиро-

ванные математические модели (диагностические 

модели, модели мониторинга), целью которых явля-

ется решение задач мониторинга, заключающихся в 

непрерывном вычислении параметров состояния 

контролируемых объектов. Характерной задачей 

мониторинга для АС контроля и диагностики ГТД и 

теплоэнергетического оборудования является задача 

мониторинга температурного состояния (ТС) в 

опасных точках их деталей.  

Обзор публикаций и анализ проблемы. Можно 

выделить три группы методов, используемых для 

решения задач мониторинга ТС: 1) регрессионные 

модели [1, 2 и др.]; 2) сеточные (дискретные) моде-

ли малой размерности [3, 4 и др.]; 3), методы ис-

пользующие математический аппарат интегральных 

уравнений [5, 6 и др.]. Ограниченный набор методов 

объясняется противоречивыми требованиями, 

предъявляемыми к моделям мониторинга ТС. С од-

ной стороны, в модели должен быть реализован ме-

тод, позволяющий решать задачи теплопроводности 

довольно общей формулировки; с другой стороны – 

удовлетворять требованиям, обусловленным рабо-

той в составе алгоритмов АС контроля и диагности-

ки. Они должны иметь возможность работать в 

масштабе реального времени, следовательно, обла-

дать достаточной точностью, быстросчётностью и 

требовать малых ресурсов памяти ЭВМ.  

Вследствие увеличения вычислительных воз-

можностей ЭВМ, используемых в АС контроля и 

диагностики, происходит постоянное развитие ме-

тодов решения задач мониторинга температурного 

состояния по пути учёта большего числа факторов 

и, следовательно, усложнения моделей. Повышение 

точности решения задач мониторинга температур-

ного состояния требует создания и развития мето-

дов, позволяющих решать стационарные и неста-

ционарные задачи теплопроводности, учитывать 

сложность геометрии, температурные нелинейности 

(зависимости теплофизических свойств материала и 

параметров граничных условий от температуры), 

различные типы граничных условий (ГУ) теплооб-
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мена и пр. Кроме того, в рамках предложенного ме-

тода желательно иметь возможность решения задачи 

определения температурных напряжений в опасной 

точке детали. Таким образом, развитие методов ре-

шения задач мониторинга температурного состоя-

ния требует проведения анализа вычислительной 

эффективности и возможностей методов решения 

задач теплопроводности. 

Цель исследований. Целью исследований яв-

лялся анализ эффективности методов решения задач 

теплопроводности с точки зрения их применения 

для решения задач мониторинга ТС деталей ГТД и 

теплоэнергетического оборудования.  

Содержание исследований. Для оценки эффек-

тивности методов решения задач мониторинга ТС 

рассмотрим следующие их качества: 1) возможность 

решения задач теплопроводности различной слож-

ности (стационарных и нестационарных, с различ-

ными типами ГУ  и температурных нелинейностей); 

2) вычислительная трудоёмкость метода (размер-

ность задачи N , число элементарных операций 

oN , требуемая память) и возможность понижения 

размерности задачи; 3) трудоёмкость создания мо-

дели;.4) надёжность вычислительного алгоритма. 

Под размерностью задачи будем рассматривать ко-

личество связей (уравнений) системы. Элементар-

ными операциями считаются арифметические опе-

рации умножения и деления. 

Ключевыми числовыми характеристиками при 

анализе эффективности методов являются размер-

ность задачи N  и число элементарных операций 

oN . Размер требуемой памяти ЭВМ определяется 

объёмом массивов характеристик системы, проме-

жуточной числовой информации и зависит от раз-

мерности задачи и количества операций. Трудоём-

кость создания модели  пропорциональна размерно-

сти задачи. Надёжность отлаженных вычислитель-

ных алгоритмов с «фильтруемыми» входными дан-

ными  в основном зависит от числа вычислительных 

операций, так как чем больше число операций и 

время вычислений, тем выше вероятность сбоя. 

Модели мониторинга ТС в виде регрессионных 

зависимостей не отражают физических закономер-

ностей теплопереноса и являются моделями типа 

«чёрный ящик». Вследствие этого они могут быть 

использованы для решения задач мониторинга, ко-

гда температуры в детали являются функциями ог-

раниченного (обычно небольшого) числа аргумен-

тов. Они имеют простую математическую структу-

ру, вследствие чего являются наиболее экономич-

ными с точки зрения привлекаемых ресурсов ЭВМ. 

Размерность регрессионной модели для одного мо-

делируемого параметра равна единице  

1N  ,      (1) 

а число элементарных операций зависит от приня-

той структуры регрессионной зависимости. Так, для 

полных полиномов J  аргументов степени s  может 

быть вычислено по следующей зависимости: 
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Трудоёмкость получения исходной информации 

для построения регрессий связана с необходимо-

стью проведения численных или физических экспе-

риментов с привлечением точных математических 

моделей (моделей верхнего уровня). Трудоёмкость 

зависит от количества аргументов модели (влияю-

щих факторов), объёма вычислений при решении 

задачи с помощью модели верхнего уровня, воз-

можности алгоритмизации процесса вычисления 

матрицы плана. Вследствие этих причин, даже при 

современных возможностях ЭВМ для решения мо-

дельных задач, в настоящее время регрессионные 

модели используются для мониторинга установив-

шихся температурных состояний при количестве 

влияющих факторов менее трех-пяти. 

Сеточные методы (метод конечных элементов, 

метод конечных разностей, метод прямых) и мето-

ды, использующие математический аппарат инте-

гральных уравнений (методы граничных интеграль-
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ных уравнений, расчётно-аналитические методы), 

являются более универсальными, чем регрессион-

ные зависимости, так как отражают физические за-

кономерности теплопереноса. Они позволяют ре-

шать стационарные и нестационарные задачи теп-

лопроводности с различными типами ГУ теплооб-

мена и наличием температурных нелинейностей. 

Сеточные методы позволяют учитывать все типы 

температурных нелинейностей. Методы, исполь-

зующие математический аппарат интегральных 

уравнений, применимы тогда, когда может быть 

обеспечена внутренняя линейность задачи тепло-

проводности [7]. 

Вычислительная трудоёмкость, точность и тру-

доёмкость создания сеточных моделей зависит от 

степени пространственной дискретизации, которая в 

свою очередь зависит от сложности геометрии рас-

сматриваемого объекта. От сложности геометрии 

также зависит принципиальная возможность приме-

нения методов прямых и конечных разностей, а 

также возможность понижения размерности задачи 

при использовании метода конечных элементов 

(МКЭ), так как существует стандартный набор форм 

конечных элементов. Кроме того, МКЭ очень чувст-

вителен к выбору временного шага, что создаёт 

трудности дискретизации по времени [7, 8].  

Таким образом, минимальная размерность се-

точных методов лимитируется требуемой точностью 

и сложностью геометрии. Вследствие этого, несмот-

ря на универсальность, их применение для решения 

задач мониторинга температурного состояния дета-

лей ГТД в настоящее время ограничено деталями 

простой геометрической формы, где размерность 

задачи может быть сильно понижена без существен-

ной потери точности моделирования. 

С точки зрения размерности задачи более выгод-

ными по сравнению с сеточными методами являют-

ся методы на основе интегральных уравнений. К 

этой группе методов относятся методы граничных 

интегральных уравнений и расчётно-аналитические 

методы решения температурных задач. Под расчёт-

но-аналитическими понимаются методы, в которых 

записывается замкнутое решение задачи, содержа-

щее аппроксимированные по результатам физиче-

ского или численного эксперимента функции. Ме-

тоды на основе интегральных уравнений позволяют 

при той же точности, что и сеточные методы, пони-

зить пространственную размерность задачи на еди-

ницу, так как требуют пространственной дискрети-

зации не всей объёмной области, а только её грани-

цы. Эти методы позволяют также уменьшить раз-

мерность задачи теплопроводности за счёт более 

грубой пространственной дискретизации. Методы 

на основе интегральных уравнений более устойчивы 

относительно выбора шага временной дискретиза-

ции [7], что позволяет, увеличив временной шаг, 

уменьшить вычислительную трудоёмкость задачи 

теплопроводности. 

Трудоёмкость создания моделей этого типа  свя-

зана с описанием статических и динамических ха-

рактеристик тепловой системы. В методах гранич-

ных интегральных уравнений они вычисляются в 

процессе решения посредством численного интег-

рирования по граничной поверхности. Трудоём-

кость их создания заключается в описании модели 

теплопереноса на границе тела (на граничных эле-

ментах). Расчётно-аналитические методы использу-

ют структуру решения в виде интегральных гранич-

ных уравнений и статические и динамические ха-

рактеристики тепловых систем, полученные из 

предварительных расчётов на моделях верхнего 

уровня. Такой подход позволяет устранить трудоём-

кую вычислительную процедуру интегрирования по 

граничной поверхности, но увеличивает трудоём-

кость создания модели, так как требует проведения 

численных экспериментов на точных математиче-

ских моделях. Точность и трудоёмкость создания 

этих моделей зависит от количества статических и 

динамических характеристик, привлекаемых для 

описания рассматриваемой тепловой системы. 
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Выполним количественный анализ вычислитель-

ной трудоёмкости и размерности сеточных методов 

на примере МКЭ и методов на основе интегральных 

уравнений на примере методов граничных инте-

гральных уравнений (МГИУ). В качестве модельной 

задачи рассмотрим задачу теплопроводности в ку-

сочно-однородной области без внутренних источни-

ков теплоты с различными типами ГУ теплообмена 

на границе. Для оценки размерностей дискретных 

моделей в качестве области решения задачи будем 

рассматривать квадрат (двумерная задача) и куб 

(трёхмерная задача). 

Применение рассматриваемых методов подразу-

мевает пространственную дискретизацию задачи 

теплопроводности, в МКЭ – по всему объёму, в 

МГИУ – по граничной поверхности. После дискре-

тизации задача теплопроводности описывается сис-

темой линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) 

BTA


 ,        (3) 

где T


 – вектор искомых температур, размерностью 

 1l ; A  –  lm  матрица связей; B


 –  1m  

вектор, зависящий от параметров ГУ теплообмена и 

вектора искомых температур на предыдущем шаге. 

Степень дискретизации (максимальный размер 

конечного или граничного элемента) для МКЭ и 

МГИУ одинакова и зависит от требуемой точности 

моделирования [7]. Будем считать, что для достиже-

ния некоторого уровня точности количество узлов 

дискретной модели по каждой из координатных 

осей равно n . Тогда размерность СЛАУ теплового 

баланса для МКЭ vJ  в двух- и трёхмерной задачах 

соответственно равна 2n  и 3n . При МГИУ размер-

ность СЛАУ BJ  равна соответственно  1n4   и 

4n8n6 2  .  

Размерности матриц и векторов СЛАУ теплового 

баланса (3) при использовании МКЭ для всех типов 

ГУ теплообмена, стационарных и нестационарных 

задач VJlm  . При этом матрица связей A  яв-

ляется разреженной симметрической ленточной 

матрицей [8]. Размерность МКЭ  

VJN  .      (4) 

Размерность МГИУ зависит от типа ГУ теплооб-

мена. При граничных условиях, не зависящих от 

температуры поверхности (ГУ 1-го и/или 2-го ро-

дов), задача формулируется в виде интеграла супер-

позиции, следовательно, размерность равна  

1N  .      (5) 

Если на граничной поверхности имеются участки с 

заданными ГУ, зависящими от температуры (ГУ 3-

го рода, нелинейные ГУ 2-го рода), то размерности 

матриц и векторов СЛАУ (3) m  и l  равны количе-

ству этих участков. С добавлением интеграла су-

перпозиции имеем следующую оценку размерности 

МГИУ:  

1JN B  .       (6) 

Выражения (4)-(6) позволяют получить следую-

щие соотношения размерностей МКЭ и МГИУ 

МГИУ
МКЭ

N
N . Для стационарных задач 

VМКЭ JN  . Для нестационарных двумерной 

и трёхмерной задач 1964.0n2499.0   и 

2314.0n1666.0   соответственно. 

При оценке числа элементарных операций не бу-

дем рассматривать операции, связанные с вычисле-

нием коэффициентов СЛАУ (3), так как вычисли-

тельная трудоёмкость этой процедуры пропорцио-

нальна размерности задачи. Число элементарных 

операций oN  при использовании МКЭ не зависит 

от типа ГУ и стационарности или нестационарности 

рассматриваемой задачи, а зависит только от раз-

мерности матрицы связей A  [8, 9]. Разработаны 

специальные методы решения СЛАУ с симметриче-

скими разреженными матрицами, имеющими место 

при решении задач с помощью МКЭ [9]. Будем счи-

тать, что для решения рассматриваемой СЛАУ мо-

жет быть один из экономичных методов – метод 

параллельных сечений [9]. Количество элементар-
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ных операций решения разреженных систем с по-

мощью метода параллельных сечений состоит из 

операций разложения матрицы связей A  и собст-

венно решения системы уравнений [9]:  

   mlOlm34lmOlm
3
28N 2

3
22

5
2
1

0 





 . (7) 

В системе уравнений МКЭ VJlm  . Подста-

вив значения m  и l  в (7), получим оценку числа 

элементарных операций для МКЭ 
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В отличие от МКЭ число элементарных опера-

ций oN  при использовании МГИУ зависит как от 

типа ГУ, так и стационарности или нестационарно-

сти рассматриваемой задачи. В зависимости от со-

четания указанных факторов можно рассмотреть 

четыре возможных варианта с различными набора-

ми вычислительных процедур (таблица). 
 

Вычислительные процедуры при решении задач 
теплопроводности с помощью МГИУ 

ГУ Стационарные 

задачи 

Нестационар-

ные  задачи 

Не завися-

щие от тем-

пературы 

поверхно-

сти. 

1. Вычисление 

суммы откликов 

от каждого гра-

ничного участка 

2. Интегрирова-

ние интеграла 

суперпозиции 

откликов по 

времени 

Зависящие 

от темпера-

туры по-

верхности 

3. Решение 

СЛАУ и вычис-

ление суммы 

откликов от 

каждого гра-

ничного участка 

4. Решение 

СЛАУ и интег-

рирование ин-

тегралов супер-

позиции откли-

ков по времени 
 

В случае 1 (таблица) решение представляет со-

бой сумму произведений интенсивностей граничных 

условий  на соответствующие коэффициенты влия-

ния каждого граничного участка на температуру в 

искомой точке тела. Количество элементарных опе-

раций в этом случае  

B0 JN  .        (9) 

В случае 2 (таблица) решение находят путём 

численного интегрирования интеграла суперпози-

ции откликов. Считая, что каждая переходная ха-

рактеристика тепловой системы численно описыва-

ется массивом из s  пар чисел (обычно  210Os  ), 

а интегрирование выполняется рекуррентно с по-

мощью формулы трапеций, получим следующую 

оценку количества элементарных операций:  

B0 sJ3N  .        (10) 

В случае 3 (таблица) вначале решается СЛАУ 

для нахождения значений ГУ на граничных участ-

ках, а затем вычисляется сумма откликов от дейст-

вия каждого граничного участка на температуру 

опасной точки. В случае МГИУ матрица связей сис-

темы A  является плотной и имеет размер 

 BB JJ  . При этом одним из наиболее эффектив-

ных методов решения рассматриваемой СЛАУ явля-

ется метод квадратного корня [9, 10], количество 

элементарных операций которого равно 

6
J2J9J B

2
B

3
B 

. Таким образом, общее число эле-

ментарных операций  

B
B

2
B

3
B

0 J
6

J2J9JN 


 .     (11) 

Наиболее вычислительно трудоёмким является 

случай 4 (таблица), при которых вначале решается 

СЛАУ для нахождения параметров ГУ на границе. 

Затем выполняется интегрирование по времени ин-

тегралов суперпозиции откликов граничных темпе-

ратур и температуры в опасной точке. Количество 

элементарных операций в этом случае 
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 .     (12) 

Соотношение числа элементарных операций 

МГИУ0
МКЭ0

N
N

 при использовании МКЭ и 
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МГИУ для двух- и трёхмерных задач показано на 

рис. 1 и 2 соответственно. 

Выводы. Исследованы возможности и получены 

оценки размерности N  (1), (4)-(6) и количества 

элементарных операций oN  (2), (8)-(12) методов 

решения задач мониторинга ТС, которые позволяют 

сделать следующие выводы об их эффективности. 

В силу нефизичности регрессионных зависимо-

стей область из применения ограничена классом 

задач теплопроводности, где искомая температура 

является функцией ограниченного числа парамет-

ров. В силу большой трудоёмкости получения ис-

ходных данных для их построения число парамет-

ров этих моделей в настоящее время – не более пя-

ти. 

В отличие от регрессионных зависимостей, се-

точные (дискретные) модели малой размерности и 

модели на основе интегральных уравнений отража-

ют физические закономерности теплопереноса и 

позволяют решать стационарные и нестационарные 

задачи теплопроводности с различными типами гра-

ничных условий теплообмена и наличием темпера-

турных нелинейностей. 

Эффективной областью применения сеточных 

(дискретных) методов малой размерности являются 

стационарные и, особенно, нестационарные задачи 

теплопроводности с наличием существенных внут-

ренних температурных нелинейностей в телах про-

стой геометрии. Противоречивые требования к точ-

ности и быстросчётности, влияющие на выбор раз-

мерности этих моделей, не всегда могут быть вы-

полнены, что существенно ограничивает их область 

применения для тел сложной геометрии. В качестве 

недостатка применения сеточных методов для ре-

шения задач мониторинга ТС можно указать избы-

точность выходной информации. Они рассчитывают 

всё поле температур, в то время как в задачах мони-

торинга достаточно следить за изменением темпера-

турного состояния только в одной или нескольких 

точках контролируемой детали. 

Методы на основе граничных интегральных 

уравнений являются более гибкими с точки зрения 

понижения размерности задачи теплопроводности, 

имеют меньшую размерность и вычислительную 

трудоёмкость (рис. 1, 2), но область их применения 
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ограничена случаями внутренней линейности рас-

сматриваемой задачи. Эффективной областью их 

использования являются стационарные задачи теп-

лопроводности. С точки зрения вычислительной 

эффективности решения нестационарных задач в 

телах сложной геометрии, методы на основе гра-

ничных интегральных уравнений также более эф-

фективны по сравнению с сеточными методами, но 

трудоёмкость их создания, как правило, выше. Тру-

доёмкость создания моделей мониторинга неста-

ционарных температурных состояний связана с не-

обходимостью идентификации динамических харак-

теристик тепловой системы, количество которых 

зависит от размерности задачи. 

Все рассмотренные методы наряду с решением 

задачи теплопроводности позволяют теми же под-

ходами решать задачу определения температурных 

напряжений в опасных точках детали. Это обстоя-

тельство позволяет сделать аналогичные выводы об 

эффективности применения этих методов для реше-

ния задач мониторинга температурных напряжений. 
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