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Введение 
 
Обратная задача как задача определения формы 

профиля, обеспечивающего заданное распределение 

давления (или скорости) жидкости по профилю, 

сформулирована достаточно давно и исследовалась 

многими авторами. Обзоры этих работ, относящихся 

к различным аспектам проблемы, имеются в публика-

циях [1 - 4]. 

Постановка ОКЗА осуществляется в несколько 

этапов. 

Первый этап состоит в выборе математической 

модели изучаемого физического явления. Обычно 

используются модели безотрывного обтекания: 

– безвихревого течения идеальной несжимае-

мой жидкости; 

– безвихревого течения сжимаемого газа; 

– вихревого течения сжимаемого газа с учетом 

вязкости в приближении пограничного слоя. 

Второй этап в постановке ОКЗА состоит в задании 

исходного распределения давления (или скорости). 

Одно из основных требований, которому оно должно 

удовлетворять — соответствие физической модели, 

принятой при постановке задачи (так называемые ус-

ловия совместимости исходных данных - УСИД). 

Другое требование вытекает из принятой в ОКЗА 

схемы плавного обтекания: распределение давления 

(скорости) нужно задавать так, чтобы течение было 

безотрывным. Это требование является существен-

ным, так как не только удовлетворяет УСИД, но и 

обеспечивает малую величину сопротивления. При 

выборе исходных данных важен также учет условий, 

обеспечивающих наилучшие эксплуатационные свой-

ства реализованного решения. К ним относятся тре-

бования максимизации аэродинамического качества 

решетки, минимизации профильного сопротивления, 

поперечного градиента, ограничения на толщину 

профиля, кривизну его контура, а также условия 

замкнутости и простоты (отсутствия точек самопере-

сечения).  

Названные условия конструктивной реализуемо-

сти и разрешимости (УР) обратной задачи определяют 

классы гидродинамически целесообразных распреде-

лений давлений (ГЦРД).  

Обзор современного состояния проблемы по-

строения решеток профилей методами теории ОКЗА 

позволяет сделать следующие выводы:  

1. К настоящему времени подавляющая часть 

работ выполнена в рамках модели безвихревого тече-

ния идеальной несжимаемой жидкости.  

2. Методы решения ОКЗА для моделей течения 

сжимаемого газа на базе полного уравнения потен-

циала скорости, в рамках теории малых возмущений, 

уравнения для функции тока и т.п., содержат трудно-

сти, связанные с расчетом скачка уплотнения в сверх-

звуковой зоне. Поэтому их область применения огра-

ничена.  

3. Класс течений без скачков уплотнения явля-

ется довольно узким. Обтекание со скачками уплот-

нения может иметь практическую значимость, если 

скачки будут обладать слабой интенсивностью. По-

этому в случае трансзвуковых течений проблема со-

единения вычислительных программ решения прямой 

задачи, позволяющей получить оценку волновых по-

терь и модификации геометрии исходных решеток 

профилей, является актуальной.  
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4. В большинстве работ по ОКЗА для сжимае-

мых течений существенного внимания роли ограни-

чений и корректности постановок обратных задач не 

уделялось. 

Таким образом, проблемами теории ОКЗА для 

вихревых сжимаемых течений остаются построение: 

– класса ГЦРД, удовлетворяющих УСИД и УР, 

через исходные данные (ИРД), позволяющего при 

использовании его элементов в качестве данных вме-

сто ИРД, получать решения ОКЗА как элементы мно-

жества корректности; 

– методов регуляризации для обеспечения 

единственности и устойчивости решения ОКЗА отно-

сительно малых возмущений входных данных; 

– применения алгоритмов, позволяющих суще-

ственно сократить затраты вычислительных ресурсов. 

Ниже рассмотрена постановка вариационной зада-

чи аэродинамики (ВЗА) построения диффузорных 

решеток профилей при установившемся безотрывном 

обтекании в потоке идеального политропного газа с 

учетом вязкости в приближении пограничного слоя. 

 
Параметризация и выбор исходного распределе-

ния давления 
 

Класс исходных данных вариационной ВЗА π1 

вводится как множество исходных распределений 

давлений P1(s), задаваемых в физической плоскости 

как функции дуговой абсциссы s искомого контура γ 

для каждой из сторон профиля в отдельности, удовле-

творяющих системе обязательных ограничений 

pj (P1)≤εj < ∞, 

π1 ={P1(s)∈π : pj(P1)≤ εj <∞, j=1,m}, 

π1⊂π, 
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где С - класс кусочно-гладких функций.  

Параметризуем P1(s) заданием вектора 0
1P  так, что 

)s,P(P)s(P 0
111 = .  

Поиск оптимального исходного распределения 

давления (ИРД) может быть сведен теперь к нахожде-

нию вектора 0
1P~ : 
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где ζπ - критерий качества, условный экстремум кото-

рого ищется на множестве π1.  

Для выбора оптимального ИРД могут быть естест-

венным образом использованы данные о пограничном 

слое. В задачах пограничного слоя исходными дан-

ными являются распределения скоростей как функции 

дуговой абсциссы s контура для каждой из сторон 

профиля в отдельности. Если ограничиться рассмот-

рением изоэнтропических течений, то между ИРД и 

исходным распределением скорости (ИРС) устанав-

ливается взаимно однозначное соответствие через 

газодинамические функции (GDF). Тогда выбор огра-

ничений и поиск оптимального ИРД целесообразно 

свести к изопериметрической задаче нахождения век-

тора, задающего оптимальное ИРС: 
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где множество W1 является образом множества π1, 

причем  

U1=GDF(P1) или ).U(GDFP 1
1

1
−=  

Оптимальное распределение скоростей в области 

сопряжения пера лопатки с торцевой стенкой отлича-

ется от распределения, реализуемого в центральных 

по высоте лопатки сечениях на режимах минимума 

профильных потерь (или максимального качества), 

рядом особенностей: 

– снижены скорости вдоль выпуклой поверхно-

сти лопатки вблизи входной кромки; 

– реализуется диффузорный участок вдоль во-

гнутой поверхности во входной по потоку части про-

филя. 

В совокупности указанные признаки обеспечива-

ют снижение поперечного градиента давления во 

входной и центральной части межлопаточного канала 

у торцевых стенок, а следовательно, уменьшение ин-
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тенсивности поперечных пристенных течений в кана-

ле в целом, повышение устойчивости к отрыву погра-

ничных слоев в двугранном угле.  

При построении решения ВЗА существенно пред-

положение о малости толщины вытеснения погранич-

ного слоя δ∗. Требование малости δ∗ выполняется 

только в том случае, если профиль обтекается безот-

рывно. Поэтому задаваемое ИРС должно быть таким, 

чтобы рассчитанный по нему пограничный слой оста-

вался безотрывным по всему контуру профиля. 

Учитывая вышеуказанные особенности оптималь-

ное ИРС целесообразно искать в классе исходных 

данных W1 - параметрически задаваемых кусочно-

гладких функций U1(s°) безразмерной дуговой абс-

циссы s°=s/sm (sm - длина дуги от входной до выход-

ной кромок) контура для каждой из сторон профиля в 

отдельности: 

– для стороны разрежения 
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– для стороны давления 
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где LE1 q/qU =  - относительная скорость; 

p,s1 )n,U(  - положительные константы; 

;0)U()U( p,s1ip,s1 >≥ +   

(Н)s, p - формпараметры пограничного слоя на уча-

стках торможения вдоль контура профиля; 
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(U)s,p - функции, построенные на основе решения об-

ратной задачи теории пограничного слоя из условия 

постоянства формпараметра (H)s,p пограничного слоя 

на участках торможения контура профиля; (s1, s2)s,p - 

дуговые абсциссы, отсчитываемые от входной кормки 

s=0, в физической плоскости характерных точек (то-

чек сопряжения) распределения на контуре скорости 

U1 (s) для каждой из сторон профиля в отдельности. 

(Верхний индекс при идентификаторах безразмерных 

физических величин в вышеприведенных и далее со-

отношениях опущен). 

Принималось, что 

.0)0s(Uc,ss,ss p21
p
LEp1

s
LEs1 =+′===  

В предлагаемой постановке форма профиля в ма-

лых окрестностях входной и выходной кромок фик-

сируется, а вид оптимального ИРС U1(s) на участках 

[0,sLE] при достаточно малых (порядка 0.01…0.08) 

величинах sLE незначительно сказывается на развитии 

пограничного слоя, поэтому обычно параметры s1s, ns 

и np фиксировались. Предполагалось дополнительно, 

что длины дуг (sm)s,p сторон контуров и циркуляции 

скорости для искомого Г1 и первоначально взятого 

профиля Г0, обеспечивающие требуемый поворот по-

тока, совпадают, то есть 

,0mep,s211LELE11 Г)U,)s,s,H,U,n(,r,q(ГГ ==  

где Г0 - теоретическое значение, найденное при расче-

тах по схеме безотрывного течения со струйным об-

теканием выходных кромок.  

Если рассчитанный угол выхода потока αTE ре-

шетки первоначально взятых профилей превышает 

заданный, принималось 

Г1=kHГ0  (kH<1).                              (3) 

Таким образом, поиск оптимального ИРС в классе 

исходных данных может теперь быть сведен к нахож-

дению решения изопериметрической задачи - вектора, 

задающего U1(s), вида 

[ ] .s,s,H,U,H,UU~ T
p2p1pp1ss1

o
1 =  

 
Задание безотрывных распределений скорости 
 
При установившемся безотрывном обтекании ре-

шетки профилей вязким сжимаемым газом с больши-

ми числами Рейнольдса типичной является схема те-
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чения с тонким пограничным слоем. С учетом мало-

сти толщины вытеснения в качестве основного потока 

около профилей можно рассматривать невязкое обте-

кание решетки идеальным политропным газом (изо-

энтропическое течение) со струями, сходящими с вы-

ходных кромок конечной толщины. Это позволяет 

воспользоваться при решении ВЗА результатами тео-

рии пограничного слоя и представить условие отсут-

ствия отрыва потока непосредственно через U1(s). 

Известны различные способы задания таких распре-

делений скорости основанные на использовании кри-

териев отрыва. Использование при задании ИРС в 

качестве условия безотрывности постоянство форм-

параметров пограничного слоя, построенных на базе 

классических критериев безотрывности, позволяет 

получить соответствующие распределения U1(s) в 

явном виде. 

Таким образом, построен класс исходных данных 

W1, удовлетворяющих системе обязательных ограни-

чений в форме соотношений (1 - 3) - многопараметри-

ческое семейство ИРС U1(s), удовлетворяющих 

УСИД, задаваемых вектором 0
1U~ , размерность кото-

рого сведена к минимуму за счет введения упроще-

ний. 

 
Выбор критериев качества 

и ограничений  
вариационной задачи аэродинамики 

 
Задачу для внутренней подсистемы нахождения 

оптимального ИРС U1(s) удобно представить как ча-

стный случай общей задачи оптимального проектиро-

вания технических устройств. Будем характеризовать 

объект разными группами параметров: режимными 

или проектными П°, которые задаются конструкто-

ром; фазовыми переменными или параметрами со-

стояния Ф0, устанавливаемыми в процессе расчетов 

по заданным замыкающим соотношениям; управ-

ляющими или регулирующими переменными U0, вы-

бор которых определяется данным типом задачи. 

Изопериметрическую задачу нахождения вектора 

0
1U~ , определяющего ИРС U1(s) при дополнительном 

условии (3), можно представить теперь следующим 

образом: определить -  
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где – DП - множество имеющих физический смысл 

режимов; 

{ },m,1j,)U(u:W)s(UW j1j11 =∞<ε≤∈=   

W1⊂W, множество W является образом множества π 

при отображении его с помощью GDF (газодинамиче-

ских функций).  

Ограничения uj(U1) включают в себя заданные 

функции (1 - 3). В рассматриваемой постановке в век-

тор П°=(П°1, П°2, П°3) входят: геометрические пара-

метры решетки и первоначально взятого профиля 

[ ] ;r,r,,T/B,BП T
TELE

o
10 υ=−γ  параметры потока 

на входе и выходе из решетки – 

[ ] ;,,,,S,IП T
TETELELE000

o
2 λαλα=  дополнитель-

ные параметры, задающие семейство 
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Векторы фазовых и управляющих параметров образо-

ваны переменными – ;]U,U,s[Ф T
p2p1s2

o =  

.]s,s,U[U T
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На область изменения фазовых и управляющих 

переменных накладывались дополнительные ограни-

чения: 

– для фазовых параметров  

Ф°:s2s≥rLE, U1p<Us min, U2p>Up min; 

– для управляющих параметров  

),s,s(s,rs
],U,U[U:U

maxpp1p2LEp1

maxsminss1
o
1

∈≥
∈

 

где Us max = 1.3…1.55,  

Us min = 1.2...1.3,  

Up min = 0.5…0.7,  
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sp max = 0.6…0.9, что соответствует множеству 

имеющих физический смысл решений, то есть задан-

ный режим должен быть физически реализуем. 

В качестве критерия качества для профилей, рас-

полагаемых в центральной части лопаточного венца, 

обычно принимают коэффициент потерь полного дав-

ления ζW[U1] = δ0[U1], оценка которого ведется с уче-

том потерь на трение на профиле и кромочных по-

терь. 

Таким образом предложен метод решения ВЗА для 

внутренней подсистемы. Построен класс исходных 

данных ВЗА как множество ИРС (ИРД), задаваемых в 

физической плоскости как функции дуговой абсциссы 

искомого контура для каждой из сторон профиля в 

отдельности, удовлетворяющих системе обязательных 

ограничений. Предложен способ задания фиксиро-

ванного многопараметрического семейства ИРС 

(ИРД) вдоль контура профиля, удовлетворяющих 

УСИД, задаваемых вектором размерность которого 

сведена к минимуму. 

 
Результаты расчета 

 
В качестве тестовой платформы был выбран венец 

направляющего аппарата перспективного авиацион-

ного двигателя. Результаты расчетов представлены на 

рис. 1, 2. На рис. 1 представлены распределения ско-

ростей в среднем сечении вдоль контура профиля ис-

ходного и модифицированного вариантов лопатки. На 

рис. 2 представлены распределения потерь полного 

давления вдоль размаха лопатки исходного и моди-

фицированного венца. В результате оптимизации по-

тери полного давления могут быть уменьшены на 

6.6%. 

 
Выводы 

 
Разработанный высокоэффективный численный 

метод, адекватный физике явления, обеспечивающий 

точность получаемых результатов соизмеримую с 

точностью эксперимента, позволяющий решать ВЗА с 

приемлемыми затратами машинного времени на 

ЭВМ, доступный широкому кругу пользователей. 
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Рис. 1. Распределения скоростей в среднем сече-

нии вдоль контура профиля 
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Рис. 2. Распределения потерь полного давления 

вдоль размаха лопатки 
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