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Предложенным ранее в статье [1] способом построены ортонормированные базисные функции для ряда 
краевых задач в одномерной области. Базисы представляют собой линейную комбинацию полиномов 
Лежандра. 
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Введение 

 
Большая часть задач прочностного расчета кон-

струкций аэрокосмической техники решается при-

ближенными численными методами, эффективность 

которых во многом зависит от качества используе-

мых базисных функций. Наилучшими свойствами 

обладает ортонормированный базис, который по-

строен для ряда одномерных краевых задач [1]. По-

строение базиса предполагается на основе некото-

рой полной последовательности достаточно глад-

ких, линейно независимых функций, имеющих не-

нулевой след, но, возможно, не удовлетворяющих 

главным граничным условиям краевой задачи. Идея 

построения базисных функций заключается в специ-

альном подборе линейной комбинации функций 

исходной последовательности таким образом, чтобы 

удовлетворить главным граничным условиям. 

Понятно, что свойства получаемого базиса во 

многом зависят от свойств функций исходной по-

следовательности. В примере работы [1] в качестве 

исходной взята последовательность , 0,1,...nx n  , 

которая ввиду почти линейной зависимости (в тер-

минах [2] – "неминимальности") не может быть ис-

пользована в численной реализации какого-либо 

приближенного метода. 

В работе [1] речь шла о базисе для метода Рэлея-

Ритца, поэтому достаточно было удовлетворить 

только главным граничным условиям, но в одно-

мерных краевых задачах ничто не мешает удовле-

творить и естественным граничным условиям, что 

при использовании метода Рэлея-Ритца значительно 

повышает точность и сходимость получаемого при-

ближенного решения, а для метода Бубнова-

Галеркина и вовсе является обязательным условием. 

В данной работе в качестве исходной последова-

тельности функций взяты полиномы Лежандра 

, 0,1,...nP n  . Рассмотрены свойства получаемого 

базиса в энергетической метрике дифференциаль-

ных операторов в обыкновенных производных u  

и IVu  на интервале 1..1x   . 

 

1. Ортонормированные базисы 
для оператора u  

 
Энергетическое скалярное произведение и квад-

рат нормы определяются формулами 

1

1
( , )u v u v dx



   ,                           (1) 

1
2 2

1
u u dx



  .                            (2) 

Рассмотрим три типа возможных граничных ус-

ловий для этого оператора. 

1.1. Задача Дирихле. Задача Дирихле для опера-

тора u  описывается условиями 

( 1) (1) 0.                                (3) 

Если базис строить в виде линейной комбинации 

1 1 2 1, 1,2,...n n n nP a P a P n      ,         (4) 
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где 1 2,a a  – некоторые постоянные, то выполнение 

граничных условий (3) с учетом значений полино-

мов Лежандра 

( 1) ( 1)n
nP                                 (5) 

приводит к значениям коэффициентов 

1 20, 1a a    и  

1 1, 1, 2,...n n nP P n     .                  (6) 

Вычислим скалярное произведение (1) этих 

функций. Для этого рассмотрим производную 

1 1n n nP P      . 

Применяя известную формулу [3] 

   1 12
11

2 11
n n n

n n
P P P

nx
 


  


 и рекуррентные со-

отношения для полиномов Лежандра, можно полу-

чить 
2n n

n P
n

 


, откуда немедленно следует ор-

тогональность базиса (6) и нормировочный коэффи-

циент  2 2 1n  . 

1.2. Смешанные граничные условия. Анало-

гичная процедура по отношению к линейной ком-

бинации (4) с использованием граничных условий  

( 1) (1) 0                                (7) 

проводит к базису  

 2
1 12 2

12 1 , 1, 2,...n n n n
nnP P P n

n n
 


     .  (8) 

Рассмотрим скалярное произведение (1) данных 

функций. Проведя интегрирование по частям, полу-

чим 
1

1
1

1
n m n mdx



      . Заметим, что внеинте-

гральный член равен нулю при любых значениях m 

и n в силу выполнения условий (7), а 
1

1
0n mdx



    

при m>n ввиду свойства сильной ортогональности 

полиномов Лежандра, откуда следует ортогональ-

ность системы (8). Далее при m=n и с учетом значе-

ний полиномов Лежандра (5) и их производных 

 1
( 1) ( 1)

2
n

n
n n

P


                         (9) 

получим  
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т.е. нормировочный множитель 
   1 2 2 1

n
n n 

. 

1.3. Задача Неймана. Для оператора u  в зада-

че Неймана 

( 1) (1) 0      .                       (10) 

На правую часть краевой задачи ( ( )f x ) необхо-

димо наложить дополнительное условие (условие 

разрешимости) 
1

1
( ) 0f x dx



 . 

Это условие будет выполняться каждой базисной 

функцией 

  
 1
2 3

, 1,2,...
1n n n

n n
P P n

n
 

   


.      (11) 

Доказательство ортогональности и определение 

нормировочного множителя аналогично приведен-

ному в п.1.2. 

Полученные результаты сведены в табл. 2. 

 
2. Ортонормированные базисы 

для оператора IVu  
 

Для данного оператора ставятся четыре гранич-

ных условия, поэтому базис можно построить в виде 

3 1 2 2 1 3 4 1, 1,2,...n n n n n nP a P a P a P a P n          .(12) 

Дважды интегрируя по частям порожденное дан-

ным оператором энергетическое скалярное произве-

дение функций (12), получим 

 
11 1

1 11

IV
n m n m n m n mdx dx

 

               . 

Внеинтегральные члены в случае задачи Дирих-

ле, Неймана или задачи со смешанными граничны-

ми условиями равны нулю при любых m и n, если 

функциями (12) выполнены граничные условия. 

Используя  свойства  сильной  ортогональности,  



 

Таблица 1 
Ортогональный базис и нормировочный множитель для оператора IVu  на интервале (-1,1), n=1, 2, 3, … 

Граничные условия 
Дополни-
тельные 
условия 

Функции Квадрат нормировочного 
множителя 

1 2 3 4 

  1 1
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Окончание табл. 1 

1 2 3 4 

 
1 1 1 10, 0, 0, 0 

            

1

1
0ndx



   

 
 

   
     

   
   

       
   

2

4 3 22 2

2

12 2

2 5 5 2 10 33 2 7

2 2 3 1 2

3 5 4 2 7 5 4 2 7 3

1 2 2 3 1 2

n n n

n n

n n n nn
P P P

n n n n

n n n n n n n
P P

n n n n n n n

  



   
 

   

      
 

    



 

 
     

 
   

2

2 2

1
2 4 5 2 5

2

2 7 3

n n
n n n

n

n n




  




 

 

 1 1

1 1

0, 0,

0, 0




    

    



 

1

1
0ndx



   
     
   

     
    

2

4 22 2

5 4 2 7 7 92 2 5 5 4

2 3 3 1 2 3 1 3 1
n n n

n n n n nn n n
P P P

n n n n n n n n
 

      
 

      
 

 
       

 
 

2

2

2

1

2 4 5 2 5 2 7

3 1

7 9

n n

n n n n

n n

n n




   

 


 

 

 
1 1 1 10, 0, 0, 0 

             

1

1
0ndx



   

       
     

     
      

      
    

          
      

4 32 2 2

4 3 2

222 2

2

122 2

2 2 2

22 2

1 4 5 2 7

2 4 1 4 3

4 5 2 5 2 20 53 15 18

2 3 4 1 4 3 2

4 5 6 2 7

4 1 4 3 2

4 5 2 7 3 6 2 6 6

1 2 3 4 1 4 3 2

n n

n

n

n

n n n n n
P P

n n n n n

n n n n n n n
P

n n n n n n

n n n n
P

n n n n n

n n n n n n n n
P

n n n n n n n n

 





   


    

      
 

     

   
 

    

       


      



 

   
      

  
    

2

2

2 2

2 2 2

1 2

2 4 5 2 5 2 7

4 3 4 1

3 6 6 6 2

n n n

n n n n

n n n n

n n n n n

 


   

   


    

 

1 1

1 1

0, 0,

0, 0




    

    



 

1

1
1

1

0,

0

n

n

dx

x dx





 

 




 

     
    

        
     

5 3

1

2 6 7 2 7
2 3 2 5

4 5 6 7 2 9
1 2 3 2 5

n n

n

n n n
P P

n n n

n n n n n
P

n n n n n

 



  
 

  

    


   

 

 
    

   
    2

1
2 4 5 6

2 3

7 2 7 2 9

n n
n n n

n n

n n n




  

 


  

 

 



Проектирование аэрокосмических летательных аппаратов 36 

получим 
1

1
0n mdx



    и 
1

1
0IV

n mdx


    при m>n, 

откуда следует ортогональность функций (12). 

При m=n получаем 
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Таблица 2 
Ортогональный базис и нормировочный множитель для дифференциального  

оператора u  на интервале (–1,1), n=1, 2, 3, … 
 

Граничные 
условия 

Дополнительные 
условия Ортогональный многочлен Квадрат нормировочного 

множителя 
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– 1 1n nP P    

1
2 2 1n 
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С учетом (5), (9) и  

    1 1 2
( 1) ( 1)
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P
  

    , 

         2 1 1 2 3
( 1) ( 1)

48
n

n
n n n n n n

P
    

     

окончательно получим 

   

1

41

0 ;
2 1 2 3 2 5 .m n

  при  m n
dx

a n n n  при m n


        
  

Базисные функции и нормировочные множители 

для различных граничных условий приведены в 

табл. 1. 

 
Заключение 

 
1. С помощью предложенного в работе [1] спо-

соба на основе хорошо изученных полиномов Ле-

жандра построены ортонормированные базисы для 

операторов u  и IVu  с различными граничными 

условиями. 

2. Не составляет никакого труда с помощью дан-

ного способа построить ортонормированные систе-

мы для дифференциальных операторов более высо-

ких порядков. 

3. В дальнейшем представляет интерес построе-

ние базисов для разветвленных составных конст-

рукций. 
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