
Проектирование аэрокосмических летательных аппаратов 32 

УДК 519.63:533.9.07 
 

С.И. ПЛАНКОВСКИЙ, О.В. ШИПУЛЬ, В.О. ГАРИН  
 
Национальный аэрокосмический университет им. Н.Е. Жуковского “ХАИ”, Украина 
 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ТУРБУЛЕНТНЫХ ТЕЧЕНИЙ В КАТОДНЫХ УЗЛАХ  
ПЛАЗМЕННОГО ОБОРУДОВАНИЯ 

 
Проведен анализ наиболее популярных моделей турбулентности, использующихся в современных ком-
мерческих CFD пакетах, применительно к задачам моделирования течений в катодных узлах плазмен-
ного оборудования. Для обоснования выбора модели турбулентности проведено сравнение результа-
тов моделирования с данными экспериментов по изучению закрученной пристенной струи в канале со 
спутным центральным потоком. Показано, что получение наиболее точных результатов для рас-
сматриваемых параметров – компонент скоростей и  интенсивности турбулентности – обеспечива-
ется при использовании SST модели турбулентности. 
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Введение 
 
Применение плазменного оборудования для 

утилизации композиционных материалов в авиаци-
онной промышленности является наиболее перспек-
тивным. Для длительной работоспособности плаз-
менного оборудования с термокатодами особое зна-
чение имеет обеспечение эффективной защиты 
эмиттера. Для решения этой задачи в работах [1, 2] 
предложено использовать при проектировании про-
точной части катодных узлов метод, основанный на 
численном эксперименте с применением математи-
ческих моделей течения многокомпонентной газо-
вой среды и количественных оценок состава атмо-
сферы вблизи поверхности эмиттера на основе кри-
терия обеспечения докритического парциального 
давления активных газов. Использование такого 
подхода требует применения адекватных математи-
ческих моделей, учитывающих особенности течений 
в катодных узлах плазменного оборудования.  

В существующих электродуговых плазменных 
генераторах могут реализовываться как ламинар-
ные, так и турбулентные режимы течения газа. По-
этому математическая модель течения газа в полос-
ти катодного узла должна учитывать оба эти режи-
ма. Это является особенно важным с учетом того, 
что при турбулентных течениях процесс проникно-
вения активных газов в прикатодное пространство 
протекает гораздо более интенсивно, чем при лами-
нарных течениях, где его скорость определяется 
диффузией вдоль стенок канала катодного узла. 

В то же время, при проведении проектировоч-
ных расчетов применение сложных математических 
моделей может привести к резкому увеличению вы-

числительных затрат. Поэтому при выборе расчет-
ной математической модели  необходимо тщательно 
учитывать как ее точность, так и требования к вы-
числительным ресурсам.  

Целью работы является обоснование выбора 
модели для описания турбулентных течений в зада-
чах проектирования проточной части катодных уз-
лов плазменного оборудования. 

 

Анализ известных подходов в области 
моделирования турбулентных течений 

 
Количество работ, посвященных моделирова-

нию турбулентных течений, настолько велико, что 
даже один их обзор может составить предмет от-
дельного исследования. Поэтому ограничимся крат-
ким анализом возможности применения для рас-
сматриваемых задач тех из моделей турбулентности, 
которые реализованы в существующих коммерче-
ских CFD (computational fluid dynamics) пакетах (см. 
рис. 1). Хотя нестационарные уравнения Навье-
Стокса дают возможность описания реальных тур-
булентных течений, практическое исследование 
турбулентности методами прямого численного мо-
делирования по системе уравнений Навье-Стокса на 
сегодня затруднено из-за больших вычислительных 
затрат. Аналогичные недостатки присущи полупря-
мым методам моделирования, например, методу 
крупных вихрей (LES). В качестве альтернативного 
подхода для проектировочных расчетов могут рас-
сматриваться различные методы осреднения урав-
нений Навье-Стокса по Рейнольдсу. 

При использовании этих методов предполага-
ется, что осредненные значения пульсационных 
компонент равны нулю, однако осреднения от 
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Рис. 1. Иерархия типов моделей турбулентности 
 
произведений пульсационных компонент нулю не 
равны. Поэтому в осредненных уравнениях движе-
ния появляются дополнительные члены (напряже-
ния Рейнольдса), равные i jv v  , которые описы-

вают изменение импульса, вызванное взаимодейст-
вием турбулентных пульсаций скорости.  

Для определения напряжений Рейнольдса 
обычно используется гипотеза Буссинека, которая 
связывает их с осредненными градиентами скоро-
стей:  

ji i
i j т т ij

j i i

vv v2v v k
x x 3 x

                    
. 

Полученные уравнения описывают поведение 
осредненных характеристик турбулентного течения, 
если в качестве коэффициентов вязкости в них бе-
рутся эффективные значения, равные сумме моле-
кулярной (ламинарной динамической) и турбулент-
ной вязкости, т.е. 

л т    . 
Для определения значений т  существуют 

многочисленные полуэмпирические теории турбу-
лентности, которые могут быть подразделены на 
алгебраические и дифференциальные модели. Ал-
гебраические модели используют простейшие соот-
ношения для связи турбулентной вязкости с осред-
ненными величинами и геометрическими характе-
ристиками. Один из примеров модели этого класса – 
классическая формула Прандтля.  

Дифференциальные модели используют урав-
нения для переноса различных характеристик тур-
булентности и позволяют определить пространст-
венный и временной масштаб турбулентности в ло-
кальных точках. Наибольшее распространение сре-
ди них в настоящее время получили двухпараметри-
ческие k-ε и k-ω модели и их модификации. 

В классической k-ε модели Лаундера-Джонса 
[3] турбулентная вязкость в системе уравнений оп-
ределяется из соотношения Колмогорова 

2

т
C f k  


, 

где k – кинетическая энергия турбулентных пульса-
ций;  – скорость диссипации турбулентной энер-
гии; C = 0,09 – эмпирическая постоянная модели; 
f – функция турбулентного числа Рейнольдса. 

Для определения кинетической энергии турбу-
лентности и скорости ее диссипации в k-ε модели 
используются два дополнительных уравнения. 

В исследованиях, посвященных совершенство-
ванию k-ε модели, авторами предлагались различ-
ные выражения для функции f и значения эмпири-
ческих коэффициентов. Такой подход является до-
вольно типичным для исследований в области моде-
лирования турбулентности. Связан он с попытками 
улучшить поведение решения в той или иной харак-
терной области – вблизи стенки, в зоне развитой 
турбулентности или турбулентного следа. К сожа-
лению, обычно подобные модификации приводят к 
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тому, что в результате наблюдается улучшение сов-
падения с экспериментальными данными для одних 
задач и ухудшение – для других. 

Многочисленные публикации свидетельствуют 
о том, что с помощью уравнений k-ε модели удается 
достаточно адекватно описать широкий класс тур-
булентных течений. Однако отмечалось, что при 
описании закрученных течений модель дает некор-
ректные результаты [4]. Следует заметить, что урав-
нения k-ε модели справедливы только для развитого 
турбулентного течения. В окрестности же твердых 
поверхностей необходимо специальное рассмотре-
ние постановки граничных условий для k, ε и каса-
тельной компоненты вектора скорости вблизи стен-
ки. Это осложняет использование данной модели 
для изучения течений в полостях катодных узлов, 
так как из-за того, что скорость газа вблизи стенки 
мала, именно здесь следует ожидать прорыва актив-
ных газов в прикатодную область. 

В ряде исследований, посвященных моделиро-
ванию турбулентных потоков в плазменных генера-
торах для устранения недостатков, свойственных k-ε 
модели, в пристеночной области она заменялась 
другими моделями. Так, например, в работе [5] для 
этого применялась модель Прандтля с последующей 
сшивкой моделей. Такой подход, однако, не гаран-
тирует получения качественных результатов. Для 
сложных течений сшивка модели длины смешения 
Прандтля и k-ε модели становится проблематичной.  

Дальнейшие модификации стандартной k-ε мо-
дели в некоторой степени позволили устранить ее 
недостатки. Среди таких модификаций необходимо 
выделить RNG k-ε модель, которая была разработа-
на на основе строгих статистических методов 
(renormаlizаtion group theory). Основные отличия 
RNG k-ε от стандартной k-ε модели заключаются  в 
следующем. В стандартной модели значения кон-
стант получены на основе ее подгонки под экспери-
ментальные результаты. RNG модель дает аналити-
ческие выражения для констант. Это особенно зна-
чимо в отношении констант уравнения для ε, так как 
способ его получения и значения констант неодно-
кратно подвергались критике [6].  

В то время, как стандартная k-ε модель являет-
ся высокорейнольдсовой моделью, RNG теория пре-
доставляет полученную аналитическим путем диф-
ференциальную формулу эффективной вязкости, 
что более приемлемо при расчете низкорейнольдсо-
вых течений, которые наиболее часто встречаются в 
промышленном плазменном оборудовании.  

Еще одной часто применяемой для расчетов 
моделью турбулентности является k-ω модель, в 
которой вместо уравнения для диссипации энергии 
используется уравнение для турбулентной частоты 
ω. Данное уравнение имеет существенные преиму-

щества около поверхности стенки и точно предска-
зывает масштаб турбулентности в потоках с боль-
шими градиентами давлений. Кроме того, данная 
модель имеет очень простую низкорейнольдсовскую 
формулировку. 

Выражение для турбулентной вязкости при ис-
пользовании k-ω модели записывается в виде [7]: 

т
k

 


. 

Преимуществом данной модели перед различ-
ными формулировками k-ε модели является более 
точное соответствие результатов моделирования 
экспериментальным данным в пристеночной облас-
ти, что неоднократно подтверждалось различными 
исследователями при проведении численных экспе-
риментов. В то же время, ее использование для мо-
делирования турбулентных течений вне погранич-
ного слоя может приводить к большим погрешно-
стям. 

В работах Ментера [8, 9] был предложен под-
ход, позволивший объединить k-ε и k-ω модели тур-
булентности, используя каждую из них там, где она 
оказывается наиболее точной: k-ε – в области разви-
той турбулентности, k-ω – в пристеночных областях. 

Для этого уравнения k-ε модели были перепи-
саны в эквивалентной k-ω формулировке: 

   i
i ij л k1 т

i j i i
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t x x x x
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i т j

v
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t x x
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Далее уравнения стандартной k-ω модели были 
умножены на функцию F1, а преобразованные урав-
нения k-ε модели – на функцию 1 – F1. Эта функция 
играет роль переключателя между моделями и по-
строена таким образом, чтобы быть равной единице 
вблизи стенки и 0 – вдали от поверхности. 

В результате сложения полученных выражений 
получается базовая формулировка объединенной 
модели: 

   i
i ij л k т

i j i i

vk kv k k
t x x x x

     
               

,(1) 

  2i
i ij

i т j

v
v

t x x
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i i j j
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x x x x 
    

             
.(2) 

Все эмпирические константы Ф1 стандартной 
k-ω модели, Ф2 преобразованной k-ε модели и Ф 
объединенной модели связаны зависимостью: 
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      1 1 1 2F (1 F )      .                       (3) 
Из условия устойчивости вычислений функция 

F1 выбирается в виде: 

 4
1 1F tanh arg , 

где 2
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; 

y – расстояние до ближайшей стенки; 

20
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. 

Кроме объединения k-ε и k-ω моделей в моде-
ли, предложенной Ментером и получившей назва-
ние SST k-ω модель (sheаr-stress trаnsport – переноса 
касательных напряжений), введено еще одно прин-
ципиальное новшество. Важным преимуществом 
моделей переноса полных напряжений Рейнольдса 
по сравнению с рассматриваемыми двухпараметри-
ческими моделями турбулентности является адек-
ватный учет переноса турбулентных касательных 
напряжений i j: v v    : 

i
i

d v
dt t x
  
 
 

. 

При этом полагается, что касательное напря-
жение в пограничном слое пропорционально к тур-
булентной кинетической энергии 1τ a ρk , где а1 – 
эмпирическая константа. В двухпараметрических 
моделях касательное напряжение вблизи стенки вы-
числяется как тτ μ Ω , где Ω ( v y)   . Для более 
точного учета  переноса касательных напряжений в 
SST модели используется следующее выражение: 

k
1

k

Производство a k
Диссипация

   . 

Чтобы удовлетворять данному уравнению, ве-
личина т  задается выражением: 
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 функция, которая равна единице для пограничного 
слоя и нолю для свободных слоев.  

Таким образом, для моделирования течений в 
полости катодных узлов, для которых характерны 
низкие числа Рейнольдса потока и интенсивная его 
закрутка, в наибольшей степени соответствует при-
менение RNG k-ε и SST моделей турбулентности. 
Для окончательного выбора модели турбулентности 
были проведены сравнительные расчеты для тесто-
вой задачи, результаты которых сопоставлялись с 
экспериментальными данными. 

Описание тестовой задачи  
 

Осесимметричные закрученные течения в элек-
тродуговых генераторах плазмы отличаются тем, 
что основная масса газа движется по периферии ка-
нала, вблизи стенок. Это связано с высокой молеку-
лярной вязкостью и низкой плотностью газа  на оси 
канала, где температура максимальна. Такая картина 
течения имеет много общего с пристенными закру-
ченными струями, которые довольно хорошо теоре-
тически и экспериментально изучены [6].  

Для сравнения результатов моделирования с 
использованием различных двухпараметрических 
моделей турбулентности с целью выбора наиболее 
эффективной применительно к закрученным пото-
кам в катодных узлах были проведены расчеты осе-
симметричных течений в цилиндрическом канале 
для условий, соответствующих эксперименту (рис. 
2) [10]. 

В этих экспериментах испытательный стенд 
представлял собой цилиндрический канал диамет-
ром D = 75 мм, на входе в который помещалось за-
кручивающее устройство.  

Поток воздуха в канал поступал через коакси-
альную щель δ = 3,7 мм.  

Длина рабочего участка L составляла 491 мм. 
Массовый расход через коаксиальную щель состав-
лял 2,0910-2 кг/с. 

Во входном сечении для пристенной струи про-
дольная компонента вектора скорости задавалась 

исходя из зависимости z
QV

ρπs(D δ)



. Для закру-

ченного течения окружная компонента составля-

ла zV V tg54   . Для интенсивности турбулентно-

сти в соответствии с условиями эксперимента было 
взято значение Tu = 0,1. Для центральной струи 
продольная компонента скорости определялась по 

общему расходу Q0 как 0
z 2

Q Q
V

ρπ(R δ)





, где общий 

расход для незакрученного сечения составлял Q0  = 
4,710-2 кг/с, Q=Q1.., а для закрученного Q0 = 6,610-2 
кг/с, Q=Q2.. Для центральной струи интенсивность 
турбулентности задавалась равной Tu = 0,05. 

Данная задача была выбрана в качестве тесто-
вой исходя из того, что картина течения в ней прак-
тически полностью соответствует той, которая ха-
рактерна для катодного узла с полым катодом. Кро-
ме того, экспериментальные данные, полученные 
авторами работы [10], позволяют оценить достовер-
ность результатов моделирования при различных 
способах подачи защитного газа: аксиальном и ком-
бинированном (аксиальном через полость катода и 
закрученном – по пристеночной области). 
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Рис. 2. Схема эксперимента для закрученной пристеной струи в канале со спутным центральным потоком 

 
Результаты исследования  

и их обсуждение 
 

В ходе моделирования определялись значения 
компонент вектора скорости и интенсивности тур-

булентности 
2 2 2

z r

2 KTu
3 (V V V )


 

, где K – 

кинетическая энергия турбулентных пульсаций. 
Расчеты проводились для случая аксиальной и ком-
бинированной подачи воздуха с применением трех 
моделей турбулентности: k-ε, RNG k-ε и SST.  

Расчетная область была покрыта гексагональ-
ной сеткой. Для определения необходимого для 
обеспечения точности решения размера элементов 
вблизи стенки использовались соотношения [11] 

f 2
f

y D 0, 455y , C
Re C 2 (ln(0,06Re))


   , 

где y+ – параметр модели турбулентности  (для k-ε  
1, SST – 1,5…2,5). 

При вычислениях использовалась одинаковая 
расчетная сетка для всех моделей с y+ 1. Для обес-
печения устойчивости решения при построении рас-
четной сетки она проверялась на соответствие по 
двум параметрам качества: минимальному телесно-
му углу (для применявшейся сетки 53 при допус-
тимом 20) и соотношению между радиусом впи-
санной и описанной вокруг элемента сферы (min 0,3 
при допустимом не менее 0,2). Процесс сходимости 
контролировался по компонентам скоростей, давле-
нию и основным параметрам для каждой из модели 
турбулентности. 

Расчеты, проведенные для определения про-
дольной компоненты скорости незакрученного те-
чения по различным моделям турбулентности, дают 
хорошее совпадение с экспериментом (рис. 3). При 
этом RNG k- и k- модели лучше описывают осе-
вую компоненту скорости в сечении z = 46 мм, рас-
положенном ближе к входу в канал. 

Модель SST в целом более точно описывает 
изменение продольной скорости в рабочем канале, 
особенно для пристеночных областей с r/R  0,8. 

Для турбулентных характеристик течения SST мо-
дель также дала наиболее близкие к эксперимен-
тальным данным результаты (рис. 4). Наиболее хо-
рошее совпадение по-прежнему наблюдалось в при-
стеночной области.  

Из общей картины достаточно хорошего сов-
падения расчетных и экспериментальных данных 
несколько выпадают результаты расчета интенсив-
ности турбулентности для сечения z = 46 мм. Ни 
одна из моделей не дала близких значений для мак-
симума интенсивности турбулентности, описываю-
щего его смещение к оси рабочего канала. Следует, 
однако, заметить, что авторы работы [10], с резуль-
татами которой проводилось сравнение, отмечали, 
что погрешность измерения турбулентных характе-
ристик составляла 5…30%. Поэтому такое несовпа-
дение вполне может быть вызвано неточностью из-
мерений при проведении эксперимента.  

Для закрученного течения все исследованные 
модели турбулентности дали близкие результаты 
для профилей продольной скорости (рис. 5). Однако 
SST модель по-прежнему обеспечивала наиболее 
точное совпадение численных результатов с экспе-
риментом, особенно для сечений с наиболее интен-
сивной закруткой.  

Аналогичные результаты были получены для 
окружной скорости. SST модель довольно точно 
описывает изменение окружной скорости для тече-
ний с интенсивной закруткой, особенно вблизи 
стенки. Однако в приосевой зоне канала для сечения 
с наименьшей интенсивностью закрутки (z = 386 мм 
при r/R  0,7) все модели дают завышенные значе-
ния для окружной скорости. 

Для интенсивности турбулентности достаточно 
хорошее качественное совпадение результатов мо-
делирования и эксперимента наблюдается при при-
менении всех моделей турбулентности (рис. 6).  

SST модель и в этом случае оказалась наиболее 
точной.  

Такие результаты подтверждают высказанное 
выше предположение о возможной погрешности в 
определении параметров турбулентности в экспери-
менте для незакрученного течения.   
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Рис. 3. Профили продольной скорости для незакрученного течения 

 

 
Рис. 4. Интенсивность турбулентности для незакрученного течения 
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Рис. 5. Профили продольной скорости для закрученного течения  

 

 
Рис. 6. Интенсивность турбулентности для закрученного течения 

 
Выводы 

 
1. На основе анализа особенностей моделей 

турбулентности, применяющихся в настоящее время 
в коммерческих CFD пакетах, показано, что в про-
ектировочных расчетах проточной части катодных 
узлов плазменного оборудования целесообразно 
применять дифференциальные двухпараметриче-
ские модели турбулентности. 

2. Исходя из особенностей течения в катодных 

узлах, в качестве тестовой для оценки применимо-
сти моделей выбрана задача о течении закрученной 
пристенной струи в канале со спутным центральным 
потоком. 

3. Сравнение экспериментальных данных с ре-
зультатами моделирования при применении различ-
ных дифференциальных двухпараметрических мо-
делей турбулентности для моделирования течений в 
каналах катодных узлов позволило рекомендовать 
SST модель турбулентности. 
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МОДЕЛЮВАНЯ ТУРБУЛЕНТНИХ ТЕЧІЙ В КАТОДНИХ ВУЗЛАХ 

ПЛАЗМОВОГО ОБЛАДНАННЯ 
С.І. Планковський, О.В. Шипуль, В.О. Гарін 

Проведено аналіз найбільш популярних моделей турбулентності, що використовуються в сучасних 
CFD пакетах, стосовно до задач моделювання течій в катодних вузлах плазмового обладнання. Для обґрун-
тування вибору моделі турбулентності проведено порівняння результатів моделювання з даними експери-
ментів з вивчення закрученої пристінного струменю в каналі зі спутним центральним потоком.  Показано, 
що отримання більш точних результатів для розглянутих параметрів – компонент швидкості та інтенсивнос-
ті турбулентності – забезпечується при використанні SST моделі турбулентності. 

Ключові слова: катодний вузол, турбулентна течія, модель турбулентності, математичне моделювання. 
 

DESIGN OF VORTEX FLOW IN CATHODE UNIT PLASMA EQUIPMENT 
S.I. Plankovsky, O.V. Shipul, V.O. Garin 

Conduct the analysis of the most popular models of turbulence, used in the modern commercial CFD packages as it 
applies to the tasks of design of flows in the cathode knots of plasma equipment. For the ground of choice of model of 
turbulence comparing of design results is conducted to information of experiments on the study of involute near-wall 
stream in a channel with a following central stream. It is rotined that a receipt of the most exact results for the examined 
parameters is a component of speeds and  intensity of turbulence - provided at the use of SST of model of turbulence. 

Key word: cathode unit, mathematical simulation, vortex flow, turbulence model. 
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