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С помощью теорем сложения гармонических функций в системах координат 

сжатых сфероидов метод Фурье удалось применить к исследованию контактной 
задачи о нескольких круговых штампах на упругом полупространстве [1]. Ранее 
этим методом в системах координат эллиптических цилиндров была решена ана-
логичная контактная задача для системы полосовых штампов [2]. В настоящей 
статье получены новые теоремы сложения гармонических функций в системах ко-
ординат эллиптического цилиндра и сжатого эллипсоида вращения. Рассмотрен 
случай, когда полоса и круговой диск, в которые вырождаются цилиндр и эллип-
соид, лежат в одной плоскости. Эти теоремы дают возможность применить клас-
сический метод Фурье к решению нового класса задач теории потенциала в про-
странстве с включениями в виде эллиптического цилиндра и сжатого эллипсоида 
вращения. В частности, в работе решена ранее никем не исследованная контакт-
ная задача об одновременном вдавливании в упругое полупространство полосо-
вого и кругового штампов. 

 
1. Теоремы сложения 
Будем рассматривать уравнение Лапла а в двух локальных декартовых 

одинаково направленных системах координат 
с
( )jjj zyx ,, , ( )2,1=j . Эти системы 

сдвинуты на величину  по оси h Ox  так, что 21 xhx += . С первой системой 
 свяжем систему координат эллиптического цилиндра ( ) : ( 111 ,, zyx ) 111 ,, yθξ

1111 cosθ⋅ξ= chax ,   1111 sinθ⋅ξ= shaz ,  ∞<ξ≤ 10 , π≤θ≤π− 1 , +∞<<∞− 1y . 

Со второй системой  свяжем систему координат сжатого эллип-
соида вращения : 

( 222 ,, zyx )
( )222 ,, ϕθξ

22222 cossin ϕ⋅θ⋅ξ= chax ,   22222 sinsin ϕ⋅θ⋅ξ= chay ,   2222 cosθ⋅ξ= shaz , 

∞<ξ≤ 20 , π≤θ≤ 20 , π≤ϕ≤ 20 2 . 

В этих формулах  и  – размерные параметры, причем . 1a 2a 21 aah +>
Основной результат состоит в том, что получены новые разложения (тео-

ремы сложения) гармонических функций в приведенных выше системах коорди-
нат. Эти разложения из системы координат (1) к системе координат (2) имеют вид: 
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( )zPm
n  – функция Лежандра первого рода [3]. 

Интегралы сходятся при условии, что 21 aah +> . 
Выражения для  и ( )kCn ( )kDn  получены в статье [4] и представлены фор-
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Функции  приведены в справочнике [5]. Они имеют вид ( )( akB m
n ;,µ )
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где   a  – параметр  сфероидальной  системы координат;   ( )xIk  – функция Бесе- 
ля мнимого аргумента [5];   ( )qFekn −ξ, ,    ( )qCen −ξ,  и т.д. – функции Матье [6]. 
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Теоремы сложения из системы координат (2) в систему координат (1) пред-
ставим равенством 
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Сходимость интегралов имеет место при условии . 21 aah +>

Коэффициенты ,  вычисляются по формулам [4]: ( )m
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Разложения (1), (2), (3) получены из соответствующих разложений работы 
[4] с использованием разложений (81.1.5), (325.5.1) из справочника [5]. 

Равномерная сходимость найденных разложений в указанных областях 
следует из свойств разлагаемых функций [3] и теорем о равносходимости [7] ря-
дов по собственным и присоединенным функциям. 
 

2. Контактная задача теории упругости 
Рассмотрим задачу о вдавливании в упругое полупространство двух штам-

пов – полосового и кругового. Трением в области контакта будем пренебрегать, а 
область вне штампов будем считать свободной от усилий. Расстояние между 
осью симметрии полосы, т.е. осью , и центром круга 1y ( )2S  принимаем равным 

. В такой постановке задача сводится к нахождению гармонической функции h Φ  
в полупространстве по краевым условиям: 
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( ) ( yxwyx j ,0,, =Φ ), когда ( ) ( )jSyx ∈, ,   ( )2,1=j , (5)

( ) 00,, =Φ′ yxz , когда ( ) ( )jSyx ∉, , (6)

где    – осадка под ( yxw j , ) j -м штампом после вдавливания. 

Здесь  – круг радиусом , ( 2S ) 2a ( )1S  – полоса ( ∞<1y , 11 ax ≤ ) на плос-
кости . Кроме того, будем предполагать, что 0=z ( ) 0→Φ Mgrad , когда ∞→M . 

Функцию  представим в виде суммы гармонических функций (MΦ )

( ) ( ) ( )MMM 21 Φ+Φ=Φ . 

Здесь  и  можно записать в локальных координатах эллиптическо-
го цилиндра и сжатого эллипсоида вращения (см. п. 1): 
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где    и  – неизвестные, подлежащие определению из краевых условий. ( )µka nmb
Следует отметить, что функции (7), (8) выбраны удовлетворяющими усло-

вию (6). 
При достаточно общих условиях на функции ( )yxw j ,  их можно разложить в 

сходящиеся ряды соответственно в полосе ( )1S  и в круге ( )2S : 
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где    и  – известные коэффициенты. ( )µkh nml
Реализуем краевое условие (5) в области ( )1S . Для этого воспользуемся 

формулой разложения (3) для записи функции 2Φ  в системе координат 
 и положим в (7) ( 111 ,, yθξ ) 01 =ξ . В результате приравнивания коэффициентов 
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Второе уравнение, связывающее ( )µka  и , найдем из второго условия 
(5). Для этого функцию  запишем с помощью разложения (1) в координатах 

 и положим в (7) 
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Из системы (14) можно исключить неизвестные . В результате придем к 
интегро - сумматорной системе уравнений относительно функций : 
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Можно поступить по-другому: из системы (14) исключим неизвестные ( )µky  
и придем к двумерной бесконечной системе линейных уравнений относительно 
неизвестных : mnx
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Нам представляется, что система (18) более удобна для численной реали-
зации и удовлетворяет тем достаточным условиям, которые гарантируют возмож-
ность применения к ней метода редукции [8]. Доказательство этого факта прово-
дить не будем, а лишь укажем, что оно опирается на равенства Парсеваля, кото-
рые вытекают из теорем сложения, использующихся при решении краевой задачи. 

В заключение следует отметить, что предложенный метод решения кон-
тактной задачи остается пригодным и в случае, когда в упругое полупространство 
вдавливаются несколько штампов-полос и несколько круговых штампов. Для этого 
необходимо дополнительно к изложенному воспользоваться теоремами сложе-
ния, которые приведены в работах [1, 2]. 
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