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Дано решение неклассической спектральной задачи Штурма – Лиувилля на системе замк-
нутых петель, соединенных между собой в одной точке. Получены теорема о полноте сис-
темы собственных функций и формулы для коэффициентов разложения. Предложен метод 
нахождения точных решений нестационарных задач теплопроводности для тонких пластин 
и оболочек, опирающийся на указанную теорему. Отмечены возможные обобщения на дру-
гие родственные задачи. 
Ключевые слова: неклассическая задача Штурма – Лиувилля, теорема о полноте, неста-
ционарная задача теплопроводности, тонкие составные пластины и оболочки. 
 
Расчету потенциальных полей в тонких цилиндрических, сферических и ко-

нических оболочках посвящены отдельные главы книги [1]. В работе [2] предло-
жен метод решения некоторых новых задач об исследовании потенциальных по-
лей в многолистных пластинах. Настоящая работа посвящена решению новых не-
стационарных задач теплопроводности для тонких составных оболочек и пластин. 
Рассмотрение этих задач стало возможным благодаря решенной авторами на-
стоящей статьи неклассической векторной задаче Штурма – Лиувилля и теореме 
о разложении в ряды Фурье произвольной вектор-функции по собственным век-
торным функциям этой задачи. Проблемы расчета тепловых и электромагнитных 
полей возникают в теплофизике и энергетике [3, 4]. Предложенный в работе ме-
тод может быть использован при исследовании других задач математической фи-
зики. 

 
1. Спектральная задача 

 
Рассмотрим задачу о нахождении решения уравнения 

( ) ( ) 02 =+′′ xyxy λ ,   lx <<0  (1.1) 

на N  замкнутых непересекающихся кривых (на рис. 1 их изображено три), соеди-
ненных в одной точке, при условиях 

  

( ) ( )lyy kk =0 ,   N,k 1= , (1.2) 

( ) ( )00 1+= kk yy ,   11 −= N,k , (1.3) 

( ) ( )( ) 00
1

=′−′⋅∑
=

N

k
kkk lyyν ,   0>kν . (1.4) 

 

Рис. 1. Трехлепестковая роза   

Здесь l  – длина звена каждой петли, k  – номер петли, x  – дуговая коорди-
ната, отсчитываемая от узла 0=x  против часовой стрелки, узел – общая точка 
петель. 
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Поставленную задачу будем трактовать как векторную задачу для N  функ-
ций. 

Первая задача – нахождение собственных значений и собственных функций 
задачи Штурма – Лиувилля (1.1) – (1.4). Вторая – установление полноты системы 
векторных собственных функций и нахождение коэффициентов разложения про-
извольной вектор-функции, заданной на совокупности связанных в одной точке 
петель, по системе собственных функций. 

Положим 

( ) xcosBxsinAxy kkk λλ ⋅+⋅= ,   N,k 1= . (1.5) 

Условия сопряжения (1.2) – (1.4) приводят к системе уравнений 

( )
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 (1.6) 

Определитель этой системы ( )[ ] ( )[ ] 111 222 −++ ⋅⋅⋅=∆ NNN lcoslsinN λλ . 
Собственными значениями будут 

( )
l

n
n

πλ 21 = ,   ( ) ( )
l

n
n

2122 += πλ ,   ...,,,n 210= . (1.7) 

Соответствующие им собственные функции имеют вид: 
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(1.8) 

Пусть на каждой петле с номером k  задана функция ( )xfk . Вектор-

функцию ( ) ( ) ( ) ( )( )TN xf...,,xf,xfxf 21=  представим в виде разложения по сис-
теме собственных векторов (1.8): 

f

( )
( )
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( )( ) ( )( )[ ]∑
∞

=
+=

















=
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2
2

1
1

2

1

n
nn

N
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xf

xf
xf

λλ
M

 ,   lx ≤≤0 . (1.9) 

Система функций ( ){ }xsin n
1λ  ортогональна и полна на ( )l,0  в классе функ-

ций, нечетных по аргументу 2lxt −= . Поэтому выделим нечетную по t  вектор-

функцию ( )xf
н

 из ( )xf  и разложим каждую из ее компонент по ( )xsin n
1λ . Таким 

способом найдем коэффициенты ( )nAk : 
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( ) ( ) ( )∑
∞

=
⋅=

1

1
н

n
nkk xsinnAxf λ ,   lx ≤≤0 , 

( ) ( ) ( )
∫ ⋅=
2

0

1
н

4
l

nkk dxxsinxf
l

nA λ ,   ...,,n 21= , (1.10) 

где ( )xfkн  – нечетная по ( )2lx −  часть функции ( )xfk . 

Из (1.9) находим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∑
∞

=
⋅+⋅=

0

21
ч

n
nknk xsinnCxcosnBxf λλ ,   lx ≤≤0 , (1.11) 

где ( )xfkч  – четная по 2lxt −=  составляющая функции ( )xfk . 

Здесь использован тот факт, что всякая заданная на ( )l,0  функция может 

быть представлена в виде суммы четной и нечетной по 2lxt −=  функций. 
Справа в равенстве (1.11) стоят четные по t  функции. Из этого равенства с 

учетом того, что ( ) 0
1

=⋅∑
=

N

k
kk nCν , найдем: 

( ) ( ) ( )∑∑
∞

==
⋅=⋅
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1
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k
kk xcosnBxf

m
λν ,   20 lx ≤≤ ; (1.12) 

( ) ( )∫=
2

0

2
0

l

dxxF
l

B ,   ( ) ( ) ( )
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14
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После нахождения ( )nB  из (1.11) с учетом (1.12) получим 

( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=
⋅=−

0

2
ч

n
nkk xsinnCxFxf λ ,   20 lx ≤≤ . (1.14) 

Так как система функций ( ){ }xsin n
2λ  ортогональна и полна на ( )20 l, , то из 

(1.14) определим 

( ) ( ) ( )( ) ( )
∫ ⋅−=
2

0

2
ч

4
l

nkk dxxsinxFxf
l

nC λ . (1.15) 

Все неизвестные коэффициенты в (1.9) найдены. 
Имеет место теорема: собственные значения задачи Штурма – Лиувилля 

(1.1) – (1.4) вещественны, система собственных векторных функций полна на 
множестве векторных функций, заданных на совокупности соединенных в одной 
точке петель. Коэффициенты разложения определяются по формулам (1.13), 
(1.15). Сходимость ряда (1.9) такая же, как и у обычного ряда Фурье по тригоно-
метрической системе. 



Открытые информационные и компьютерные интегрированные технологии № 56, 2012 

 101 

2. Задача теплопроводности для тонкой N-полостной цилиндрической 
оболочки конечной длины 

 
Прямые цилиндры конечной длины h  настолько тонкие, что температуру по 

толщине считаем постоянной. Поперечное сечение цилиндра представляет собой 
систему замкнутых линий длины l  – „ N -лепестковую розу” (см. рис. 1). Темпера-
турное поле в каждой отдельной оболочке с номером k  удовлетворяет уравнению 

ta

u

y

u

x

u kkk

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂

22

2

2

2
,   N,k 1= , (2.1) 

где x  – дуговая координата; y  – координата по образующей цилиндра. 

В качестве краевых условий на линиях 0=y  и hy =  примем следующие: 

( ) ( )( )xft,,xu kk
00 = ,   ( ) ( )( )xft,h,xu h

kk = ,   lx ≤≤0 , (2.2) 

хотя и другие случаи исследуются аналогично. 
Так как отдельные цилиндрические области соединены между собой по ли-

нии 0=x , hy ≤≤0 , то на этой линии имеют место условия сопряжения полей 

( ) ( )t,y,ut,y,u kk 00 1+= ,   11 −= N,k ,   ( ) ( )t,y,lut,y,u kk =0 ,   N,k 1= , (2.3) 

∑
= ==

=⋅
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∂
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k
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k

x

k

x

u

x

u

1 0
0ν , (2.4) 

где kν  – весовые коэффициенты для тепловых потоков. 

В начальный момент 0=t  должны выполняться условия 

( ) ( )y,xg,y,xu kk =0 ,   ( ) kSy,x ∈ ,   N,k 1= , (2.5) 

где kS  – поверхность цилиндра с номером k . 
Решение сформулированной задачи представим в виде суммы 

( ) ( ) ( )t,y,xy,xt,y,xu kkk wv += , (2.6) 

где ( )y,xkv  – решение стационарной задачи с краевыми условиями (2.2); 

( )t,y,xkw  – решение нестационарной задачи с нулевыми краевыми условия-
ми и начальными условиями (2.5). 

Для первой задачи положим ( ) ( )xXey,x k
y

k ⋅= λ
v . Тогда для ( )xX k  имеем 

задачу 

02 =+′′ kk XX λ ,   ( ) ( )lXX kk =0 ,   N,k 1= , 

( ) ( )00 1+= kk XX ,   11 −= N,k ,   ( ) ( )( ) 00
1

=⋅′−′∑
=

N

k
kkk lXX ν , 

(2.7) 

которая совпадает с рассмотренной ранее задачей (1.1) – (1.4). 
Найденные в п. 1 результаты позволяют записать 
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( )( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]∑
∞

=
⋅+⋅+

0

22
2
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2

n
nnnn ychD,,xyyshC,,xy λλλλ . (2.8) 

Коэффициенты ( ) ( ) ( )( )nC...,,nC,nCC N21=  и ( ) ( ) ( )( )nD...,,nD,nDD N21=  
в (2.8) связаны равенствами 

( ) 0
1

=⋅∑
=

N

k
kk nCν ,   ( ) 0

1

=⋅∑
=

N

k
kk nDν . 

Положим в (2.8) последовательно 0=y  и hy= . В результате этого найдем 

( )( ) ( )( )[ ] ( )( )xfD,,xyK,H,,xy
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1
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1

11
1

n
nnnn hchK,H,,xyhshB,A,,xy λλλλ  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )[ ] ( )( )xfhchD,,xyhshC,,xy h

n
nnnn =⋅+⋅+ ∑
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=0

22
2

22
2 λλλλ ,   lx ≤≤0 . (2.9) 

В последнем равенстве ( )( )xf 0  и ( )( )xf h  – векторные функции, компонен-

тами которых есть краевые функции ( )( )xfk
0  и ( )( )xf h

k . 

Каждое из равенств (2.9) представляет собой равенство (1.9). По предло-
женной ранее в п. 1 методике определяем коэффициенты ( )nHk , ( )nK , ( )nDk  и 

( ) ( ) ( ) ( )hchnHhshnA nknk
11 λλ ⋅+⋅ , ( ) ( ) ( ) ( )hchnKhshnB nn

11 λλ ⋅+⋅ , ( ) ( ) +⋅ hshnC nk
2λ  

( ) ( )hchnD nk
2λ⋅+  по формулам (1.10), (1.13), (1.15). 

Таким образом, решения ( )y,xkv  найдены. 

Для построения ( )t,y,xkw  сделаем подстановку в (2.1): 

( ) ( ) ysinexXt,y,x m
ta

kk δγ ⋅⋅= − 22
w ,   hmm πδ = . (2.10) 

В результате получим для ( )xX k  уравнение и условия сопряжения (2.7). 

Заметим, что ( )t,y,xkw  в виде (2.10) удовлетворяет нулевым краевым условиям 

при 0=y  и hy= . 

Функцию ( )t,y,xw  в соответствии с (2.10) запишем в виде 
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( ) ( )TNa,...,a,an,ma 21= ,   ( ) ( )( )T...nbn,mb 111= ,   ( ) ( )TNe,...,e,en,me 21= , 
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где ( )n,mak , mnb , ( )n,mek  подлежат определению, ( ) ( ) ( )y,xy,xgy,xg kkk v−= . 
Из (2.12) получаем 
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( )( ) ( )∫ ⋅=
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Равенство (2.13) есть равенство (1.9). В силу доказанной в п. 1 полноты 
системы собственных векторных функций (1.8) из (2.13) находим коэффициенты 

( )n,mak , mnb , ( )n,mek . Для этого следует воспользоваться формулами (1.10), 
(1.13), (1.15). Вторая часть задачи решена. 

В конечном итоге формулы (2.7), (2.11) дают в сумме решение исходной за-
дачи теплопроводности. 

 
3. Задача теплопроводности для многолистной пластины, 

составленной из N полукругов 
 

Стационарная часть решения этой задачи, т.е. функции ( )ϕρ ,kv , приведе-

ны в работе [2]. Нестационарное слагаемое, т.е. функция ( )t,y,xw , может быть 
представлена в случае краевых условий Дирихле в виде 
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πϕ ≤≤0 , 
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где ( )xJn  – функция Бесселя; 

R  – радиус полукругов; 

mnλ  – положительные корни уравнения ( ) 0=λnJ . 

Коэффициенты ( )m,nAk  связаны между собой равенством [2] 
02211 =+++ NN A...AA ννν . (3.2) 

Начальное условие приводит к ряду 
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+=

0 1n m
kmnnk ncosm,nBnsinm,nARJ,g ϕϕρλϕρ , πϕ ≤≤0 , (3.3) 

где ( ) ( ) ( )ϕρϕρϕρ ,,g,g kkk v−= . 
Обозначим в (3.3) 
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Тогда (3.3) перейдет в равенство 
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Обращаем ряд (3.5) с условием (3.6) по методике работы [2]. В результате 
этого найдем 
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Равенство (3.6) будет удовлетворяться за счет выбора ( )θρ ,F  [2]. После 

этого обращаем ряды (3.4) [5]. Имеем выражения для коэффициентов ( )m,nAk , 

( )m,nB : 

( )
( )
( )

( ) ρρλρ
ρ
ρ

λ
dRJ

f

f

JRB

A
mnn

R

cn

sn
k

mnn

k ⋅⋅












=








∫

+ 0
2

1
2

2 , (3.8) 

где подынтегральные функции определены равенствами (3.7). 
Окончательные выражения для ( )m,nAk , ( )m,nB  получим после подста-

новки в (3.8) функций ( )ρsn
kf , ( )ρcnf , найденных по формуле (3.7). Этим реше-

ние задачи завершено. 
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4. Замечания и выводы 
 

Замечание 1. Предложенным методом могут быть точно решены нестацио-
нарные задачи для тонких цилиндрических пластин и оболочек, поперечные сече-
ния которых изображены на рис. 1 (а, б, в, г) в статье авторов [6]. Это следует из 
того, что в работе [6] найдены полные системы собственных функций соответст-
вующих спектральных задач и формулы для коэффициентов разложения. 

Замечание 2. С помощью приема симметризации системы функций [2] мо-
гут быть решены задачи с внутренними источниками тепла. 

Замечание 3. Цилиндры могут быть полубесконечными или бесконечными, 
а вместо краевых условий Дирихле – краевые условия других типов [7]. 

Замечание 4. Вместо полукругов могут быть круговые полукольца [2] или 
прямоугольные листы [7]. 

 
Выводы 

 
1. Рассмотрен новый класс задач нестационарной теплопроводности для 

составных пластин и оболочек. 
2. Найдены собственные векторные функции задачи Штурма – Лиувилля 

для системы петель, соединенных в одной точке. 
3. Установлены полнота системы векторных собственных функций и сходи-

мость рядов Фурье по такой системе. 
4. Найдены формулы для коэффициентов ряда Фурье по системе вектор-

ных собственных функций. 
5. Получены точные решения нестационарных задач теплопроводности для 

составных цилиндров и многолистных составных пластин. 
6. Указаны возможные обобщения и приложения к другим задачам. 
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Нестаціонарні температурні поля в тонких складених 
платівках і оболонках 

 
Подано розв’язок некласичної спектральної задачі Штурма – Ліувілля на си-

стемі замкнених петель, з’єднаних між собою в одній точці. Одержано теорему про 
повноту системи власних функцій і формули для коефіцієнтів розвинення в ряд. 
Запропоновано метод одержання точних розв’язків нестаціонарних задач тепло-
провідності для тонких платівок і оболонок, який спирається на зазначену теорему. 
Відмічено можливі узагальнення на інші споріднені задачі. 

Ключові слова: некласична задача Штурма – Ліувілля, теорема про повно-
ту, нестаціонарні задачі теплопровідності, тонкі складені платівки і оболонки. 

 
 
 

The nonstationary temperature fields in thin compound 
plates and shells 

 
The solution of non-classical Sturm – Liouville spectral problem on the system of 

closed loops, which are connected to each other at one point, is given. A theorem on 
the completeness of the eigenfunctions and the formulas for the expansion coefficients 
are obtained. A method for finding of exact solutions of nonstationary thermal 
conductivity problems for thin plates and shells, based on this theorem, is proposed. 
Possible generalizations to other related problems are marked. 

Keywords: non-classical Sturm – Liouville problem, theorem on the complete-
ness, nonstationary thermal conductivity problem, thin compound plates and shells. 


