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ВСТУП
. з

Теоретична механіка - одна з основних наук про прнроду та 

навколишнії світ. Основною метою курсу теоретичної механіки у 

програмі Інженерної підготовки студентів вузу е вміння опису

вати мовою математики механічного руху, рівноваги та Інші яви

ща І процеси.Записати рівняння руху або рівноваги.встановити 

основні закономірності та дати Ім належне тлумачення - ось та 

кваліфікація, яку повинна надати майбутньому Інженерові авіа

ції теоретична механіка.

Виходячи з характеру задач, які розв’язує теоретична ме

ханіка, її поділяють иа три розділи: статику, кінематику та
♦ 

динаміку. У цьому курсі ми будемо розглядати тільки перший роз

діл - статику.

Статика вивчає необхідні та достатні умови рівноваги ма

теріальних об’єктів під дією прикладених сил.
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Лекція I

Тема "ПРЕДМЕТ І ЗАДАЧІ СТАТИКИ

Статика - це розділ теоретичної механіка, якай навчає пе
ретворення системи сил та умови рівновага під дією сил віднос
но визначеної системи координат. Виходячи з цього статика роз
глядав дві основні задачі:

І. Складання або розкладання сил 1 зведення системи сил, 
■о діють на тіло, до найпростішого вигляду.

2. Визначення необхідних 1 достатніх умов рівноваги тіл 
дід дією прикладених до них сил.

Статика досліджує різні закономірності Ідеалізованих 
об"ектів: матеріальної точки, системи матеріальних точок та 
абсолютно твердого тіла. Матеріальна точка та абсолютно тверде 
тіло являють собою деякі абстрактні моделі фізичних тіл. Це 
вносить значні спрощення при розгляді рівнянь рівноваги.

Матеріальна точка - це фізичне тіло певної маси, розміра

ми якого можна знехтувати.
Система матеріальних точок - це така сукупність точок, в 

якій положення І рух кожної окремої точки залежить від положен- 
u ї руху Інших точок система.

Абсолютно тверде тіло - це тіло, в якому відстані між 
будь-якими двома його точками залишаються незмінними.

Матеріальна точка й абсолютно тверде тіло називаються 
вільними, якщо вони можуть займати будь-яке положення у прос
торі .

Лекція 2

Тема "СИЛИ ТА СИСТЕМИ СИЛ

У статиці основним об’єктом дослідження є сили. Сила - це 
F міра механічної взаємодії між 

тілами, яка визначає Інтенсив
ність І напрямки цієї взаємодії. 
Сила - величина векторна, І тому 

вона характеризується модулем, 
напрямком та точкою прикладання 
або лінією дії (рис. 2.1).
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У системі СІ вона вимірюється у ньютонах. Коли на одне тіло 
діє кілька сил, то їх сукупність називається системою сил. їй 
системи залежно від їх взаємної орієнтації поділяються на такі:

І. Паралельні сили - лінії дії яких паралельні.
2. Збіжні сили - лінії дії яких перетинаються в одній тон

ні.
3. Довільну систему сил, тобто сили, що Можуть займати 

будь-яке положення у просторі.
Крім того, сили поділяються на активні І реакції в’язей, 

зосереджені та розподілені, внутрішні та зовнішні, а залежно 
від їх просторової орієнтації - на плоскі та просторові.

Зосередженою силою називається сила, яка прикладена до 
об’єкта в одній будь-якій точці.

Розподіленими силами називаються сили, що діють на всі 
точки поверхні або об’єму тіла. Однак у теоретичній механіці 
всі розподілені сили замінюються зосередженими, прикладеними 
у центрі ваги.

Дві системи сил називають еквівалентними, якщо одну систе
му сил, які діють на вільне тіло, можна замінити Іншою, не змі
нюючи її спокою або руху:

.........г„)<» ........ ?„>. «.і. 

Коли система сил еквівалентна одній силі, то ця сила має назву 
рівнодіючої:

(2.2)

Так, повна аеродинамічна 
сила, яка діє на крило лі
така, є рівнодіючою під
йомної сили ^_та сил ло
бового опору Q (рис. 2.2).

Зрівноваженою назива
ється така система сил, до
давання якої до вільного 
твердого тіла чи її відки
дання не змінює стану спо
кою або руху цього тіла. Зрівноважена система сил еквівалентна 

нулю.
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ПІД рівновагою тіла розуміють стан спокою цього тіла від

носно Інших тіл, які відіграють роль системи відліку.
Якою систему відліку можна вважати нерухомою, то рівнова

га тіла у цій системі називається абсолютною.

Л е к ц І 

Тема "АКСІОМИ

В основу статики покладено декілька очевидних Істин, які 
називаються аксіомами І відображають властивості сил, що діють 
на тіло (рис. 3.1).

я З 

СТАТИКИ"

Аксіома І (про дві сили).
Дві сили, що діють на тверде 

тіло, зрівноважуються тільки тоді, 
коли вони рівні за модулем, проти
лежні за напрямком І діють вздовж 
однієї прямої.

Аксіома 2 (про ковзний вектор).
Дія даної системи сил на твер

де тіло не змінюється, якщо до неї 
додати або від неї відкинути систе
му сил, еквівалентну нулю.

змінюючи дії даної сили на тверде тіло, точ- 

ця сила, можна перенести 
в яку-завгодно точку, що належить тілу.

Доказ. Дійсно, на основі аксіом I І 
довести. Хай сила ? прикладена у точці

Ёшдоэд. Не 
ку, де прикладена вздовж її ЛІНІЇ ДІЇ

2 
А

це твердження легко 
(рас. 3.2.а). ЗгІд-

ва
Рис. 3.2 _V
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но з аксіомою 2 можна у довільній точці В , взятій на лінії 
дії сили ї? , прикласти зрівноважену систему сил, щоб викону
валось співвідношення F -Ргя-?( (рис. 3.2,в). Тоді відпо
відно до аксіоми 1 сили ? І будуть взаємно зрівноважені 
та їх можна відкинути. У результаті залишається сила Га , ек
вівалентна F (рис. 3.2,с). Таким чином, для твердих тіл сила 

Є вектором КОВЗНИМ. ____—;--------------------

Аксіома 3 (про параде-
лотрам сил). / Ji______________$ \

Рівнодіюча двох сил, що / / J
перетинаються, дорівнює діа- / / /
гоналі паралелограма, побуло- / /

ваиого на цих силах як на у
сторонах (рис. 3.3). X_______

Таким чином, рівнодію
ча двох сил дорівнюватиме ^жс’ 3,3

(3.1)

Модуль рівнодіючої обчислюють за допомогою теореми косинусів: 
R • /І?* *Р’ ♦ 2 F, Р2 cos оС (3.2)

Напрямок рівнодіючої знаходять через теорему синусів.
Аксіома 4 (про дію та протидію).
Сили, з якими діють одне на одне тіла, завжди рівні за 

модулем І спрямовані по одній прямій у протилежні боки 
(рис. 3.4). Але треба запам”ятати, що сили Ра та Pg не ут
ворюють зрівноважену систему сил, тому жо вони прикладені до 
різних тіл.

Рис. 3.4
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Аксіома 5 (про затвердіння).
Якщо тіло, що деформується, перебував у рівновазі, то lo

ro рівновага не порушується, кола воно затвердіє.

Аксіома 6 (про звільнення від в’язей).
Механічний стан твердого тіла не зміниться, якщо відкину

ти в’язи І замінити їх дію реакціями.

■Аксіома 7 (про накладання нових в’язей).
Рівновага твердого тіла не порушиться, якщо накласти на 

нього нові в’язи.

Лекція 4

Тема "ОСНОВНІ ТИПИ В’ЯЗЕЙ ТА ЇХ РЕАКЦІЇ"

При розв’язанні задач про рівновагу невільних тіл широко 
застосовується аксіома про звільнення від в’язей. В’язь - це 
обмеження, накладене на рух точок матеріальної системи. Відки
дати в’язь, її дію заміняють силою, яка називається реакцією 
в’язі, тобто протидією в’язі на дію даного тіла. Таким чином, 
треба знати характер дії тієї чи Іншої в’язі та напрямок її ре
акції.

Роль в’язей (оцор) на практиці виконують різні тіла та 
конструкції, основними з яких є:

І. Ідеально гладенька поверхня, яка обмежує рух тіла лише 
у напрямку, перпендикулярному до поверхні, І дозволяв рухатись 
у всі£ Інших напрямках. Реакцією гладенької поверхні є одна 
сила N , спрямована перпендикулярно до цієї поверхні або до 
дотичної у точці контакту тіла з поверхнею (рис. 4.1).

Рис. 4.1 Рис. 4.2



э
2. Ребро (кут» вістря), коля реакція перпендикулярна до 

тіла або до дотичної до нього в точці контакту (рис. 4.2).
3. Рухомий шарнір або коток. У техніці за опору на Ідеаль

но гладеньку поверхню править опора на котках (рис. 4.3). Реак
ція котка спрямована перпендикулярно до поверхні, по якій ко-

тяться коток.

Рис. 4.3

Т

Рис. 4.4

4. Нитка (шнур, трос, ланцюг, пас), яка утримує тіло лише 
в напрямку свого натягу (рис. 4.4).

5. Циліндричний шарнІр-або підшипник (рис. 4.5).У

а.

& Рис. 4.6

Шарнір протидіє переміщенню стержня у напрямку осей ОХ І 0Y , 
але стержень може обертатись навколо осі OZ^ Тому реакція ци
ліндричного шарніра має дві складові Rx І Ry , які лежать у 
площині, перпендикулярній до його осі. Модуль реакції визнача

ють за формулою

R = .
* 4

Напрямок реакції знаходять через напрямні косинуси:

СО5(Р- і) = >

cos ( R; j ) = Y •

(4.1)

(4.2)
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Схематично циліндричний шарнір зображують у вигляді, показано

му на рис. 4.6.
6. Ідеальний стержень, який е невагомим Із шарнірами на 

кінцях, протидіє лише у напрямку своєї осі (рис. 4.7) або на
прямку, пю з’єднує шарніри на кінцях стержня у випадку криволі
нійного стержня (рис. 4.8), тобто має одну реакцію R .

Рис. 4.8

7. Сферичний шарнір І підп’ятник, які дозволяють тілу віль
но обертатись навколо осей Ох , Oij , Oz , але перешкоджають 
рухатись поступально у всіх трьох напрямках простору (рис. 4.9, 
4.10).

ЦІ в’язи обмежують Т£и ступені вільності тіла І мають три скла
дові реакції R* , R^ , Rz . Повна реакція визначається за 

формулою
R«i/r>R**R*’» (4-3)

а її напрямок - через напрямні косинуси

COS(Rfi) - —- cos(R?p - cos(R*k) (4.0

8. Нерухоме защемлення балки або консолі (у площині), яке 
виключає будь-яке переміщення балки у площині (як поступальне.
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так І обертальне). Реакція нерухомого защемлення має дві вза-

9. Нерухоме защемлення балки у просторі (рис. 4.12), що 
виключає всяке переміщення балки у просторі та має три складо
ві реакції Rx , R , Ra І три складові момента защемлення 
Мх Mz , модулі та напрямок яких визначається вищена-
веденими формулами.

Л е к ц І я 5 

Тема "СИСТІМА ЗБІЖНИХ СИЛ"

Однією Із задач статики є перетворення систем сил, внаслі
док чого дана система сил замінюється Іншою системою або силою, 
еквівалентною даній. Розглянено у цьому плані збіхну просторо
ву систему сил (рис. 5.1). З аксіоми про рівнодіючу двох сил, 
лінії дії яких перетинаються, ми зробили очевидний висновок, 
що коли маємо систему з декількох збіжних сил, то їх рівноді
юча знаходиться за правилом векторного додавання І являє собою 
замикаючий бік силового многокутника.

Рис. 5.2Рис. 5.1
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Рівнодіюча ІТ для п, збіжних сил (рис. 5.2) дорівнює 

п
R + ?К’ (5-І)

де к« І, 2.............Л , де П - КІЛЬКІСТЬ сил системи.
Отже, збіжна система сил зводиться до однієї сили - рівно

діючої R , яка дорівнює векторній сумі всіх сил системи.
Для аналітичного розв’язання цієї задачі застосовується 

метод проекцій, який базується на відомій з векторної алгебрі 
теоремі про проекції рівнодіючої навісь. Ця теорема читається 
так: проекція рівнодіючої системи збіжних сил на будь-яку вісь 
дорівнює алгебраїчній сумі проекцій складових сил на ту ж саму 
ВІСЬ.

Розкладемо вектор рівнодіючої R на компоненти по декар- 

тових осях координат:
S’-T-R^f-R +k-Rz, (5.2)

де ї , J , k - одиничні орти координатних осей;
Rx r R^, Rz - проекції вектора R на координатні осі.

У проекціях на декартовІ осі координат вираз (5.1) набу

ває вигляду:

R х “ Р.х * + Rjx + • • •* Р’пх = ^кх ’•

п

Rzs F1z+ f22 + r3z+...+ Pnz =2^1, 

П n n
де Zf , X Rkll , S Pkz - суми проекцій всіх сил на коор- 

ИИ х А ІГ»! У kal 
динатні осі.

Для аналітичного визначення модуля рівнодіючої R та її 
напрямку маємо такі формули:

R• R J *Rf =

(5-4)



ІЗ
_А р . р А р

cos(R?i)= cos(R;j) = -^< cas(R’k)»-/. (5.5)
г\ п К

Приклад.
У криволінійному польоті з набиранням висоти (рис. 5.3) 

на лі так. діють чотири сили: (? - вага літака; Y - підйомна 

cua; Q - сила лобового опору; Р - сила тяги двигуна.
Положення сил показано на рис. 5.З,а.
Рівнодіюча R являє собою замикаючий бік силового багато-

Друтою задачею статики е з"ясування необхідних умов, які 
повинна задовольняти система сил, щоб тіло перебувало у стані 
рівноваги. Визначимо ці умови для збіжної системи сил.

5.1. Векторна умова рівноваги

Якщо при добудові силового багатокутника виявиться, що кі
нець вектора останньої n-ї сили збігається з початком вектора 
першої сили, тобто силовий багатокутник буде замкнутим, то рів
нодіюча такої системи сил дорівнює нулю. У цьому випадку дія 
збіжної системи сил на тіло еквівалентна нулю, І ми можемо за
писати

(5.6) 
k.i к

Таким чином, геометричною (або векторною умовою рівноваги збіж
ної системи сил є умова рівності нулю її рівнодіючої. Це прави
ло формулюється так: для рівноваги збіжної системи сил необхід
но І достатньо, щоб силовий багатокутник був замкнутим.

Приклад.
Прикладом взаємно зрівноваженої збіжної системи сил може



14

Рио. 5.4

бути система сил, прикладена до літака.у горизонтальному стало
му польоті (рис. 5.4,а). У цьому разі підйомна сила Y дорів
нює вазі літака G І спрямована у протилежний бік, а сила тя
ги Р двигуна дорівнює силі опору ? І спрямована у протилеж
ний відносно неї напрямок. Отже, рівнодіюча цих сил дорівнює 

нулю (рис. 5.4,6).

5.2. Аналітичні умови рівноваги

Проекції виразу (5.6) на декартові осі координат дають нам 
аналітичні умови рівноваги збіжної просторової системи сил:

п п п
ZF’xk'O, Z F. =0, 2 Fzk= 0. (5.7)
k=t хК , k=l <Г k.t zk

Вони читаються так: для рівноваги збіжної просторової системи 
сил необхідно 1 достатньо, щоб алгебраїчна сума проекцій всіх 
сил на осі декартової системи координат дорівнювала нулю.

Якщо сили збіжної системи сил діють в одній площині, то 
для рівноваги збіжної системи сил необхідна рівність нулю про
екцій всіх сил на дві координатні осі:

П п
ZFxk = 0, 2Fk = 0. (5.8)
k-1 k=i З

Умови (5.7) І (5.8) називаються аналітичними умовами рів
новаги збіжної системи сил І застосовуються при розв’язуванні 
задач статики для визначення невідомих сил І реакцій в’язей.
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Лекція 6

Тема "ТЕОР]

Якщо вільне тверде тіло 
знаходиться у рівновазі під 
дією трьох непаралельних сил, 
що лежать в одній площині, 
то лінії дії цих сил перети
наються в одній точці. Цей 

висновок неважко одержати з 
першої та третьої аксіом 
статики (рис. 6.1). Перене
семо дві сили Р, І Рг 
ВЗДОВЖ їх лінії ДІЇ в точку 
перетину 0 І складемо їх 
відповідно до третьої аксіоми, а потім зрівноважимо, згідно з 
першою аксіомою,-одержану рівнодіючу третьою силою Р3 :

R=P,1-F?2, Ps = -R. (6.1)

ПРИКЛАД- _
Нехай балка AD вагою G , закріплена на нерухомому ци

ліндричному шарнірі А , спирається в точці В на нерухому 

гладеньку опору (рис. 6.2). Визначити напрямок модуля реакцій 
опор. Реакція N нерухомої опори має напрямок, перпендикуляр
ний до балки AD . Реакцію нерухомого циліндричного шарніра А 
позначимо Ra . Оскільки три сили N , RА , (Г взаємно зрів
новажені, то лінії їх дії перетнуться в одній точці 0 .
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Лекція 7

Тема "МОМЕНТ СИЛИ ВІДНОСНО ТОЧКИ"

Сила характеризується модулем, напрямком та точкою прикла
дання або лінією дії.

Всі ці три параметри можуть бути об’єднані в одному розу
мінні - момент сили. Якщо^закрІпити тіло в одній точці 0 та 
прикласти до нього силу F , лінія дії якої не проходитиме че-

Обертальний ефект сили залежить:
І. ВІД модуля сили F І плеча h . Плечем сили назива

ється перпендикуляр, опущений Із точки 0 на лінію дії сили.
2. ВІД положення площини обертання, яка проходить через 

точку 0 та вектор .
3. ВІД напрямку повороту.
Моментом сили Р відносно точки 0 називається добуток 

модуля даної сили на плече h :

M0(F)=*F-h. (7.1)

Знак момента сили відносно точки визначається напрямком обер
тання тіла навколо точки 0 : при повороті проти годинникової 
стрілки - знак "плюс", за годинниковою стрілкою - знак "мінус" 
(див. рис. 7.1).
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Лекція 8

Тема "МОМНІТ СИЛИ ВІДНОСНО ЦЕНТРА ЯК ВЕКТОРНИЙ ДОБУТОК'

Момент сили відносно точки має величину, напрямок та пло- 
■ину ДІЇ.

Якщо система сил довільна І просторова, то для характерис
тики обертальної дії всіх сил на тіло потрібно враховувати всі 

три параметри. Це легко зробити, якщо визначити момент сили 
відносно точки як векторний добуток радїуса-вектора’г , прове
деного Із центра 0 до точки прикладання сили, І сили F 
(рис. 8.1). ,і2

Рис. 8.1
Вектор момента сили відносно точки 0 перпендикулярний 

до площини, в якій лежать дана точка І сила, І спрямований у 
той бік, звідки обертання тіла під дією сили відбувається jpo- 
ти годинникової стрілки. Запишемо вираз для момента сили F 
відносно точки 0 :

М0(Р)=ГХ?. (8.1)

Модуль цього векторного добутку

Мо( F ) = Г-Р-5І.поС = p-h, (8.2)

де r sin(b<) = h - плече сили;
ОС - кут між векторами r І f .

Отже, ми одержали таке ж визначення модуля момента сили 
відносно точки, як І у формулі (7.1), І цим довели правом!р-

1} Хйрыиззскогг 
і| аипл дмоінчого нп-тутг 
fкм. Н. Жук<-.:-сіочг°

<1
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ність векторного запису момента,сили відносно точки.

Таким чином, вектор момента сили відносно точки дорівнює 
векторному добутку радіуса-вектора г , проведеного з даної точ
ки до точки прикладання сили, на вектор сили ? . Напрямок век

тора момента сили визначається за правилом векторного добутку, 
тобто він перпендикулярний до площини, в якій лежать точка І 
сила, І спрямований у той бік, звідки поворот першого вектора 
v до другого вектора Р здійснюється проти годинникової 

стрілки найкоротшим шляхом.
Вектор момента сили відносно точки можемо розкласти 

на компоненти по декартових осях координат:
М0=ї- Mx + f-Ms + k-Mz, (8.3)

де Мх , , Mz - проекції момента М на координатні осі
(момента сили ? відносно осей).

Формула (8.1) дозволяє визначати момент аналітично, 
розкривши визначник:

і
х У Z ’

орти; х , , z - координати
Р , Pz - проекції сили на

<7

М = гхР = о
(8.4)

Рх

. де і , і , k - одиничні 
точки прикладання сили; Рх , 
осі координат.

Із визначника (8.4) для проекцій момента сили маємо такі

вирази:
My = z-Fx-XFZ,

Модуль момента сили відносно точки 0 та його напрямок знахо
димо за співвідношеннями:

м. = + м*+мг_

(8.5)

(8.6)

us(M0ro = -^, со3(мЗі) = -^-

COS(M0;k)=
(8.7)
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Проекції Мх, , Mz являють собою моменти сили 

відносно координатних осей Ох , Оу , Од . Вміння визначати 
моменти сил відносно координатних осей є необхідним для скла
дання рівнянь рівноваги при розв'язуванні задач на просторові 
системи сил. Однак користуватись формулами (8.5) досить незруч
но, І тому розглянемо набагато простіший спосіб визначення мо
мента сили відносно осі.

Лекція 9

Тема "МОМЕНТ СИЛИ ВІДНОСНО ОСІ"

Якщо момент сили відносно деякого центра 0 викликає 
обертальний рух тіла навколо цього центра, то момент сили від
носно осі викликає, зрозуміло, обертання тіла навколо даної 
осі. При цьому задача визначення плеча сили відносно осі дещо 
складніша, ніж визначення плеча сили відносно точки (рис. 9.1).

Щоб знайти плече сили Р відносно осі Oz , спроектуємо 
силу ? на площину 0х<^ , перпендикулярну до осі Oz , а саму 
вісь Oz також спроектуємо на цю ж площину. В результаті одер
жимо проекцію сили Р* І точку 0 . Далі з точки 0 опускаємо 
перпендикуляр на лінію дії проекції сили Р*. Це й буде шукане 
нами плече сили відносно осі.

Модуль момента сили відносно осі обчислимо як добуток мо
дуля проекції сили р” на плече h :

Mz( Р ) = p'-h = f-h - ccsol.
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Знак момента назначається, як І раніше, залежно від напрямку 
повороту тіла навколо осі під дією даної сили. Якщо дивитися в 
кінця осі, то видно, що обертання здійснюється проти годиннико
вої стрілки - знак "плюс", якщо навпаки - знак "мінус". Таким 
чином, момент сили відносно осі дорівнює добутку проекції сили 
на площину, перпендикулярну до даної осі, на плече. Плечем є 
перпендикуляр, опущений з точки перетину осі площиною на лінію 
ДІЇ проекції сили.

Момент сили відносно осі дорівнює нулю, коли вісь І сила 
лежать в одній площині.

Лекція 10

Тема "ЗВЕДЕННЯ СИСТЕМИ ДВОХ ПАРАЛЕЛЬНИХ СИЛ 
ДО РІВНОДІЮЧОЇ"

Дві паралельні сили можна розглядати як граничний випадок 
двох збіжних сил, коли точка перетину віддалена у безконечність. 
Залежно від просторової орієнтації системи паралельних сил поді
ляють на плоскі та просторові.

10Я. Складання паралельних сил, які спрямовані в один бік

Розглянемо систему двох паралельних сил Р1 І , при
кладених у точках А І В твердого тіла (рис. ІО.І) І спрямо
ваних в один бік. Для визначення рівнодіючої цих сил І точки ЇЇ 
прикладання зробимо так: прикладемо у точках А І В дві сили 
Q, І Q2 , рівніша величиною^! протилежні за напрямком. Склав
ся попарно сили Р( І Q, та Рг І -Q2 , одержимо їх рівнодіючі

Рис. ІО.І
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ІГ( І R 2 . лінії дії яких перетинаються у точці 0 .

Скориставшись властивістю сили як ковзного вектора, пере
несемо сили І R2 в точку 0 , а потім розкладемо їх на 
дві попередні складові Ft І О’] та І . Отже, прикла
дені в точці 0 сили Q, І (Т2 взаємно зрівноважуються, а 
спрямовані в один бік сили Г, І р”2 матимуть рівнодіючу, мо
дуль якої дорівнює сумі модулів цих сил:

R = F1*F2. (ІО.І)

Лінія дії рівнодіючої R перетинає відрізок АВ у точці С , 
яка ділить цей відрізок на частини, обернено пропорційні моду

лям сил:

AC С-В АВ
Р, = F2 = R (10.2)

.Таким чином, рівнодіюча двох паралельних сил, спрямованих 
в один бід, за модулем дорівнює сумі модулів цих сил, спрямова
на у той же бік/ що й сили, І ділить відстань між точками при
кладання сил на відрізки, обернено пропорційні силам.

10.2. Складання паралельних сил, спрямованих 
т протилежні боки

Для визначення рівнодіючої двох паралельних сил, спрямова
них у протилежні боки (рис. 10.2), скористаємось попереднім за
ходом. Звідси матимемо, що модуль їх рівнодіючої дорівнює різ-
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ниці модулів складових сил:

Р = Г2-Р\, (І0-3>

якщо Р2 > F< .
Лінія дії одержаної рівнодіючої сили й" перетинає продов

ження відрізка А В у точці С , а відстані точок А І В від 
точки С обернено пропорційні модулям сил:

АС СВ АВ—' ■■ е ' ■■ ■- s ——• ♦
F2 F, R

(10.4)

Таким чином, рівнодіюча двох паралельних сил, спрямованих у 
різні боки, за модулем дорівнює різниці модулів цих сил, спря
мована в бік більшої сили та ділить відстань між точками при
кладання даних сил зовнішнім чином на частини, обернено пропор
ційні модулям сил.

10.3. Система двох рівних паралельних сил. 
спрямованих у різні боки. Пара сил

Розглянемо випадок визначення рівнодіючої двох паралельних 
сил, рівних за модулем І спрямованих у різні боки (так званої 
пари сил):

(І°.5)

Повторивши всю процедуру попереднього випадку визначення 
рівнодіючої паралельних сил, ми переконаємося в тому, що одер
жані сили Rj І (?2 також рівні та паралельні між собою, лінії 
їх дії не перетинаються, а модуль рівнодіючої пари сил дорівнює 

нулю:

R»Ft-F2=0. (Ю.6)

Однак дія пари сил на тіло - ненульова І викликає оберталь
ний рух. Мірою обертальної дії пари сил служить момент пари, ве
личина якого дорівнює добутку модуля однієї Із сил пари на пле

че:

M(fir1;Sr2) = F,-h»P2-h. (Ю.7)

Плечем називається найкоротша відстань (перпендикуляр) між лі
ніями дії сил пари F, І І-т2 (рис. 10.3).
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Отже,

Напрямок обертання, створеного парою сил, визначав знак 
момента пари: якщо пара сил обертає тіло проти годинникової 
стрілки - момент позитивний, якщо навпаки - негативний.
момент пари сил має величину, напрямок І площину дії, а тому е 

векторною величиною.
Площина N де діє дії папера сил, називається площиною

якій лежить, І спрямований у той бік, звідки обертання тіла, що 
здійснюється парою, відбувається проти руху годинникової стріл
ки. На рис. 10.4 показано дві пари сил, які діють в одній пло
щині

його

та мають протилежно спрямовані вектори моментів.
Визначимо, чому дорівнюватиме момент пари сил, І виявимо 
властивості.
Нехай 0 - довільна точка простору (рис. 10.5), a F, І 
- сили, що утворюють пару, яка прикладена в точках А І
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В . З визначення момента сили відносно точки (8.1) маємо:

М(Р,)+ М(Рг)=Т,хР)+г2ХРг =

= Гіх(-Р2') + 72хР2 = =РХ^- (Ю.7)
Обчислена векторна сума не залежить від положення точки 

0 , відносно якої визначаються моменти. Векторний добуток 
рхР називається моментом пари сил ( Р( ; Р2 ) І позначаєть
ся М ( Р,; Р2 ):

М<Р,; Р2) =рхР. (10.8)

Модуль момента пари сил дорівнює

М(Р,; ?2) = P-h.

Момент дари сил - вектор вільний.

Висновки:
І. Пару сил, не змінюючи її дії на тіло, можна перенести 

куди завгодно в площині, в якій лежить пара.
2. Пару сил, не змінюючи її дії на тіло, можна перенести 

у паралельну площину.
3. У парі сил, не змінюючи величини її момента, можна від

повідно змінювати модулі сил І довжину плеча.
4. Дві пари сил з рівними моментами еквівалентні.
5. Декілька пар сил, що лежать в одній площині, можна за

мінити однією еквівалентною парою з моментом, що дорівнює век
торній сумі моментів цих пар.
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Ле к ц І я II

Тема "СКЛАДАННЯ ПАР СИЛ У ПРОСТОРІ. УМОВИ РІВНОВАГИ ПАР"

Декілька пар сил, що лежать у різних площинах, можна замі
нити однією еквівалентною парою а моментом, цо дорівнює вектор
ній сумі моментів цих пар.

Нехай на тіло діє П пар, які лежать в різних площинах. 
Складаючи ці пари у послідовному порядку та застосовуючи кож
ний раз аксіому про складання двох векторів, ми встановимо, мо 
ця система пар замінюється одною рівнодіючою парою з вектором- 

моментом

м = м, + м2+...+ мл»Імк. (п.і)
Вектор М (рис. II.І) можна знайти також як замикаючу сторону 
багатокутника, добудованого Із складових векторів-моментів пар.

Однак якщо складові вектори не лежать в одній площині, то 
обчислювання краще проводити аналітично.

На основі теореми про проекції суми векторів на вІоь запи
шемо (див. рис. ІІ.І):

п п п
м,-2ми. м,-2мм. <п.2)
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Звідси лргко знаходяться умови рівноваги системи пар. Для рів
новаги пар необхідно І достатньо, щоб вектор-момент рівнодію
чої пари дорівнював нулю:

M-ZM.-0. (ІІ.4)
к.і *

Це означає, що багатокутник, побудований з векторів-моментів, 
має бути замкнутим, звідки маємо аналітичні умови рівноваги:

SMk=Q, І Mk =0, Z Mkz = 0. (п.5)

K=1 KZ k=t k.f KZ

Лекція 12

Тема "ДОВІЛЬНА СИСТЕМА СИЛ. ЗВЕДЕННЯ ДО ОДНОГО ЦЕНТРА"

Довільною системою сил називається сукупність прикладених 
до твердого тіла сил, лінії дії яких довільно орієнтовані у 
просторі (рис. І2.І).

Розглядаючи збіжну систему сил, ми переконалися, що систе
му можна замінити однією рівнодіючою силою, яка дорівнює век
торній сумі всіх сил, що входять до системи. Систему паралель
них сил також можливо звести або до рівнодіючої сили, або до 

пари сил. «

Рис. 12.І



Спробуємо спростити прикладену до абсолютно твердого тіла 
довільну систему сил, звівши всі сили до одного заданого цен
тра 0 (див, рис. І2.І). Почнемо Із сили Р, . Прикладемо у 
центрі б зрівноважену систему сил, щоб виконувалась умова

F^P^-Ff, (І2.І)

тобто сили, рівні за модулем І паралельні між собою. Дві пара
лельні , рівні за модулем І протилежні за напрямком сили І?, І 
Р” , ми можемо трактувати як пару сил ( F, І ), а силу 
F' , прикладену в точці 0, - як перенесену в точку 0 силу

Повторивши аналогічну операцію перенесення до центра 0 
сил Р2 , ,...', Рп /одержимо систему сил F; , ,
.... F^, прикладених у точці 0 (збіжну систему сил), І си
стему пар сил з моментами М, , М2 , М3 , Мл (див. 
рис. 12.1), яку одержали внаслідок проведених операцій перене
сення. Векторна сума всіх збіжних силдасть рівнодіючу, або так 
званий головний вектор S’ системи, прикладений у точці 0 , 
а векторна сума моментів усіх приєднаних пар сил - головний мо
мент системи Мо .

Таким чином, довільну систему сил можна звести до одні
єї рівнодіючої сили, що дорівнює головному вектору, прикладено
му у центрі зведення, та до однієї пари сил, яка дорівнює го
ловному моменту відносно того ж центра:

— п , П _
R -2РК, м0»Хм0(Р,-,іг"). <іг-г>

Головний момент системи приєднаних пар сил можна розгляда
ти І як векторну суму моментів всіх вихідних сил відносно цен
тра 0 :

П * ж 
м =2Mn(Fk). (12.3)

Модулі векторів R І Мо та їх напрямок визначаються з 

формул:

R = Vr2 + f?2 * R2, ; (12.4)
1 х у z >

_А_ р _А_ р, _/\_ R- 
cos(.R; 1) = -^-, cos(R;i) = -^-; tos(R-'k) »; (12.5)

К (J ■ к , к
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Mn - Лм* + 1И* + мГ ; (12.6)

U ” x у z

С05(Ій0П)»-^,

A_ M
MS(M0;k) = ^’ (12.7)

З’ясуємо тепер, як позначається на головному векторі та го
ловному моменті зміна положення центра зведення довільної си
стеми СИЛ.

Цілком очевидно, що головний вектор 1? не залежить ВІД 

положення центра зведення, тому що сили у цей центр перено
сяться паралельно до самих себе, а це означає, що багатокутник 
сил залишається незмінним.

Головний момент Мо залежатиме від положення центра 
зведення,тому що змінюватимуться його модуль І напрямок. При 
цьому головний момент сил відносно нового центра зведення 
зміниться на величину, що дорівнює моменту попереднього голов
ного вектора системи відносно нового центра:

мо, =мо + M01(R), (12.8)

де Мо І М ( - головні моменти даної системи сил відносно по

переднього центра 0 І нового 0, , a Mq)(R)- момент голов
ного вектора R відносно нового центра зведення, який визна
чається за формулою

Мо, (R) = 00txR. (12.9)

При зведенні довільної системи сил до заданого центра 
повинні мати місто лише такі випадки: ,

І. Головні..1 вектор R # 0, а головний момент Мо =0, 
тобто система сил зводиться до рівнодіючої, а тіло рухається 

поступально. __
2. Головний вектор R ■ 0, а головний момент Мо # 0, 

тобто система сил зводиться до пари І тіло при цьому оберта
ється. __ ___

• 3. Головний вектор R = 0 І головний момент Мо = 0, тоб-
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то під дією такої системи сил тіло знаходиться у рівновазі.

4. Головний вектор 1Г 7і 0 І головний момент Мо* о, 
тобто при цьому можуть бути такі три окремі- випадки:

_А) Коли головний вектор паралельний головному моменту
R II Мо (рис. 12.2,а), то це означає, що система зводиться 
до сили ІГ І пари ( ? ;₽*”'). яка лежить у площині, перпендику
лярній до сили (рис. 12.2,6).

Рис. 12.2

Така сукупність сили 1 пари називається динамічним гвин
том (динамою).

Б)_Коли_ головний вектор перпендикулярний до головного мо
мента R1MO (рис. 12.3), то-така система також зводиться

Рис. 12.3
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до рівнодіючої R." = R , ала не проходить через центр 0 . Дій
сно, коля ЇГ 1 Mg, пара І сила лежать в одній площині. Тоді 
вибираємо сили пари ( fT , R" ) такими, щоб виконувалась умова

Р«Г = -Р',

І у точці 0 матимемо взаємно зрівноважені сили.
Сила R дорівнюватиме R" І прикладатиметься у точці А . 

Відстань ОА визначається за формулою

Мп
ОА в • (12.10)

К

В) Якщо для даної системи сил кут між R І Мо є довіль
ним, то така система сил також приводиться до динами, але вісь 
останньої ке проходитиме через центр 0 (рис. 12.4). Розкла-

Рис. 12.4

дамо вектор М 0 на складові М, І М 2 . Пару М 2 та силу R 
можна, як І в попередньому випадку, замінити рівнодіючою силою 
R" , прикладеною у точці А , тому що вони взаємно перпендику
лярні: яа if. _

В результаті дана система сил заміниться силою R" = І 
парою з моментом М( • тобто динамою з віссю, яка проходить че

рез точку А .
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Лекція ІЗ

Тема "УМОВИ РІВНОВАГИ ДОВІЛЬНОЇ СИСТЕМИ СИЛ"

У векторній Формі. З результатів зведення довільної си
стеми сил до головного вектора ЇГ І головного момента Мо ми 
бачимо, що тверде тіло перебуватиме у рівновазі лине тоді, ко
ли І головний вектор R , І головний момент ІИ0 системи дорів
нюватиме нулеві, тобто

— п — — п _ .
R = 2F«O, M=ZM.(P.)-0. (ІЗ.І)

k»l « 0 k.| 0 k
Геометрично це означає, що багатокутник сил І багатокутник мо
ментів е замкнутими.

В аналітичній Формі. Проектуючи рівняння (ІЗ.І) на декар
тов! осі координат, запишемо аналітичні умови рівноваги довіль
ної просторової системи сил у вигляді.шести рівнянь (відповід
но до шести ступенів вільності тіла у просторі).

ЦІ умови читаються так: для рівноваги довільної просторо
вої системи сил необхідно І достатньо, щоб алгебраїчні суми 
проекцій всіх сил на три взаємно перпендикулярні осі І суми мо
ментів усіх сил відносно цих осей дорівнювали нулю:

■ п
XR -0,

П gVU’O, (13.2)

л
X? =0; Z Mz(Fk) ■= o,

де Rkx , , Rkz - проекції сил на координатні осі;
Мх , Му , Mz - моменти сил відносно цих осей.

Якщо тіло до прикладання сил знаходилось у стані спокою, 
то перші три рівняння (13.2) виражають необхідні умови відсут
ності переміщень тіла вздовж осей координат, а три остачні - 
відсутність обертання навколо цих осей.
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Приклад, ___
Однорідна прямокутна рама вагою G прикріплена до стіни за 

допомогою шарового шарніра А І завіси В та утримується у го
ризонтальному положенні ниткою СЄ , прив"язаною в точці С ра
ми І до гвіздка Е , забитого в стіну на одній вертикалі з А : 

X ЄСА » Z ВАС .
Визначити натяг нитки та

Рис. ІЗ.І

опорні реакції (рис. ІЗ.І).
Розв"язання задачі виконува

тимемо за таким планом:
І. Зобразимо схему задачі.
2. Виберемо координатні осі.
3. Зобразимо задані сили. Це 

сила ваги рами G , прикладена на 
перетині діагоналей прямокутника 
ABCD .

4. Умовно відкинемо в’’язи І 
замінимо їх дію реакціями в"язей.

5. Складемо шість рівнянь 
рівноваги, тому що задача просто
рова:

Z аАА-Т -со$го( = 0,

2.F^^^e-T-cosoC-sinoC = 0,

21F, = Z. + Eft-G+T Sinoc = 0; к A D

’ZMx«G-^-T-AD-sinoC=°, 

ZMu = -G^-*Z..AB*TABSino^O, 

£Мг=-у6-АВ-О.

. В результаті маемо шість невідомих І шість рівнянь рівнова

ги. Задачу розв"язано.
Якщо всі сили довільної системи діють в одній площині, то 

аналітичні умоьл рівноваги довільної плоскої системи сил зво
дяться до запису трьох рівнянь (відповідно кількості ступенів 
вільності тіла на площині).

Перша, або основна. Форма запису умов рівноваги:

п п П
Zvo, 2V°> 2м0(₽.)«о, (ІЗ.З) 
к-І ** к.( З к.« К



де - момент всіх сил відносно осі Од , яка пер
пендикулярна до площини 0х<^ , де діють сили, І може бути про
ведена з будь-якої точки площини. А тому цей вираз ми можемо 
замінити визначенням суми моментів цих сил відносно будь-якої
ТОЧКИ ПЛОЩИНИ.

Таким чином, для рівноваги довільної системи сил необхід
но І достатньо, щоб алгебраїчна сума проекцій всіх сил на дві 
взаємно перпендикулярні осі та алгебраїчна сума моментів усіх 
сил відносно будь-якої точки площини дорівнювали нулю.

Друга Форма умов рівноваги. Для рівноваги довільної плос
кої системи сил необхідно І достатньо, щоб алгебраїчні суми 
моментів всіх сил відносно кожної з двох будь-яких точок А І 
В , взятих в площині системи, І алгебраїчна сума проекцій 
всіх сил на будь-яку вісь Ох , не перпендикулярну до АВ , до
рівнювали нулю:

п _ к п _ п
XM.(Fk)«o, 2M,(F.).o, Xf -0. (13.4)
k-t A k=l • K k-l

Третя Форма умов рівноваги (рівняння трьох моментів). Для 
рівноваги довільної системи плоскої системи сил необхідно І до
статньо, щоб алгебраїчні суми моментів всіх сил відносно кож
ної з трьох будь-яких точок А , В ,0 , які не лежать на од
ній прямій, Дорівнювали нулю:

£м.(і?)“°, Z М.(І?)=0, 2мД)»0. (13.5)
k«i " к k«t в * к«і с

Якщо ми маємо справу з системою паралельних сил, то кіль
кість рівнянь зменшується. Нехай сили паралельні осі 0Z , І 
тоді для просторової системи паралельних сил маємо:

п _ п П
ХМ (Fk)«0, ZM (P >0, . (13.6)
k«t k=t « ' k»i KZ

Для плоскої системи сил, якщо сили паралельні осі 0Y , 
можна записати:

п _ п
2Мо,(Рк).О, 2%-0. (13.?)
КГ1 к«І 4
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Лекція 14

Тема "РІВНОВАГА СИСТЕМИ ТВЕРДИХ ТІЛ. СТАТИЧНО ВИЗНАЧЕНІ 
ТА НЕВИЗНАЧЕНІ ЗАДАЧІ"

До цього ми розглядали рівновагу одного твердого тіла. Од
нак при статичному розрахунку багатьох Інженерних конструкцій 
доводиться розглядати рівновагу системи твердих тіл, з"єднаних 

якими-небудь в’язами.
В’язи, які з’єднують тіла даної конструкції, а також сили 

взаємодії між тілами розглядуваної конструкції називаються вну
трішніми.

В’язи, ио скріпляють конструкцію з тілами, які до неї не 
входять, І сили, з якими діють на конструкцію зовнішні тіла, 
називаються зовнішніми.

Якщо після відкидання зовнішніх в’язей конструкція залиша
ється жорсткою, то для неї задачі статики розв’язуються як для 
абсолютно твердого тіла.

Іноді доводиться розв’язувати задачі на рівновагу склад
них конструкцій, які після відкидання зовнішніх в’язей не зали
шаються жорсткими (рис. 14.1 ,а). Якщо відкинути опори А І В , 
то конструкція не буде жорстке»), а її частини можуть повертати
ся коло шарніра С (рис. 14.1,6).

Рис. 14.І

Розглядаючи рівновагу системи тіл на основі принципу за
твердіння, можливо побачити всю систему в цілому, вважаючи її 
затверділою І застосовуючи до неї умови рівноваги як для твер-
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дого тіла. Але ці умови, хоча І необхідні, не будуть достатні
ми, тому що у цьому разі кількість невідомих може бути більш 
трьох. Крім того, у багатьох задачах треба буде визначити І вну
трішні сили системи, які до рівняння рівноваги не входять 
(рис. 14.2).

ґ > - La Ц Ар в

ТУс

Рис. 14.2

У цьому разі виконується умова

хв—%. yc--y;. (і4.і)
Тоді, застосовуючи «Згод ПбрйріЗу, необхідно додатково 

розглянути рівновагу якої-небудь однієї чи кількох частин кон
струкції як вільного тіла. При до умов рівновага ввій
дуть реакції внутрішніх в"язей. Згідно з аксіомою 4 внутрішні 
сили рівні за модулем І спрямовані по одній прямій в різні бо
ки. Отже, очевидна властивість внутріи-мід сил: головний вектор 
І головний момент внутрішніх сил відносно будь-якого центра 
дорівнює нулю. Звідси випливає важливий висновок: до всіх рів
нянь статики входять тільки зовнішні сили.

Якщо конструкція складається Із л тіл (див. рис. 14.2), 
на кожне з яких діє довільна плоска система сил, то можна скла
сти Зп умов рівноваги, що дозволяють знайти Зп невідомих.

Якщо при цьому число невідомих реакцій в’язей дорівнювати
ме Зп , то конструкція називається статично визначеною. Але 
якщо число невідомих реакцій в’язей перевищує Зп , то конст
рукція буде статично невизначеною. Щ задачі розв"язуе дисци
пліна опору матеріалів.

Приклад.
При заданому навантаженні визначити реакції опор та сили, 

які діють у шарнірі С (рис. 14.3). На консоль діють: пара
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Рис. 14.3

cu » моментом М > зосереджена сила Р І розподільне наванта
ження <£ .

Вибираємо систему координат, замінюємо розподільне наван

таження зосередженою силою Q а АС , яку прикладаємо на пе
ретині діагоналей прямокутника.

Відкидаємо в**язи І замінюємо їх дію реакціями а’язей. Пі
сля цього, застосовуючи матої перерізу, ріжемо консоль по шар
ніру С (рис. 14.4).

9

Рис. 14.4

Запишемо пІвняння рівноваги для кожної частини консолі ок

ремо:

2рхвХА-хсж°’
’ Z F4 = Уд - Yc = Q = О,

ZMc = Q-AC/2-Ya-AC + Ma-0;
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I
ZFX = Xc-P-sin°( =0,

X Fy” Yc+ R6-₽-cosa ■ 0, 

ZMc--M*Rft CB-P-C8-cosoC «0.

Маємо шість невідомих І шість рівнянь рівновага. Отже, задачу 

розв’язано.

Лекція 15

Тема "РІВНОВАГА ЗА НАЯВНОСТІ СИЛ ТЕРТЯ"

На попередніх лекціях, коли ми розглядали рівновагу твер
дих тіл, які. спираються на нерухому площину, припускалося, цо 
опорна поверхня Ідеально гладенька. Реакція такої поверхні 
спрямована по нормалі до цієї площини, тому що вона не пере
шкоджає руху тіла в дотичній площині. Однак досвід показує, НО 
при намаганні зворухнути одне тіло відносно Іншого в площині 
контакту тіл виникає сила опору їх відносному ковзанню. Ця си
ла має назву сили тертя ковзання.

15.і. Тавм-юмавзд
Величина сили сухого тертя пропорційна ступеню иорст 

кості контактуючих поверхонь (пари торгя) І * нормальному тиску 
N (тобто силі, яка притискає поверхні тіл одна до одної):

FTpef-N. (I5.D

Ступінь шорсткості характеризується коефіцієнтом тертя f , що 
визначається експериментально. Тіло (рис. 15.І,а) перебуває у

а
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граничній рівновазі під дією чотирьох сил: вага тіла G зрів
новажується реакцією опорно! поверхні К , а сила Т . яка на
магається зрушити тіло, - силою тертя FTp = -f-N . Коефіцієнт 

тертя обчислимо за формулою

f=FTp/N, «бо *»T/G. (15.2)

Тіло вагою ЇЇ (рис. 15.1,6) лежить на нахиленій площині. 
Явно цю силу ваги розкласти на дві взаємно перпендикулярні 
скиадовІ G-cosoC І G-sinoC , то у випадку граничної рівнова

ги

N’G-cosoC, FTp = G-SinoC, (15.3)

І коефіцієнт тертя

f = Ftp/n « G-sin об/G cos об - t^oc (15.4)

дорівнюватиме тангенсу кута нахилу площини при граничній рів
новазі тіла. Коефіцієнт тертя ковзання f є величиною безроз
мірною І лежить у межах 0 < f < І. Він залежить від матеріа
лу поверхонь тертя та !х стану, ступеня обробки, температури, 
вологості тощо . Розрізняють два коефіцієнти тертя ковзання - 
спокою та динамічний. Статичний коефіцієнт тертя більший за ди
намічний.

Задачі з урахуванням сили тертя розв"язують звичайним спо
собом. Складають рівняння рівноваги в положенні рівноваги (на 
мегІ ковзання). Тоді сила тертя досягне свого найбільшого зна
чення (15.І). Цю величину записують до рівнянь рівноваги.

15.2. Tflpjg даяанм

Якщо тверде тіло має форму колеса або котка І котиться по 
поверхні Іншого тіла, то такий рух повинен виключати прослизу- 
вання в точці контакту, тобто сила тертя ковзання має бути до
статньою для того, щоб не допустити прослізуваиня одного тіла 
(колеса) відносно Іншого (дороги). Сила тертя ковзання у цьому 

випадку відіграє позитивну роль.
Якби коток І поверхня, по якій він котиться, були абсолют

но твердими, то такий вид переміщення був би Ідеальним І не ви
кликав би ніякого опору. Однак опір рухові котка при його ко
ченні все ж таки виникає, І спричиняється він деформацією кот-
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ка або поверхні, по якій коток котиться, або я обома водночас.

Опір, що виникає при коченні одного тіла по поверхні Ін

шого, називається тертям кочення. Для вивчення цього явища роз
глянемо кочення абсолютно твердого котка вагою G по поверхні, 
яка деформується (рис. 15.2).

Крім ваги G на ко
ток діють: тяга Т , сила 
тертя кочення Ртр І 

вертикальна складова ре
акції поверхні N . Систе
ма цих сил утворює дві па- 
рн,сил^( Т , Ртр) І 
( G . FT ). Пара сил 
( Т , ?тр ) створює обер

тальний момент у напрям
ку кочення котка, а пара 
сил ( G , ІТ ) - оберталь
ний момент, що протидіє коченню. Момент Пари ( W , fT ) характе
ризує момент тертя кочення, який дорівнює добутку нормального 
тиску N на коефіцієнт тертя кочення Б', що являв собою пле
че пари:

MTp.K04»N-S. (15.5)

Отже, коефіцієнт тертя кочення S • величиною розмірною 
[м] І характеризує величину деформації тіл. Сили опору при ко
ченні тіл набагато нижчі, ніж при ковзанні. Тому в техніці, де 
тільки це можливо, намагаються ковзання замінити коченням (ко
леса, котки, шарикопідшипники).

Близьким за природою як до тертя ковзання, так І до тертя 
кочення є тертя крутіння (або вертіння), яке виникає при за
гвинчуванні, свердлінні та являє собою досить складний процес. 
У цьому курсі це тертя вивчатися не буде.

Л е х ц І я .16

Тема "ЦЕНТР ПАРАЛЕЛЬНИХ СИЛ І ЦЕНТР ВАГИ ТІЛА"

Сили ваги є розподіленими силами, тобто діють на всі теч- 
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аа об"ему тіла. Оскільки статика оперує лише зосередженими си
лами, то розподілені сили ваги замінюємо рівнодіючою силою, 
яка називається вагою тіла, в точка прикладання рівнодіючої си
ли ваги - центром ваги тіла. Центр ваги тіла не змінює свого 
положення при вільному русі тіла у просторі. Ця властивість 
дозволяє експериментально визначити центр ваги неоднорідних 
плоских тіл складної конструкції таким чином: достатньо дїдві- 
сити тіло на нитці в будь-якій його точці та побудуватЙ4|Ьдов- 
яення нитки в тілі (провести вертикаль), а потім повторити цю 
операцію для декількох Інших точок, - І ми одержимо точку пере
тину побудованих ліній. Це І є центром ваги цього тіла. Центр 
ваги порожнистих тіл І тіл складної просторової форми може ле
жати поза межами тіла (наприклад центр ваги обруча).

Для аналітичного визначення положення центра ваги скорис
таємось теоремою ВарІньона, яка стверджує, що момент рівно
діючої сили дорівнює сумі моментів складових сил.

Вехай на тіло в точках А І В діють дві паралельні си
ли І $2 (рис. І6.І), що мають рівнодіючу R :

Mf,.?,.?,, <К.І>

Рівнодіюча R прикладена в точці С , що ділить відстань між 
силами обернено пропорційно силам:

F, ж ВС =
Рг “ АС а (16.2)

звідки Р,-а«РгБ. __
Момент рівнодіючої сили R відносно деякої точки О до-
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рІвнюе

MO(R)»RXC (16.3)

або
R«x - (Р, * рДхс - F, (х,+а) ♦ гг (ха- 6)«

«F,-Xt + F2X2+(F1Q-P2-6), (Ї6.4)

де Хс - координата точки С . Оскільки Із.рівняння (16.2) ма
ємо Р1а= Ftt> .то вираз в останній дужці залежності (16.4) 
дорівнює нулю, І ми одержимо

Р-хс« ІуХ,*Рг Хг, (16.5)

що І потрійно було довести. Очевидно, що теорема ВарІньона 

справедлива для будь-якого числа сил, тобто

н R-xc=2Rk Xk. (16.6)

Центр ваги тіла. Спираючись на залежність (16.6), знайдемо 
вирази для аналітичного визначення координат центра ваги в де
картов! й системі координат:

хс-2Г Р,хк/Р; Ус'ІМк/Р;

Zcw£Pk-Zk/’ (16.7)

де Р - рівнодіюча сил ваги частинок даного тіла;
Рк - вага будь-якої частинки тіла.
Таким чином, центром ваги тіла називається незмінно зв"я- 

зана з цим тілом точка, в якій прикладена рівнодїша сил ваги 
частинок даного тіла І координати якої визначаються формулами 
(16.7).

Центр мас. Якщо позначимо масу тіла через М , а маси його 
складових частинок через mk .. то матимемо

Р-Mg, Pk = mk-g, (16.8)

де - прискорення сили тяжіння.
Підставивши ці значення у вираз (16.7), маємо;
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n /
zc = 2mk-zk/M. de .9)

Точка, координати якої знаходяться за формулами (16.9), 
називається центром мав.

Положення центра мас залежить тільки від розподілу мас в 
тілі І являє собою одну з характеристик цього розподілу.

В той час як поняття про центр ваги має сенс тільки для 
тіла, но знаходиться в однорідному полі сили ваги, поняття 

центра мас не зв’язано з поняттям про силове поле, не залежить 
від діючих сил І в цьому розумінні є більш загальним. Для твер
дого тіла, яке розташоване в однорідному полі сили ваги, поло
ження центра ваги І центра мре збігаються.

Цента ваги об’ємів. J випадку однорідних тіл вага Рк 
будь-якої k-ї частинки тіла пропорційна об’єму Vk цієї час
тинки, а вага всього тіла - об’єму V тіла:

Ркжї-ук» Р-Г-V, (16.10)

до у - питома вага.
Тоді, підставляючи формулу (16.10) у вираз (16.2), в ре

зультаті матимемо:

Xc"jiV»X«/Vi

Zc‘£VZi./V- <“•»>
Цента ваге плотни. Шляхом аналогічних міркувань легко 

встановити залежність між вагою однорідної пластини та її пло
щею 8 :

(16.12)
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Центр вага лінії. Однаково знаходиться залежність між ва

гою тонкого стержня (лінії) та його довжиною L :

Xc\?t Xk/L; ^t-XLk^k/L;

z =ZL-zk/L. (іб.із)
c k.i *

При безперервному розподілі маси твердого тіла формулі 
(16.II), (16.12) 1 (16.13) треба замінити Інтегральними.

а) 4ля однорідного твердого тіла

А-|njxdv>-

де dV=dx-dy-dz - елемент общему, який Інтегрується но 

всьому об’єму.
б) Для однорідної пластини

*c-}jixds- »c-iJhds- 1ге-“’
де dS « dx-dy елемент площини.

в) Для однорідної ЛІНІЇ

хс = {-!«^. vr!sdt’ <“•“»

де dt - елемент дуга..

Додатково слід вказати деякі способи визначення положення 
центра ваги, які застосовуються на практиці:

І. Розрахункові: . .
а) симетрії;
б) розбивання;
в) доповнення;
г) Інтегрування.
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2..Г рафічні.
3. Експериментальні:

а) підвішування;
б) зважування.

ЦІ способи достатньо висвітлені в літературі І тут вивча
ться не будуть.
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