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ВСТУП 
 

Розв’язання багатьох задач, що так чи інакше пов’язані із 
системним аналізом, неможливе без застосування числових методів. 
Числові методи зазвичай передбачають, що складний математичний 
об’єкт позбавляється певних своїх властивостей, і замість нього 
розглядається фактично інший об’єкт. Цю заміну часто називають 
дискретизацією. Дискретизація складається з двох етапів.  На 
першому етапі з математичної точки зору відбувається заміна 
нескінченновимірних компактів скінченновимірними, тобто, з точністю 
до ізоморфізму, компактами з nR . Другий етап передбачає кодування 
елементів скінченновимірних компактів за допомогою скінченної 
кількості бітів.  

Залишаючи поза розглядом складні питання другого етапу 
(виклад цих питань міститься в монографії [1]), зосередимо увагу на 
математичних питаннях першого, що традиційно відносять до теорії 
наближення функцій. Належний розгляд цих питань неможливий без 
застосування функціональних просторів. Найбільш поширеними є 
простори неперервних і сумованих із квадратом функцій. У першому 
розділі посібника викладено результати теорії наближення в 
просторах неперервних функцій, що стосуються побудови елементів 
найкращого наближення. 

Другий розділ присвячено теорії інтерполяції, яка не тільки є 
зручним засобом наближення, але й набуває великого значення при 
роботі з функціями, заданими таблично. Задача інтерполяції полягає 
в заміні однієї функції іншою за умови однаковості значень цих 
функцій (а в певних випадках також значень похідних) у певному 
наборі точок. Інтерполювальна функція найчастіше є многочленом, 
тригонометричним многочленом або сплайном. При цьому великого 
значення набуває задача вибору точок інтерполяції, що є водночас 
важливим питанням теорії табуляції. Для повноти викладу розглянуто 
також питання про різноманітні форми інтерполяційних многочленів. 

Безпосередньо пов’язану із двома попередніми питаннями 
теорію побудови квадратурних формул викладено в третьому розділі. 
Разом із формулою Ньютона – Котеса та її частинними випадками 
розглядаються гаусові квадратури (у тому числі із довільною ваговою 
функцією). 
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Розділ 1. РІВНОМІРНЕ НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦІЙ 
 

 В обчислювальній практиці виникають ситуації, коли складну 
функцію f(x), задану на деякому проміжку [a,b], треба замінити на 
іншу, простішу в обчисленнях функцію φ(x), таку, що значення функції 
φ(x) відрізняються від значень функції f(x) на всьому проміжку [a,b] не 
більше, ніж на ε. Очевидно, що при заданій функції f(x) і заданій 
точності ε бажано вибрати функцію φ(x) так, щоб вона була найбільш 
зручною для обчислень. Крім того, може виникнути потреба у 
відшуканні такої функції φ(x), що належить до певного класу функцій, 
яка в певному розумінні найкраще наближає f(x). Тому під час 
розгляду питання про рівномірне наближення функцій виникають такі 
задачі: 

1. Задано R – клас функцій, визначених на деякому проміжку 
[a, b] і деяку підмножину R  функцій цього класу. Для заданої функції 
f(x)∈R і заданого числа ε > 0 треба знайти таку функцію φ(x) R∈ , щоб 
виконувалася нерівність 

| f(x) – φ(x)|< ε 
для всіх x∈ [a, b]. Зазвичай за R беруть множину неперервних функцій 
на деякому проміжку (або множину неперервних періодичних 
функцій), а за R  – деяку множину алгебраїчних многочленів (або 
множину тригонометричних многочленів). 

2. Для заданої функції f(x)∈R треба знайти функцію Rx ∈)(0φ , 
для якої виконується рівність 

],[
max

bax∈
| f(x) – )(0 xφ | = 

],[)(
maxinf

baxRx ∈∈ϕ
| f(x) – φ(x) |. 

Якщо така функція )(0 xφ  існує, то її називають функцією 
найкращого рівномірного наближення для f(x) у класі R . 
 Якщо R – множина неперервних функцій на проміжку [a,b] (або 
множина неперервних періодичних функцій), а R  – множина 
алгебраїчних многочленів (або множина тригонометричних 
многочленів), то відповідь на питання про розв’язуваність задачі 1 
дають теореми Вейєрштрасса. 
 

1.1. Рівномірне наближення функцій класу С[a,b] 
 

 Розглянемо питання про рівномірне наближення функцій, 
неперервних на проміжку [a,b], алгебраїчними многочленами. 
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Теорема 1 (перша теорема Вейєрштрасса). Якщо f(x)∈C[a,b], 
то для будь-якого ε>0 існує такий алгебраїчний многочлен P(x), що 
для всіх x∈ [a,b] виконується нерівність ε<P(x)- f(x) . 

Доведення. Спочатку доведемо дві леми й теорему Бернштейна. 
Лема 1. Правильними є такі тотожності: 

∑
=

− =−
n

k

knkk
n xxC

0
1)1( ;     (1.1) 

∑
=

− −=−−
n

k

knkk
n xnxxxCnxk

0

2 )1()1()( .   (1.2) 

Доведення. Запишемо формулу бінома Ньютона  

∑
=

−=+
n

k

knkk
n

n baCba
0

)( . 

При a = x, b = 1 – x одержимо формулу (1.1). 
 Доведемо тепер тотожність (1.2). Зауважимо, що при x = 0 і x = 1 
тотожність очевидна. Тому доведемо її при x≠ 0, x≠ 1. Візьмемо 
похідну від тотожності (1.1) і одержимо 

∑ ∑
= =

−−−− =−−−−
n

k

n

k

knkk
n

knkk
n xxCknxxkC

1 0

11 0)1()()1( . 

При x≠ 0 i x≠ 1 маємо 

∑ ∑
= =

−− =−−
−

−−
n

k

n

k

knkk
n

knkk
n xxCkn

x
xxkC

x 1 0
0)1()(

1
1)1(1 ,  

або ∑ ∑
= =

−− −
−

=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

n

k

n

k

knkk
n

knkk
n xxC

x
nxxkC

xx 1 0
)1(

1
)1(

1
11 . 

Якщо врахувати тотожність (1.1), то 

∑
=

− =−
n

k

knkk
n nxxxkC

1
)1( .    (1.3) 

Здиференціюємо рівність (1.3) і отримаємо 

∑ ∑
= =

−−−− =−−−−
n

k

n

k

knkk
n

knkk
n nxxCknkxxCk

1 1

112 )1()()1( , 

або ∑ ∑
= =

−− =−−
−

−−
n

k

n

k

knkk
n

knkk
n nxxCknk

x
xxCk

x 1 1

2 )1()(
1

1)1(1 , 

звідки  

∑ ∑
= =

−− +−
−

=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

n

k

n

k

knkk
n

knkk
n nxxkC

x
nxxCk

xx 1 1

2 )1(
1

)1(
1

11 . 

З урахуванням (1.3) маємо 
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∑
=

− −+=−
n

k

knkk
n xnxxnxxCk

1

222 )1()1( .   (1.4) 

Запишемо ліву частину тотожності (1.2) у вигляді 

( ) =−−∑
=

−
n

k

knkk
n xxCnxk

0

2 1)(  

∑ ∑∑
= =

−−

=

− −+−−−=
n

k

n

k

knkk
n

knkk
n

n

k

knkk
n xxCxnxxkCnxxxCk

1 0

22

1

2 )1()1(2)1( . 

Урахувавши (1.1), (1.3) і (1.4), маємо 

∑
=

− −=+−−+=−−
n

k

knkk
n xnxxnxnxnxxnxxCnxk

0

2222222 )1(2)1()1()( . 

Лему доведено. 
Із тотожності (1.2) випливає, що при x∈[0,1] виконується 

нерівність  

∑
=

− ≤−−≤
n

k

knkk
n

nxxCnxk
0

2
4

)1()(0 .    (1.5) 

Справді, ліва частина нерівності очевидна, а права – випливає з 

того, що функція x)-x(1  набуває максимального значення 
4
1  при 

2
1

=x . 

Нехай задано число 0>δ . Позначимо через )(xNδ  множину 
значень індексу k (k = 0,1,…,n), для яких виконується нерівність 

δ≥− x
n
k ,      (1.6) 

де x  – фіксоване число, [ ]1,0∈x . 
 
Лема 2. Для будь-якого [ ]1,0∈x  виконується нерівність 

∑
∈

− ≤−
)(

24
1)1(

xNk

knkk
n n

xxC
δ δ

. 

Доведення. Зазначимо спочатку, що із (1.6) випливає нерівність 

1)(
22

2
≥

−
δn
nxk . 

Урахувавши одержану нерівність і нерівність (1.5), маємо 

≤−
−

≤− ∑∑
∈

−

∈

−

)(
22

2

)(
)1()()1(

xNk

knkk
n

xNk

knkk
n xxC

n
nxkxxC

δδ δ
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≤−−≤ ∑
∈

−

)(

2
22 )1()(1

xNk

knkk
n xxCnxk

n δδ
 

222
0

2
22 4

1
4

1)1()(1
δδδ n

n
n

xxCnxk
n

n

k

knkk
n =≤−−≤ ∑

=

− , 

що й треба було довести. Лему доведено.  

 Розглянемо многочлен степеня n ∑
=

−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

n

k

knkk
nn xxC

n
kfxfB

0
)1();( , 

який називають многочленом Бернштейна. 
 
 

Теорема 2 (теорема Бернштейна). Якщо f(x)∈С[0, 1], то 
)();(lim xfxfBnn

=
∞→

 рівномірно для всіх [ ]1,0∈x . 

Доведення. Згідно з тотожністю (1.1) маємо  

∑
=

−−=
n

k

knkk
n xxCxfxf

0
)1()()( , 

тому        

∑
=

−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−

n

k

knkk
nn xxCxf

n
kfxfxfB

0
)1()()();( , 

( ) ( ) knkk
n

n

ok
n xxCxf

n
kfxfxfB −

=
−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤− ∑ 1)();( . 

Із неперервності функції f(x) на проміжку [0, 1] випливає її 
рівномірна неперервність на цьому проміжку. Тобто для будь-якого 

0
2
>

ε  існує таке 0>δ , що для будь-яких [ ]1,0, ∈′′′ xx  виконується 

нерівність ( )
2

)( ε
<′′−′ xfxf , як тільки δ<′′−′ xx .  

Нехай xx
n
kx =′′=′ , , тоді для будь-якого 0

2
>

ε  існує таке 0>δ , 

що 
2

)( ε
<−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ xf
n
kf  , як тільки δ<− x

n
k . 

Нехай для заданого 0
2
>

ε  і фіксованого [ ]1,0∈x  знайдено таке 

0>δ , що для тих значень індексу k, для яких δ<− x
n
k , правильною є 
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нерівність 
2

)( ε
<−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ xf

n
kf . Множину значень індексу k, для яких 

δ<− x
n
k , позначимо через ( )xMδ , а для яких δ≥− x

n
k  – через ( )xNδ .  

Тоді  
21)();( SSxfxfBn +≤− , 

( )
( )

( ) knkk
n

xMk
xxCxf

n
kfS −

∈
−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑ 11

δ

,

( )
( )

( ) knkk
n

xNk
xxCxf

n
kfS −

∈
−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑ 12

δ

. 

Знайдемо оцінки для 1S  і 2S . Для 1S  одержуємо 

( )
( )

( ) <−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= −

∈
∑ knkk

n
xMk

xxCxf
n
kfS 11

δ

 

( )
( )

( )
2

1
2

1
2 0

εεε

δ

=−≤−< ∑∑
=

−

∈

−
n

k

knkk
n

xMk

knkk
n xxCxxC , 

тобто 
21
ε

<S . 

Якщо позначити 
[ ]

( )xfM
x 1,0
max
∈

= , то 

( )
( )

( ) ≤−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= −

∈
∑ knkk

n
xNk

xxCxf
n
kfS 12

δ

 

( )
( ) 22 24

1212
δδδ n

M
n

MxxCM
xNk

knkk
n∑

∈

− =≤−≤ . 

Виберемо тепер n настільки великим, щоб виконувалася 

нерівність 
22 2
ε

δ
<

n
M . 

Нехай ця нерівність виконується при Nn > . Тоді при Nn >  

22
)();( 221

ε
δ

<<+≤−
n
MSSxfxfBn , 

що й треба було довести. Теорему доведено. 
З теореми Бернштейна випливає теорема Вейєрштрасса для 

функцій ( ) [ ]1,0Cxf ∈ . 
Доведемо теорему Вейєрштрасса. Нехай ( ) [ ]baCxf ,∈ . Зробимо 

заміну a)t-(b  a x += . Тоді ( )( ) ( ) [ ]1,0Ctgtabaf ∈≡−+ . Тому за 
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теоремою Бернштейна для будь-якого 0>ε  існує такий алгебраїчний 
многочлен P(t), що ( ) ( ) ε<− tPtg  для всіх [ ]1,0∈t . 

Зробимо обернену заміну 
ab
axt

−
−

= . Одержимо, що для будь-

якого 0>ε  існує такий алгебраїчний многочлен ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

ab
axP , що 

виконується умова ( ) ε<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−
ab
axPxf  для всіх [ ]bax ,∈ . 

Теорему Вейєрштрасса доведено. 
Розглянемо тепер питання про швидкість збіжності многочленів 

Бернштейна до функції ( )xf . 
Теорема 3. Якщо функція ( ) [ ]1,0Cxf ∈  і задовольняє на проміжку 

[0, 1] умову Ліпшиця зі сталою L, тобто для будь-яких [ ]1,0, ''' ∈xx  

виконується умова ( ) ( ) ''"' xxLxfxf −≤− , то ( ) ( )
n

LxfxfBn 2
; ≤− . 

Доведення. Оскільки функція ( )xf  на проміжку [0,1] задовольняє 
умову Ліпшиця, то 

( ) ( ) ( )∑ ∑
= =

−− =−−≤−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤−

n

k

n

k

knkk
n

knkk
nn xxCx

n
kLxxCxf

n
kfxfxfB

0 0
)1()1(;  

( )∑
=

−− −−−=
n

k

knkk
n

knkk
n xxCxxCnxk

n
L

0

2 )1()1( . 

Використовуючи нерівність 

∑ ∑∑
= ==

≤
n

k

n

k
k

n

k
kkk dcdc

0 00
 ( 0≥kc , 0≥kd ), 

яка є окремим випадком нерівності Гьольдера 
qn

k

q
k

pn

k

p
k

n

k
kk baba

1

0

1

00
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤ ∑∑∑

===
 

при p = q = 2 і kk ca = , kk bb = , отримуємо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ≤−−−≤− ∑∑
=

−

=

−
n

k

knkk
n

n

k

knkk
nn xxCxxCnxk

n
LxfxfB

00

2 11;  

n
Ln

n
L

24
=≤ , 

що й треба було довести. 
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Із теореми випливає, що швидкість збіжності многочленів 
Бернштейна є повільною. Саме це і є недоліком многочленів 
Бернштейна як апарату наближення. Можна показати, що швидкість 

збіжності многочленів Бернштейна не більша за 
n
1 . 

 
1.2. Рівномірне наближення неперервних періодичних функцій 

 
Розглянемо тепер питання про рівномірне наближення функцій 

( )xf , які є неперервними й періодичними з періодом ( )( )ππ 22 Cxf ∈  
тригонометричними многочленами вигляду 

( )∑
=

++=
n

k
kk kxbkxaaxT

1
0 sincos)( . 

Теорема 1 (друга теорема Вейєрштрасса). Якщо ( )xf  – 
неперервна періодична функція з періодом π2 , то для будь-якого 

0>ε  існує такий тригонометричний многочлен T(x), що для всіх 
( )∞∞−∈ ,x  виконується нерівність ( ) ε<− )(xTxf . 
Доведення. Спочатку доведемо три леми та теорему Валле Пус-

сена. 
Лема 1. Якщо ( ) πφ 2Cx ∈ , то 

( ) ( )∫∫ =
+ ππ

φφ
2

0

2
dxxdxx

a

a
. 

Доведення. Подамо ( )∫
+ π
φ

2a

a
dxx  у вигляді 

( ) ( )∫∫∫∫
++

++=
πππ
φφφφ

22

0

02
)()(

a

aa

a

a
dxxdxxdxxdxx . 

В інтегралі ( )∫
+ π
φ

2a

a
dxx  виконаємо заміну π2+= tx : 

( ) ∫ ∫∫ =+−=
+ a aa

a
dttdttdxx

0 0

2
)()2( φπφφ

π
, 

тоді ( ) ( ) ∫∫∫∫∫ =++−=
+ πππ

φφφφφ
2

00

2

00

2
)()()( dxxdttdxxdxxdxx

aaa

a
. 

Лему доведено. 

Лема 2. Правильною є тотожність ( )
∫

−
=

2

0

2

2!)!2(
!!12cos

π

π
n

ntdtn . 
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Доведення. Позначимо ∫ ∫ −==
2

0

2

0

122
2 )(sincoscos

π π

ttdtdtu nn
n . 

Тоді, інтегруючи частинами, отримуємо 

=−+= ∫ −−
2

0

222

0

212
2 sincos)12(cossin

π
π

dtttnttu nn
n  

∫ ∫−−−== −
2

0

2

0

222 cos)12(cos)12(...

π π

tdtntdtn nn , 

тобто nnn ununu 2222 )12()12( −−−= − . Звідси 222 2
12

−
−

= nn u
n

nu , тому 

==
−
−−

=
−

= −− ...
)22(2

)32)(12(
2

12
42222 nnn u

nn
nnu

n
nu  

00 !)!2(
!)!12(

24)...22(2
13)...32)(12( u

n
nu

nn
nn −

=
⋅−
⋅−−

= . 

Оскільки ∫ ==
2

0
0 2

π

πdtu , то 
2!)!2(

!)!12(
2

π
⋅

−
=

n
nu n . Лему доведено. 

 
Лема 3. Добутком двох тригонометричних многочленів )(xTn  і 
)(xQm  відповідно порядку n і m з дійсними коефіцієнтами є 

тригонометричний многочлен порядку n+m. 
Доведення. Нехай  

∑
=

++=
n

k
kkn kxbkxaaxT

1
0 )sincos()( , 

∑
=

++=
m

s
ssm sxdsxccxQ

1
0 )sincos()( . 

Оскільки це многочлени відповідно порядку n і m, то  
 

0,0 2222 ≠+≠+ mmnn dcba . 
 

Розглянемо добуток )()( xQxT mn : 
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∑ +++++=
= =

∑
m

s

n

k
kkssmn kxbkxacsxdsxcacaxQxT

1 1
0000 )sincos()sincos()()(

∑∑∑∑∑∑
======

++++
m

s
sk

n

k

m

s
sk

n

k

m

s
sk

n

k
sxkxcbsxkxdasxkxca

111111
cossinsincoscoscos

∑∑
==

+
m

s
sk

n

k
sxkxdb

11
sinsin . 

Застосовуючи формули тригонометричних функцій, можна 
показати, що добуток )()( xQxT mn  є тригонометричним многочленом і 
його порядок визначається множником 

=++= )sincos)(sincos()( mxdmxcnxbnxaxR mmnn  

++−+= xmndaxmnca mnmn )sin(
2
1)cos(

2
1  

)()cos(
2
1)sin(

2
1 xrxmndbxmncb mnmn ++−++ , 

де r(x) містить члени нижчого, ніж n+m порядку. Звідси 

)()sin()(
2
1)cos()(

2
1)( xrxmncbdaxmndbcaxR mnmnmnmn +++++−= . 

Оскільки ( ) ( ) ( )( ) 0222222 ≠++=++− mmnnmnmnmnmn dcbacbdadbca , то 
R(x), а отже, і добуток )()( xQxT mn  є тригонометричним многочленом 
порядку n + m. Лему доведено. 

Зауваження 1. Якщо коефіцієнтами тригонометричних много-
членів є комплексні числа, то лема не є правильною. Справді, 
наприклад, 

1sincos)sin)(cossin(cos 22 =+=−+ xxxixxix . 
Розглянемо сингулярний інтеграл Валле Пуссена 

∫
−

−
⋅

−
=

π

ππ
dtxttf

n
nxfV n

n 2
cos)(

2
1

!)!12(
!)!2();( 2 . 

Теорема 2 (теорема Валле Пуссена). Якщо π2)( Cxf ∈ , то 
)();(lim xfxfVnn

=
∞→

 рівномірно для всіх ),( +∞−∞∈x . 

Доведення. В інтегралі );( xfVn  виконаємо заміну uxt += : 

);( xfVn = ∫
−

−−

+⋅
−

x

x

n duuuxf
n

n π

ππ
.

2
cos)(

2
1

!)!12(
!)!2( 2  

Використовуючи лему 1, можна записати 

);( xfVn = ∫
−

+⋅
−

π

ππ
.

2
cos)(

2
1

!)!12(
!)!2( 2 duuuxf

n
n n  

Якщо тепер зробити заміну tu 2= , то 
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);( xfVn = ∫
−

+⋅
−

2

2

2 .cos)2(1
!)!12(

!)!2(
π

ππ
tdttxf

n
n n  

Зобразимо );( xfVn  у вигляді суми двох інтегралів 
);( xfVn = ),;();( )2()1( xfVxfV nn +  

де 

);()1( xfVn = ∫
−

+⋅
−

0

2

2 ;cos)2(1
!)!12(

!)!2(
ππ

tdttxf
n

n n  

);()2( xfVn = ∫
−

+⋅
−

0

2

2cos)2(1
!)!12(

!)!2(
ππ

tdttxf
n

n n . 

В інтегралі );()1( xfVn  зробимо заміну t  на t− : 

);()1( xfVn = ∫ −⋅
−

2

0

2cos)2(1
!)!12(

!)!2(
π

π
tdttxf

n
n n . 

Тепер );( xfVn  запишемо у такому вигляді: 

);( xfVn = ( )∫ ++−⋅
−

2

0

2cos)2)2((1
!)!12(

!)!2(
π

π
tdttxftxf

n
n n . 

Із леми 2 випливає, що 1cos2
!)!12(

!)!2( 2

0

2 =⋅
− ∫

π

π
tdt

n
n n , тому )(xf можна 

подати так: 

=)(xf ∫⋅
−

2

0

2 .cos)(21
!)!12(

!)!2(
π

π
tdtxf

n
n n  

Далі одержуємо 

);( xfVn - =)(xf ( )∫ −++−⋅
−

2

0

2 ,cos))(22)2((1
!)!12(

!)!2(
π

π
tdtxftxftxf

n
n n  

або  

( )∫ −++−⋅
−

≤−
2

0

2cos|))(22)2((|1
!)!12(

!)!2(|)();(|

π

π
tdtxftxftxf

n
nxfxfV n

n . 
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Оскільки )(xf  є неперервною й періодичною з періодом π2  функ-
цією, то )(xf  є рівномірно-неперервною функцією для всіх );( ∞−∞∈x . 

Тому для будь-якого 0
2
>

ε  існує таке 0>δ , що 

2
|)()2(|,

2
|)()2(| εε

<−+<−− xftxfxftxf , 

як тільки δδ 2|2||2|,2|2||2| <=−+<=−− txtxtxtx . 
Оскільки  

≤−++−−=−++− |))()2(())()2((||)(2)2()2(| xftxfxftxfxftxftxf  
|,)()2(||)()2(| xftxfxftxf −++−−≤  

то для будь-якого 0
2
>

ε  існує таке ,0>δ  що 

,|)(2)2()2(| ε<−++− xftxftxf  як тільки .|| δ<t  Припустимо, що для 

заданого 0
2
>

ε  знайдено таке ,0>δ  що ,|)(2)2()2(| ε<−++− xftxftxf  

як тільки .|| δ<t  Розіб'ємо проміжок інтегрування ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2
,0 π  на два 

проміжки [ ]δ,0  і ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2
, πδ  і позначимо |)(|max xfM = . 

Тоді  

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−++−⋅
−

≤− ∫
−

0

2

2cos|)(2)2()2(|1
!)!12(

!)!2(|)();(|
ππ

tdtxftxftxf
n

nxfxfV n
n  

≤
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

−++−+ ∫
2

0

2cos|)(2)2()2(|

π

tdtxftxftxf n  

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+⋅
−

≤ ∫∫
2

0

2

0

2 cos4cos1
!)!12(

!)!2(
π

ε
π

tdtMtdt
n

n n
b

n . 

Оскільки  

,
2!)!2(

!)!12(coscos
2

0

2

0

2 π
π

⋅
−

=<∫∫ n
ntdttdt n

b
n  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈<∫ 2

,,cos
2

cos 2
2

0

2 πδεεπ
π

nn tdt , 
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n
nn
nnn

n
n 2

13)32)(12(
2)42)(22(2

!)!12(
!)!2(

<
⋅−−

−−
=

− …
… , 

то, позначивши q=ε2cos , одержуємо n
n MnqxfxfV 4

2
|)();(| +<−
ε . 

Оскільки ,
2

, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈

πδε  то 0 < q < 1, тому .0lim =
∞→

n
n

nq  

Звідси випливає, що для заданого 0
2
>

ε  існує такий номер N , 

що при Nn >  виконуються нерівності 

2
4 ε

<nMnq , ε<− |)();(| xfxfVn , 

що й треба було довести, оскільки N  не залежить від значення х. 
Теорему доведено. 
 Покажемо тепер, що інтеграл Валле Пуссена є 
тригонометричним многочленом n-го порядку. Подамо );( xfVn  у 
вигляді 

∫
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

⋅
−

=
π

ππ
dtxttf

n
nxfV

n

n 2
)cos(1)(

2
1

!)!12(
!)!2();( , 

тоді 

∫
−

++⋅⋅
−

=
π

ππ
dtxtxttf

n
nxfV n

nn )sinsincoscos1)((
2
1

2
1

!)!12(
!)!2();( . 

Оскільки !2!)!2( nn n ⋅= , то, використовуючи лему 3, одержуємо 

dtkxtkxttf
n

nxfV
n

k
kkn ∫ ∑

− =
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++×

−
=

π

π
βα

π 1
)sin)(cos)((1)(

2
1

!)!12(
!)!2();( , 

або 

∑
=

++=
n

k
kkn kxbkxaaxfV

1
0 ),sincos();(  

де ∫
−

⋅
−

=
π

ππ
;)(

2
1

)!12(
!

0 dttf
n
na  ∫

−

⋅
−

=
π

π
α

π
;)()(

2
1

)!12(
! dtttf

n
na kk  

∫
−

⋅
−

=
π

π
β

π
dtttf

n
nb kk )()(

2
1

)!12(
! . 

Оскільки інтеграл Валле Пуссена є тригонометричним 
многочленом n -го порядку, то теорему Валле Пуссена можна 
вважати доведенням другої теореми Вейєрштрасса. 
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Зауваження 2. У літературі наводяться й інші підходи до 
доведення другої теореми Вейєрштрасса. 
 Розглянемо тепер інший підхід до питання наближення. Функції 

π2)( Cxf ∈   можемо поставити у відповідність ряд Фур'є 

∑
∞

=
++

1

0 ),sincos(
2 k

kk kxbkxaa  

де  

.sin)(1,cos)(1 2

0

2

0
∫∫ ==
ππ

ππ
kxdxxfbkxdxxfa kk  

Якщо ряд рівномірно збігається, то для наближення функції )(xf  
можна використати часткові суми цього ряду 

∑
=

++=
m

k
kkm kxbkxaaxfS

1

0 ).sincos(
2

);(  

Таким чином, якщо π2)( Cxf ∈  розвивається в рівномірно збіжний 
ряд, то часткові суми цього ряду є наближеннями функції )(xf . 
Оскільки ці часткові суми є тригонометричними многочленами, то 
маємо всі підстави стверджувати, що рівномірно збіжний ряд Фур'є є 
джерелом одержання тригонометричних многочленів, які зображують 
функцію з будь-якою як завгодно високою точністю. 

Водночас не кожна функція π2)( Cxf ∈  розвивається в рівномірно 
збіжний ряд Фур'є. Для цього мають бути виконані певні умови. Існує 
низка ознак розвинення функції π2)( Cxf ∈  у рівномірно збіжний ряд 
Фур'є. Однак усі вони не мають практичного застосування. 

Отже, часткові суми );( xfSn  ряду Фур'є функції π2)( Cxf ∈  можуть 
і не збігатися до цієї функції. Проте для будь-якої функції π2)( Cxf ∈ , 
використовуючи часткові суми );( xfSn  її ряду Фур'є, можна побудувати 
тригонометричні многочлени, які рівномірно збігаються до )(xf . 
Такими многочленами є так звані суми Фейєра. 

Нехай )1,,1,0();( −= nkxfSk …  – часткові суми ряду Фур'є функції 
)(xf . Візьмемо 

( ));();();(1);( 110 xfSxfSxfS
n

xf nn −+++= …σ . 

Суми );( xfnσ  називають сумами Фейєра. Стосовно цих сум 
правдивою є така теорема. 

 
Теорема 3 (теорема Фейєра). Якщо π2)( Cxf ∈ , то )();(lim xfxfnn

=
∞→
σ  

рівномірно збігається для всіх );( ∞−∞∈x . 
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Доведення. Для доведення теореми доведемо спочатку дві леми. 
Лема 4. Має місце тотожність 

∑
=

+=

+
n

k
kx

x

xn

1
cos

2
1

2
1sin2

2
12sin

. 

Доведення. Із границі 
 

12

2
1sin2

2
12sin

lim
2

+=

+

→
n

x

xn

mx π
 ( Zm∈ ) 

випливає, що тотожність є правдивою для mx π2= . Покажемо, що 
вона є правдивою й при будь-якому mx π2≠ . Оскільки 

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=

+ xxxxxxn
2
3sin

2
5sin

2
1sin

2
3sin

2
1sin

2
12sin  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
+

++ xnxn
2

12sin
2

12sin… , 

то  

++++=
+ …xxxxxxn

2
1sin2cos2

2
1sincos2

2
1sin

2
12sin  

.
2
1sin)cos22cos2cos21(

2
1sincos2 xnxxxxnx ++++=+ …  

Звідси одержуємо потрібну тотожність. Лему доведено. 
 
Лема 5. Правдивою є тотожність 

∑
−

=

=+
1

0

2

sin
sin)12sin(

n

k x
nxxk . 

Доведення. Із границі 0
sin

sinlim
2

=
→ x

nx
mx π

 ( Zm∈ ) випливає, що 

тотожність є правдивою для mx π= . Покажемо, що тотожність є 
правдивою й при будь-якому mx π≠ :  

∑ ∑
−

=

−

=
=+−=+

1

0

1

0
))22cos(2(cos

sin2
1)12sin(

n

k

n

k
xkkx

x
xk  

=−−++−+−= )2cos)1(2cos4cos2cos2cos1(
sin2
1 nxxnxxx

x
…  

x
nx

x
nx

sin
sin

sin2
2cos1 2

=
−

= . 
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Лему доведено. 
 
Перейдемо до доведення теореми. Оскільки 

∑
=

=++=
n

k
kkn kxbkxaaxfS

1

0 )sincos(
2

);(  

∫ ∑
− =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

π

ππ
,)sinsincos(cos

2
1)(1

1
ττττ dkxkkxkf

n

k
 

то  

∫ ∑
− =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=

π

ππ
.))((cos

2
1)(1);(

1
τττ dxkfxfS

n

k
n  

Використовуючи лему 1, отримуємо 

( )
∫∫
−−

+
+==−=

−

−
+

=
π

π

π

π ππ
dt

t
tntxftxdx

xn

fxfSn sin
12sin)2(12

2
sin2

)(
2

12sin
)(1);( τττ

τ
τ . 

Ураховуючи знайдений вираз для ),;( xfSn  суми Фейєра 
запишемо у такому вигляді: 

∫ ∑
−

−

=
++=

2

2

1

0
.)12sin(

sin
1)2(1);(

π

ππ
σ

n

k
n tdtk

t
txf

n
xf  

Ураховуючи лему 2, одержуємо  

=+= ∫
−

2

2

2

2

sin
sin)2(1);(

π

ππ
σ dt

t
nttxf

n
xfn  

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+++= ∫∫
−−

0

2

2

20

2

2

2

sin
sin)2(

sin
sin)2(1

πππ
dt

t
nttxfdt

t
nttxf

n
. 

Замінивши в першому інтегралі t  на t- , маємо 

.
sin

sin))2()2((1);(
2

0
2

2
dt

t
nttxftxf

n
xfn ∫ ++−=

π

π
σ  

Очевидно, якщо 1)( ≡xf , то );();();( 10 xfSxfSxfS n≡≡≡ …  і 
1≡(x)σn , тому при 1)( ≡xf  із останнього виразу для );( xfnσ  маємо 
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∫=
2

0
2

2
.

sin
sin211

π

π
dt

t
nt

n
 

Звідси ∫ =
2

0
2

2

2sin
sin

π

πndt
t
nt    і ∫=

2

0
2

2
.

sin
sin)(21)(

π

π
dt

t
ntxf

n
xf  

Тепер ∫
−

−++−≤−
2

2

2

2

sin
sin)(2)2()2(1)();(

π

ππ
σ dt

t
ntxftxftxf

n
xfxf . 

Із неперервності функції π2)( Cxf ∈  випливає її рівномірна 
неперервність. Тому аналогічно, як при доведенні теореми 

Валле Пуссена, для будь-якого 0
2
>

ε  існує таке ,0>δ  що 

,|)(2)2()2(| ε<−++− xftxftxf  

як тільки δ<|| t . Припустимо, що для заданого 0
2
>

ε  знайдено таке 

,0>δ  що ,|)(2)2()2(| ε<−++− xftxftxf  як тільки δ<|| t . Розіб'ємо 

проміжок інтегрування ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2
,0 π  на два проміжки [ ]δ,0  і ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

2
, πδ  і 

позначимо .|)(|max xfM =  
Маємо   ≤− |)();(| xfxfnσ  

⎜
⎜
⎝

⎛
+−++−≤ ∫ dt

t
ntxftxftxf

n 2

2

0 sin
sin|)(2)2()2(|1 δ

π

<
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

−++−+ ∫ dt
t
ntxftxftxf 2

22

sin
sin|)(2)2()2(|

π

δ

∫∫ +<
2

2

2

0
2

2

sin
4

sin
sin

π

δ

π

δππ
ε dt

n
Mdt

t
nt

n
, 

звідки  

.
sin
2

2
|)();(| 2 δ

εσ
n

Mxfxfn +<−  
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Тоді для заданого 0
2
>

ε  існує такий номер N , що при n>N 

виконується нерівність 
2sin

2
2

ε
δ
<

n
M  і εσ <− |)();(| xfxfn , що й треба 

було довести. 
 
Суми Фур'є );( xfSn  функції )(xf  мають таку важливу властивість: 

при mn ≥  вони збігаються з функцією )(xf , якщо сама ця функція є 
тригонометричним многочленом m-го порядку. Суми Фейєра );( xfnσ  
цієї властивості не мають, проте вони задовольняють нерівності 

.|)(|max|);(| xfxfn ≤σ  
Для сум Фур'є аналогічна нерівність не виконується. 

Валле Пуссен побудував такі суми ),;( xfnτ  для яких характерними є 
обидві властивості. Ці суми визначаються як 

( ));();();(1);( 121 xfSxfSxfS
n

xf nnnn −+ +++= …τ  

і мають назву „суми Валле Пуссена”. Можна показати, що якщо 
π2)( Cxf ∈ , то суми Валле Пуссена для всіх );( ∞−∞∈x  рівномірно 

збігаються до функції ).(xf  
 

1.3. Елемент найкращого наближення  
в лінійних нормованих просторах 

 
Доведемо теорему про існування елемента найкращого 

наближення в лінійних нормованих просторах, на основі якої 
розглянемо питання про існування многочленів найкращого 
рівномірного наближення для функцій класу .],[ baC  

Нехай R – деякий лінійний нормований простір, і елемент Rf ∈ . 
Візьмемо в цьому просторі 1+n  лінійно незалежних елементів 

nφφ,φ ,,10 …  і утворимо )1( +n -вимірний лінійний підпростір 
_
R  усіх 

можливих лінійних комбінацій 
nnaaa φφφΦ +++= …1100  

з дійсними коефіцієнтами .,,, 10 naaa …  Позначимо 
ΦΦΔ −= ff );( . 

Оскільки норма обмежена знизу нулем, то існує точна нижня 
межа значень ).;( ΦΔ f  Нехай );(inf)( ΦΔΔ

Φ
ff

R∈
= . Виникає запитання, чи 
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існує елемент ,
_

0 R∈Φ  для якого ця точна нижня межа досягається, 

тобто чи існує такий елемент ,
_

0 R∈Φ  для якого виконується рівність 
.)( 0ΦΔ −= ff  

Кожний елемент ,
_

0 R∈Φ  для якого виконується ця рівність, 

називатимемо елементом найкращого наближення для f  у 
_
R . 

Відповідь на запитання про існування елемента найкращого 
наближення дає така теорема. 

Теорема 1. Для будь-якого елемента Rf ∈  у 
_
R  існує елемент 

найкращого наближення. 
Доведення. Уведемо позначення 

;),,,(
0

10 ∑
=

==
n

i
iin aaaaq ϕΦ…  

,),,,(
0

10 ∑
=

−=−=
n

i
iin affaaah ϕΦ…  

де f  і Φ  – будь-які елементи відповідно простору R  і підпростору 
_
R . 

Покажемо, що функції q  і h  є неперервними функціями в просторі 
змінних .,,, 10 naaa …  

Розглянемо, наприклад, функцію ),,,( 10 naaaq … . У просторі 
змінних naaa ,,, 10 …  візьмемо точку *),*,*,( 10 naaa …  й оцінимо різницю 

∑∑
==

−=−
m

i
ii

n

i
iinn aaaaaqaaaq

00

**
1

*
010 |),,,(),,,(| φ*φ…… . 

Зауважимо, що якщо 1f  і Rf ∈2 , то правдивою є нерівність 
.2121 ffff −≤−     (1.7) 

Справді, згідно з властивістю норми 
( ) ,2122121 fffffff −+≤−+=  ( ) .1211212 fffffff −+≤−+=  

Звідси ,2121 ffff −≤−  ,2112 ffff −≤−  або .2121 ffff −≤−  
Використовуючи нерівність (1.7), одержуємо 

( ) ( ) ≤− ∗∗∗
nn aaaqaaaq ,...,,,...,, 1010  

( )∑∑∑
=

∗

=

∗

=
−=−≤

n

i
iii

n

i
ii

n

i
ii aaaa

000
φφφ ( ) .

00
i

n

i
ii

n

i
ii aaaa φ∑∑

=

∗

=

∗ −=−≤  

Якщо 0max >= Niϕ , то  
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( ) ( ) ∑
=

∗∗∗∗ −≤−
n

i
iiтn aaNaaaqaaaq

0
1010 ,...,,,...,, , 

тому для будь-якого 0>ε  існує таке ( ) ,
1Nn +

=
εδ  що при δ<− ∗

ii aa  

для всіх ni ,...,1,0=  виконуватиметься нерівність 

( ) ( ) .,...,,,...,, 1010 ε<− ∗∗∗
nn aaaqaaaq  

Звідси випливає неперервність функції ( ).,...,, 10 naaaq  Аналогічно 
можна довести неперервність функції ( ).,...,, 10 naaah  

Розглянемо функцію ( ).,...,, 10 naaah  Ця функція є неперервною й 
невід’ємною. Тому існує точна нижня межа її значень. Нехай 

( ) .,...,,inf 10 maaah n =  
Покажемо, що існує точка ( ) ,,...,, 10

∗∗∗
naaa  для якої  

( ) ( ) .,...,,,...,,inf 1010
∗∗∗= nn aaahaaah  

Розглянемо в ( )1+n -вимірному евклідовому просторі змінних 

naaa ,...,, 10  множину точок ( ),,...,, 10 naaa  для яких ∑
=

=
n

i
ia

0

2 ,1  тобто 

множину точок одиничної сфери цього простору. Це обмежена 
замкнена множина. Тому існує така точка цієї множини, у якій 
неперервна невід’ємна функція ( )naaaq ,...,, 10  досягає точної нижньої 
межі (на основі теореми Вейєрштрасса про властивість неперервної 
функції на замкненій множині). Позначимо цю точну нижню межу 
через μ . Отже, на цій множині ( ) .,...,, 10 μ≥naaaq  Покажемо, що 0>μ . 
Справді, якби 0=μ , то це означало б, що існує така точка ( )naaa ,...,, 10 , 

де ∑
=

− =
n

i
ia

0

2 1, для якої виконується рівність 

( ) 0,...,, 10 == ∑
=

n

iin aaaaq
0i

φ , або i

n

i
ia φ∑

=0
, що неможливо, бо система 

елементів nφφφ ,...,, 10  – лінійно незалежна. 

Уведемо величину 
μ

fm
r

++
=

1
 і розіб’ємо весь простір точок 

( )naaa ,...,, 10 на дві частини 1R  і 2R , де 1R  – множина точок, для яких 

∑
=

≤
n

i
i ra

0

22 , 2R  – множина точок, для яких ∑
=

>
n

i
i ra

0

22 .  
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Розглянемо значення функції ( )naaah ,...,, 10  на множині 2R . Нехай 

точка ( ) 210 ,...,, Rn ∈ααα . Тоді ∑
=

>=
n

i
i r

0

222 λα  і 

( ) ≥−= ∑
=

n

i
iin faaah

0
10 ,...,, φα  

.
000

fff
n

i
i

i
n

i
i

i
n

i
ii −≥−=−⋅≥ ∑∑∑

===
φ

λ
αλφ

λ
αλφα  

Оскільки ∑∑
==

==⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ n

i
i

n

i

i

1

2
2

2

1
11 α

λλ
α , то μ

λ
αn

0i
≥∑

=
i

i . 

Тому ( ) .1,...,, 10 +=−>−≥ mfrfh n μμλααα  
Звідси випливає, що точна нижня межа m  функції ( )naaah ,...,, 10  у 

2R  не досягається. Тому вона може досягатися в 1R . Оскільки 1R  є 
замкненою множиною, а функція ( )naaah ,...,, 10  неперервна на цій 
множині, то, згідно з теоремою Вейєрштрасса про властивість 
неперервної функції на замкненій множині, у 1R  існує така точка 
( )∗∗∗

naaa ,...,, 10 , для якої досягається точна нижня межа функції 
( )naaah ,...,, 10 . При цьому ( ) maaah n =∗∗∗ ,...,, 10 . Отже, у R  завжди існує 

елемент найкращого наближення. Теорему доведено. 
 
Розглянемо питання єдиності елемента найкращого 

наближення. Виявляється, що гарантувати єдиність елемента 
найкращого наближення можна тільки за певної умови, що 
накладається на простір. 

Лінійний нормований простір прийнято називати строго 
нормованим, якщо в нерівності 2121 ffff +≤+  знак рівності 
досягається тільки тоді, коли 12 ff α= , де .0>α  

 
Теорема 2. Якщо лінійний нормований простір R  є строго 

нормованим, то в R  існує елемент найкращого наближення для 
Rf ∈ . 
Доведення. Припустимо, що існує два різні елементи найкращо-

го наближення для Rf ∈ : 
nnaaa φφφΦ +++= ...11001  і nnbbb φφφΦ +++= ...11002 , 

тобто mff =−=− 21 ΦΦ , де Φ
Φ

−=
∈

fm
R

inf . 

Очевидно, 0>m , оскільки якби 0=m , то f== 21 ΦΦ . Нехай 
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( ) ( )ii

n

i
ba +=+= ∑

=0
21 2

1
2
1 ΦΦΦ , 

тоді  

( ) ( ) ( ) ≤−+−⊃+−=−≤ ΦΦΦΦΦ ffffm
2
1

2
1

2
1

121  

( ) ( ) mmmff =+=−+−≤
2
1

2
1

21 ΦΦ . 

Звідси ( ) ( ) 2121 Φ−+Φ−=Φ−+Φ− ffff . 
Оскільки простір R  строго нормований, то ( )21 ΦαΦ −=− ff , де 

0>α . Очевидно, що 1=α . Справді, якби 1≠α , то  

( ) ∑
=

=−
−

=
n

i
df

0
11211

1 φΦαΦ
α

, 

тобто Rf ∈ , і тоді б 0=m . Якщо 1=α , то 21 ΦΦ = . Теорему доведено. 
 

1.4. Многочлени найкращого рівномірного наближення 
для функцій класу [ ]baC ,  

 
Розглянемо простір функцій [ ]baC , . Якщо ( ) [ ]baCxf ,∈ , то, як ми 

бачили в підрозд. 1.1, ( )xf  можна рівномірно наблизити на [ ]ba,  
алгебраїчним многочленом. Тому виникає питання існування й 
єдиності многочлена найкращого рівномірного наближення до 
функції ( ) [ ]baCxf ,∈ . Позначимо через nH  множину всіх алгебраїчних 
многочленів степеня не вище n .  

Величину ( )
[ ]

( ) ( )xPxfPf
bax

−=
∈ ,
max;Δ , де ( ) nHxP ∈ , назвемо 

відхиленням ( )xP  від ( )xf  на [ ]ba, . 
Величину ( ) ( )

( ) [ ]
( )xPxfffE

baxHxPn
n

−==
∈∈

)(maxinf
,

Δ  назвемо наймен-

шим відхиленням на множині nH  від ( )xf .  
Многочлен ( )xP , для якого досягається точна нижня межа ( )fEn , 

називають многочленом найкращого рівномірного наближення (або 
просто многочленом найкращого наближення) для функції ( )xf  на 
множині nH . 

Уведемо в просторі [ ]baC ,  норму. Якщо ( ) [ ]baCxf ,∈ , то за норму 
функції ( )xf  можемо взяти ( )

[ ]
( )xffxf

bax ,
max
∈

== . 

Легко перевірити, що всі вимоги, які ставляться до норми, при 
цьому виконуються. Уведена норма означає метрику простору [ ]baC ,  : 
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( )
[ ]

( ) ( )xqxfqfqf
bax

−=−=
∈ ,
max,ρ , 

де ( ) ( ) [ ]baCxqxf ,, ∈ .  
Одержуємо лінійний нормований простір [ ]baC , . Якщо в цьому 

просторі вибрати систему лінійно незалежних функцій ( ) i
i xx =φ  

( )ni ,...,1,0= , то всі можливі лінійні комбінації i

n

i
ia φΦ ∑

=
=

0
 з дійсними 

коефіцієнтами naaa ,...,, 10  утворюють множину nH  усіх алгебраїчних 
многочленів степеня не вище n . Тому, згідно з теоремою існування 
найкращого наближення, якщо ( ) i

i xx =φ  ( )ni ,...,1,0= , то серед 
множини nH  усіх алгебраїчних многочленів степеня не вище n  існує 
многочлен найкращого рівномірного наближення. Питання єдиності 
поки що залишимо відкритим, оскільки простір [ ]baC ,  не є строго 
нормованим. Справді, візьмемо за [ ]ba,  проміжок [ ]1,0  і на цьому 
проміжку розглянемо ( ) 11 =xf  і ( ) xxf =2 . 

Тоді 2,1,1 2121 =+== ffff , тобто 2121 ffff +=+ , хоча 
функції ( )xf1  і ( )xf2  незалежні на [ ]1,0 . Тому використати теорему 
єдиності елемента найкращого наближення у випадку простору [ ]baC ,  
ми не можемо. Єдиність многочлена найкращого рівномірного 
наближення доведемо пізніше. 

Отже, якщо ( ) nHxP ∈  є многочленом найкращого наближення 
для функції ( ) [ ]baCxf ,∈ , то для всіх [ ]bax ,∈  

( ) ( ) ( )fExPxf n≤− , 
або  

( ) ( ) ( ) ( )fExPxffE nn ≤−≤− . 
Якщо в якійсь точці [ ]bax ,0 ∈  виконується рівність 

( ) ( ) ( )fExPxf n=− 00 , то точку 0x  називають ( )e -точкою многочлена 
( )xP . Зокрема, 0x  будемо називати ( )e+ -точкою многочлена ( )xP , 

якщо ( ) ( ) ( ),00 fExPxf n=−  та ( )e− -точкою, якщо ( ) ( ) ( )fExPxf n−=− 00 . 
Розглянемо властивості многочленів найкращого наближення. 
Теорема 1. Якщо ( )xP  – многочлен найкращого наближення для 

функції ( ) [ ]baCxf ,∈ , то існують як ( )e− -точки, так і ( )e+ -точки для 
( )xP . 

Доведення. Зауважимо спочатку, що згідно з означенням для 
( )xP  існує принаймні одна ( )e -точка. Доведемо існування для ( )xP , 

наприклад, ( )e+ -точки. 
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Припустимо від супротивного, що для ( )xP  не існує ( )e+ -точки. 
Тоді, оскільки ( )xP  – многочлен найкращого наближення для функції 
( )xf , 

( ) ( ) ( ) ( )fExPxffE nn <−≤− . 
У силу неперервності ( )xf  і ( )xP  існує таке число 0>h , що  

( ) ( ) ( ) ( ) hfExPxffE nn −≥−≤− . 

Додамо до всіх частин нерівності 
2
h . Одержимо 

( ) ( ) ( ) ( )
222
hfEhxPxfhfE nn −<+−≤+− , 

або 

( ) ( ) ( ) ( )
222
hfEhxPxfhfE nn −<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− , 

тобто  

( ) ( ) ( )
22
hfEhxPxf n −<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− , 

що неможливо, оскільки ( ) nHhxP ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
, а в nH  найменше відхилення 

( )fEn . 
Аналогічно доводиться існування ( )e− -точки многочлена ( )xP . 

Теорему доведено. 
Із теореми випливає, що якщо ( ) nHxP ∈ є многочленом 

найкращого наближення для функції ( ) [ ]baCxf ,∈ , то його графік буде 
дотичним до графіка функції ( ) ( )fExfy n±=  хоча б один раз. 

Теорема 2. Якщо ( )xP  – многочлен найкращого наближення для 
( ) [ ]baCxf ,∈ , то на проміжку [ ]ba,  існує не менше, ніж 2+n  (е)-точки 
многочлена ( )xP . 

Доведення. Нехай ( ) [ ]baCxf ,∈  і ( )xP  – многочлен найкращого 
наближення для ( )xf . Зазначимо, що теорема 1 гарантує існування 
принаймні двох ( )e -точок. Розіб’ємо проміжок [ ]ba,  точками ,,...,, 10 nuuu  
де buuua n =<<<= ...10 , на настільки малі проміжки [ ]10, +iuu , щоб на 
кожному з цих проміжків коливання функції ( ) ( )xPxf −  було не 

більшим за ( )fEn2
1 , тобто щоб для будь-яких двох точок [ ]121 ,, +∈ ii uuxx  

виконувалась нерівність 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )fExPxfxPxf n2
1

2221 ≤−−− . 
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Якщо проміжок [ ]10, +iuu  містить хоча б одну (е)-точку, то такий 
проміжок має назву (е)-проміжку. Очевидно, що на проміжках [ ]10, +iuu , 
які не є (е)-проміжками, 

( ) ( )( ) ( ) ( ),21 fEfExPxf nn <≤− ∗  
де  

( ) ( ),
2
1 fEfE nn ≥∗  

а на проміжках [ ]10, +iuu , які є (е)-проміжками,  

( ) ( ) ( ) ( )fExPxffE nn ≤−≤
2
1 . 

Крім цього, різниця ( ) ( )xPxf −  на кожному (е)-проміжку зберігає 
знак. Пронумеруємо всі (е)-проміжки в порядку їхнього розташування 
зліва направо й позначимо їх через Nddd ,...,, 21 . Теорему доведено. 

Теорема 3. Якщо [ ]baCxf ,)( ∈ , то на множині nH  існує єдиний 
многочлен найкращого наближення до функції ( )xf . 

Доведення. Припустимо від супротивного, що на множині nH  
існує два многочлени найкращого наближення ( )xP  і ( )xQ  для функції 

[ ]baCxf ,)( ∈ . Тоді  
( ) ( ) ( ) ( )fExPxfxE nn ≤−≤− , ( ) ( ) ( ) ( )fExQxfxE nn ≤−≤−  

для всіх [ ]bax ,∈ . Додавши ці нерівності й поділивши на 2, одержимо 

( ) ( ) ( ) ( )fExQxPxfxE nn ≤
+

−≤−
2

)( . 

Звідси випливає, що многочлен ( )
nHxQxPxR ∈

+
=

2
)()(  також є 

многочленом найкращого наближення для ( )xf . 
Нехай kx  – будь-яка з )( e+ -точок многочлена )(xR . Тоді 

( ) ),(
2

)()( fExQxPxf n
kk

k =
+

−  

або 
( ) ( ) )(

2
)(

2
)( fExQxfxPxf

n
kkkk =

−
+

− . 

Оскільки ( )xQ  – многочлен найкращого наближення, то  
( ) ( ) ( )fExQxf nkk ≤− , 

тому 
( ) )(

2
)(

2
)( fEfExPxf

n
nkk ≥+

− , 

або  
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( ) ).()( fExPxf nkk ≥−  
Звідси випливає, що ( ) )()( fExPxf nkk =− , тобто )( e+ -точкою 

многочлена )(xP  є точка kx . 
Аналогічно kx  є )( e+ -точкою многочлена )(xQ . Таким чином,  

( ) ( ) ),()()( fExQxfxPxf nkkkk =−=−  
тобто )()( kk xQxP =  для будь-якої )( e+ -точки )(xR .  

Аналогічно можна довести, що будь-яка )( e− -точка )(xR  
водночас є )( e− -точкою )(xP  і )(xQ . 

Оскільки )(e -точок многочлена )(xR  не менше, ніж 2+n , то 
многочлени )(xP  і )(xQ  степеня не вище n  повинні збігатися 
принаймні в 2+n  точках проміжку[ ]ba, , що можливо лише за 
умови )()( xQxP ≡ . Теорему доведено. 

Теорема 4. Нехай [ ]baCxf ,)( ∈ , многочлен nHxQ ∈)(  і 
AxQxfQf

bax
=−=

∈
)()(max),(

],[
Δ . Тоді, якщо функція )()( xQxf −  у n+2 

точках 110 ,,, +nxxx …  проміжку [ ]ba,  поперемінно набуває значення А 
або -А, то )(fEA n= , тобто )(xQ  є многочленом найкращого 
наближення для функції )(xf . 

Доведення. Нехай nHxP ∈)(  є многочленом найкращого набли-
ження для функції ],[)( baCxf ∈ . Тоді )()()( fExPxf n≤− . 

Розглянемо )()()( xQxPxR −= . 
Припустимо, що )(fEA n>  й обчислимо значення многочлена 

)(xR  у точках 110 ,,, +nxxx … . Отримаємо  
( ))()()()()()()( kkkkkkk xPxfxQxfxQxPxR −−−=−= . 

Оскільки за припущенням )(fEA n> , то знак )( kxR  визначається 
знаком різниці )()( kk xQxf − , яка поперемінно в точках 110 ,,, +nxxx …  
набуває значень A  і A− . Звідси випливає, що многочлен )(xR  
змінює знак у ( 1+n )-й точці проміжку ],[ ba . Тобто многочлен )(xR  
степеня не вище n  має 1+n  коренів на ],[ ba  і )()( xQxP ≡ . 

Аналогічний результат дістанемо при припущенні, що )(fEA n< . 
Теорему доведено. 

Із теореми випливає наслідок. 
Наслідок. Якщо nHxP ∈)( є многочленом найкращого 

наближення для функції ],,[)( baCxf ∈  то на проміжку [a,b] існує n + 2 
точок ,,...,, 110 +nxxx  у яких різниця f(x) - P(x) поперемінно набуває 
значень )(xEn  і )(xEn− . 
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Множину точок 110 ,...,, +nxxx , у яких різниця f(x)-P(x) поперемінно 
набуває значень )(xEn  і )(xEn− , називають чебишевським 
альтернансом. Цю множину позначимо через Х. 

Якщо чебишевський альтернанс Х для функції ],[)( baCxf ∈  
відомо, то для точок Xxi ∈   

)1,...,1,0()()1()()( +=−=− nifExPxf n
i

ii α , 
де n

nxaxaxaaxP ++++= ...)( 2
210  – многочлен найкращого 

наближення для f(x),  1};{-1 =α залежно від знака першої (е)-точки. 
Таким чином, якщо для функції ],[)( baCxf ∈  відомо чебишевський 

альтернанс },,...,,{ 110 += nxxxX  то для визначення коефіцієнтів 
многочлена найкращого наближення n

nxaxaxaaxP ++++= ...)( 2
210  

для функції f(x) отримаємо систему лінійних рівнянь 
).,...,1,0()()1()(...2

210 nifExfxaxaxaa n
i

i
n

inii =−−=++++ α  
Ця система має єдиний розв’язок, бо її визначник є визначником 

Вандермонда, відмінним від нуля. Однак у цій системі невідомо α  і 
)(fEn . 
Покажемо, що α  і )(fEn  можна знайти, якщо відомо множину Х. 
Розглянемо визначник 

.

...1)(
..................

...1)(
...1)(

),(

1
2

111

1
2
111

0
2
00

n
nnnn

n

n
o

xxxxf

xxxxf
xxxxf

fXD

++++

=  

Оскільки ),1,...,1,0()()1()()( +=−=− nifExPxf n
i

ii α то 

 

...1)(
..................

...1)(
...1)(

),(

1
2

111

1
2
111

0
2
00

+=

++++
n
nnnn

n

n
o

xxxxP

xxxxP
xxxxP

fXD

)()()(

...1)1(

..................
...1)1(

...1)1(

)(E 21

1
2

11
1

1
2
11

1
0

2
00

0

n XDfEPD

xxx

xxx

xxx

f n

n
nnn

n

n

n

αα +=

−

−

−

+

+++
+

. 

Перший стовпець визначника )(1 PD  є лінійною комбінацією 
решти стовпців з коефіцієнтами .,...,, 10 naaa  Тому )(1 PD =0. Розкладемо 
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визначник )(2 XD  за елементами першого стовпця. Одержимо 
 

∑
+

=
=

1

0

)(
2 ),()(

n

i

i XDXD  ( )

n
nnn

n
lll

n
lll

n

n
o

i

xxx

xxx
xxx

xxx
xxx

XD

1
2

11

1
2

11

1
2

11

1
2
11

0
2
0

...1
........................................

...1

...1
........................................

...1

...1

)(

+++

+++

−−−= , 

 
причому  

( ) ).1,...,1,0(0)( +=> niXD i  
Отже,   

∑
+

=
=

1

0

)( ).()(),(
n

i

i
n XDfEfXD α  

Оскільки  
),1,...,1,0(0)()( +=> niXD i   

то 

),(sign fXD=α , 
∑
+

=

= 1

0

)( )(

),(
)( n

i

i
n

XD

fXD
fE . 

Отже, якщо множину Х відомо, то побудувати многочлен 
найкращого наближення не становить труднощів. Насправді множина 
Х нам невідома. Тому виникає запитання, як же все-таки побудувати 
многочлен найкращого наближення. 

Існує декілька алгоритмів побудови многочленів найкращого 
наближення. Однак, не існує остаточного алгоритму побудови 
многочленів найкращого наближення для будь-якої функції 

],[)( baCxf ∈ . Тому важливого значення набувають способи 
наближеної побудови таких многочленів. Одним із таких способів є 
алгоритм Ремези. 

 
Зауваження. Ми розглянули рівномірне наближення функцій 

класу [ ]baC ,  алгебраїчними многочленами й класу π2C  
тригонометричними многочленами. Водночас для рівномірного 
наближення функцій цих класів можна використати й інший апарат. 
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Розділ 2. ТЕОРІЯ ІНТЕРПОЛЮВАННЯ 

 
В обчислювальній практиці доводиться мати справу з 

функціями, заданими не аналітично, а таблично. Якщо функцію f(x) 
задано значеннями в точках nxxx ,,..., 10  на проміжку [a,b], що 
належить області визначення функції, то під час розв’язування деяких 
задач може виникнути проблема відшукання значень функції f(x) у 
інших точках проміжку [a,b]. У цьому випадку будують функцію ( )xF , 
досить просту для обчислення, яка в заданих точках nxxx ,,..., 10  
набуває тих самих значень, що й функція f(x), а в інших точках 
проміжку [a,b] наближає функцію f(x) з певною мірою точності. Задача 
побудови такої функції ( )xF  називається задачею інтерполювання, а 
функція ( )xF  – інтерполяційною функцією. Її найчастіше відшукують у 
вигляді алгебраїчного або тригонометричного многочлена. 

 
2.1. Постановка задачі інтерполювання 

 
Найпростіша задача інтерполювання має такий вигляд. На 

відрізку [a,b] у точках nxxx ,...,, 10 , де ,...10 bxxxa n ≤<<<≤  задано 
значення деякої функції f(x): 

.)(...,)(,)( 1100 nn yxfyxfyxf ===  
Треба побудувати функцію, яка належить до певного класу і в 

точках nxxx ,...,, 10  набуває таких самих значень, що й функція f(x), 
тобто 

.)(...,)(,)( 1100 nn yxFyxFyxF ===  
Точки nxxx ,...,, 10  прийнято називати вузлами інтерполювання, а 

функцію F(x) – інтерполяційною функцією. 
Геометрично задача полягає у відшукуванні кривої y=F(x) 

певного типу, яка проходить через задану систему точок 
niyxM iii ,...,1,0),,( = . 

Розглянемо постановку задачі в більш конкретному випадку й 
з’ясуємо умови, при яких задача має єдиний розв’язок. 

 
2.2. Узагальнений інтерполяційний многочлен.  

Система функцій Чебишева 
 

Нехай R – простір дійсних функцій, визначених на проміжку [a,b], 
і .)( Rxf ∈  Припустимо, що точки nxxx ,...,, 10 , де ,...10 bxxxa n ≤<<<≤  



 33

є вузлами інтерполювання. Інтерполяційну функцію, яка у вузлах 
інтерполювання набуває тих самих значень, що й функція f(x), 
шукатимемо у вигляді 

∑
=

=
n

k
kk xax

0
),()( φφ      (2.1) 

де ),...,1,0( nkak =  – деякі коефіцієнти; )(),...,(),( 10 xxx nφφφ  – система 
досить простих дійсно незалежних на [a,b] функцій із R. 

Оскільки значення функцій f(x) і )(xφ  у вузлах інтерполювання 

повинні збігатися, то ∑
=

==
n

k
iikk nixfxa

0
).,...,1,0()()(φ  

Ми отримали систему простих лінійних алгебраїчних рівнянь для 
визначення коефіцієнтів ).,...,1,0( nkak =  Визначник цієї системи 

 

.

)(...)()(
............

)(...)()(
)(...)()(

1

1111

010

nnnn

n

no

xxx

xxx
xxx

φφφ

φφφ
φφφ

Δ =  

 
Якщо 0≠Δ , то система має єдиний розв’язок, який можна знайти 

за правилом Крамера: 
 

),,...,1,0( nka k
k ==

Δ
Δ  

 
де  
 

.

)(...)()()(...)(
.....................

)(...)()()(...)(
)(...)()()(...)(

11

111111

01010

nnoknnkn

nokk

nokok

xxxfxx

xxxfxx
xxxfxx

φφφφ

φφφφ
φφφφ

Δk

+−

+−

+−

=  

 
Розклавши kΔ  за елементами k-го стовпця, одержимо  
 

),...,1,0()(...)()( 1100 nkxfcxfcxfca nknkkk =+++= ; 
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або  
),()(...)()()()()( nnn11n00 xxfxxfxxfx n ΦΦΦφ +++=  

де  ∑
=

==
n

k
kkini nixcx

0
).,...,1,0()()( φΦ  

Оскільки ),,...,1,0()()( nixfx ii ==φ то  

⎩
⎨
⎧

≠
=

=
j.i  якщо0,
j,iякщо,1

)( jni xΦ  

Лінійну комбінацію (2.1) називають узагальненим 
інтерполяційним многочленом. 

З’ясуємо, при яких умовах, накладених на систему лінійно 
незалежних функцій )(),...,(),( 10 xxx nφφφ , задача інтерполювання має 
єдиний розв’язок для будь-якого набору вузлів інтерполювання. 

Систему лінійно незалежних на [a,b] функцій 
)(),...,(),( 10 xxx nφφφ  називають системою Чебишева на цьому 

проміжку, якщо кожний узагальнений многочлен )(xφ , який 
побудовано на основі цієї системи і хоча б один коефіцієнт якого 
відмінний від нуля, має на [a,b] не більше n нулів. 
 

Теорема 1 (критерій єдиності розв’язку задачі 
інтерполювання). Для того, щоб для будь-якої функції )(xf , 
визначеної на проміжку [a,b], і для будь-якого набору nxxx ,...,, 10 , де 

],,[ baxi ∈  ji xx ≠  при ji ≠ , задача інтерполювання мала єдиний 
розв’язок, необхідно й достатньо, щоб система функцій { })(xiφ  

),...,1,0( ni =  була системою Чебишева на [a,b]. 
Доведення. Необхідність. Нехай для будь-якої функції )(xf , 

визначеної на проміжку [a,b], і для будь-якого набору вузлів 
nxxx ,...,, 10 , де ],,[ baxi ∈  ji xx ≠  при ji ≠ , задача інтерполювання має 

єдиний розв’язок, тобто існує в кожному випадку єдиний узагальнений 
многочлен )(xφ , для якого ),...,1,0()()( nixfx ii ==φ . Покажемо, що 
функції { })(xiφ  ),...,1,0( ni =  є системою Чебишева на [a,b]. 



 35

Оскільки задача інтерполювання має єдиний розв’язок, то це 
означає, що для будь-якого набору вузлів nxxx ,...,, 10  система рівнянь  

)()(...)()( 1100 xfxaxaxa innii =+++ φφφ  ),...,1,0( ni =  
має єдиний розв’язок. Звідси випливає, що для будь-якого набору 
вузлів nxxx ,...,, 10  визначник цієї системи 0≠Δ . 

Припустимо від супротивного, що система функцій { })(xiφ  не є 
системою Чебишева на [a,b]. Тоді знайдеться такий узагальнений 
многочлен 

∑
=

=
n

k
kk xcx

0
)()( φφ  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≠∑

=0

2 0
k

kc ,   (2.2) 

який має на [a,b] не менше n+1 різних нулів. На проміжку [a,b] 
виберемо n+1 різних нулів цього многочлена й позначимо їх через 

nxxx ,...,, 10 , тоді 
0)(...)()( 1100 =+++ innii xcxcxc φφφ  ),...,1,0( ni = . 

Оскільки виконується умова (2.2), то це означає, що однорідна 
система рівнянь має нульовий розв’язок, тобто визначник цієї системи 
дорівнює 0, але за умовою теореми 0≠Δ  для будь-якого набору 
вузлів nxxx ,...,, 10 . Отже, зроблене припущення неправильне. 

Достатність. Нехай система функцій ),...,1,0()}({ nixi =φ  є 
системою Чебишева на [a,b]. Достатньо показати, що 0≠Δ  для будь-
якої системи вузлів nxxx ,...,, 10 . 

Припустимо від супротивного, що існує така система попарно 
відмінних вузлів nxxx ,...,, 10  на проміжку [a,b], що 0=Δ . Це означає, 
що між стовпцями визначника існує лінійна залежність, тобто існують 

такі коефіцієнти ,,...,, 10 nbbb  де ∑
=

≠
n

i
ib

0

2 ,0  що виконується векторна 

рівність 
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Ця векторна рівність еквівалентна системі лінійних рівнянь 
 

),...,1,0(0)(...)()( 1100 nixbxbxb innii ==+++ φφφ . 

Звідси випливає, що узагальнений многочлен ∑
−

=
n

k
kkk xbx

0
)()( φφ  
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має на [a,b] більше ніж n нулів, тобто система функцій не є системою 
Чебишева на [a,b], отже, задача інтерполювання має єдиний 
розв’язок. Теорему доведено. 

Теорема 2. Якщо для системи функцій )(),...,(),( 10 xxx nφφφ  
виконуються такі умови: 

1) )(),...,(),( 10 xxx nφφφ  є лінійно незалежною системою функцій 
на [a,b]; 
2) ;,...,1,0],,[)( 1 nibaCx n

i =∈ +φ  
3) 0],...,,W[ 10 ≠kφφφ  на [a,b] для всіх k (k=0,1,…,n), де  

)(...)()(

............
)(...)()(
)(...)()(

],...,,[W

)()(
1

)(

1

1

10

xxx

xxx
xxx

k
k

kk

k

k

kk

φφφ

φ'φ'φ'
φφφ

φφφ = , 

 
то система функцій )}({ xiφ   ),...,1,0( ni =  є системою Чебишева на 
[a,b]. 

Доведення цієї теореми наведено в роботі [4]. Визначники 
],...,,W[ 10 kφφφ   називають визначниками Вронського. 

Прикладом системи Чебишева є система функцій 
nxxxxxxx ==== )(...,,)(,)(,1)( 0

2
210 φφφφ , 

яка є системою Чебишева на будь-якому відрізку числової осі, 
оскільки будь-який алгебраїчний многочлен 

)(2
210 ...)( n

nxaxaxaax ++++=φ  
степеня n (не дорівнює тотожно нулеві) має на будь-якому відрізку 
[a,b] не більше n нулів. 
 

2.3. Інтерполяційний многочлен Лагранжа 
та його залишковий член 

 
Нехай Rxf ∈)(  і nxxx ,...,, 10  )jiпри],,[( ≠≠∈ jii xxbax  – вузли 

інтерполювання. Побудуємо інтерполяційний многочлен )(xφ , де за 
систему лінійно незалежних функцій }(x) { iφ  виберемо таку систему: 

nxxxxxxx ==== )(...,,)(,)(,1)( 0
2

210 φφφφ . 
Запишемо функцію )(xφ  у вигляді 

∑
=

=
n

i
mi xxfx

0
),()()( Φφ  
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де )(xniΦ  – у цьому випадку многочлени степеня n, які задовольняють 
умову 

ijjni x δ=)(Φ . 
Ці многочлени можна відшукати, розв’язавши систему рівнянь 

∑
=

==
n

i
jjii njxfxa

0
).,...,1,0()()(φ  

Однак їх можна знайти, не розв’язуючи систему рівнянь. )(xmΦ  є 
многочленом степеня n, який набуває нульового значення в точках 

nii xxxxx ,,,,...,, 1110 …+−  і дорівнює одиниці в точці jx , тоді 
).)...()()...()(()( 1110 niiini xxxxxxxxxxAx −−−−−= +−Φ  

З умови )(xniΦ =1 одержуємо, що  

))...()()...()((
1

1110 nii
i xxxxxxxxxx

A
−−−−−

=
+−

, 

тому   

))...()()...()((
))...()()...()(()(

1110

1110

niiiiiii

nii
ni xxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxx
−−−−−

−−−−−
=

+−

+−Φ . 

Отже, шуканий інтерполяційний многочлен, який має вигляд 

∑
= +−

+−

−−−−−
−−−−−

=
n

i niiiiiii

nii
i xxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxfx
0 1110

1110
n ))...()()...()((

))...()()...()(()()(L , 

називають інтерполяційним многочленом Лагранжа, а многочлени 
)(xniΦ  – фундаментальними многочленами. 
Оскільки многочлен )(xniΦ  можна записати у вигляді  

)()(
)()(
1

1

ini

n
ni xxx

xx
+

+

′−
=

ω
ωΦ , 

де  
)(...))(()( 101 nn xxxxxxx −−−=+ω , 

))...()((...))(()( 11101 niiiiiiiin xxxxxxxxxxx −−−−−=′ +−+ω , 
то 

∑
= +

+

′−
=

n

i ini

n
in xxx

xxfx
0 1

1
)()(

)()()(L
ω

ω . 

Многочлен Лагранжа збігається з функцією )(xf  у вузлах 
інтерполювання. В інших точках ],[ ba  маємо наближену рівність 

(x)Lf(x) n≈ . Різниця (x)Lf(x)(x)R n1n −=+  має назву залишкового члена 
інтерполяційного многочлена Лагранжа. 
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2.4. Інтерполяційна схема Ейткена 

 
Якщо вузли інтерполювання не є рівновіддаленими і треба 

відшукати не загальний вираз для многочлена )(xLn , а лише значення 
для певних х, то зручно користуватися інтерполяційною схемою 
Ейткена. На основі цієї схеми значення інтерполяційного многочлена 
для заданого обчислюють шляхом послідовного використання 
одноманітного процесу. Позначимо ( ) ii yxf = . 

Розглянемо вираз  

( )
01

11

00

01 xx
xxy
xxy

xL
−

−

−

= . 

Очевидно, що ( )xL01  є многочленом першого степеня відносно х. 
При 0xx =   

( ) 0
01

011

0

001

0

y
xx

xxy
y

xL =
−
−

= , 

при 1xx =   

( ) 1
01

1

100

101
0 y
xx

y
xxy

xL =
−

−

= . 

Це означає, що ( )xL01  збігається з інтерполяційним многочленом 
Лангранжа, який у точках 10,xx  набуває відповідно значень 10,yy  і є 
розв‘язком задачі інтерполювання за двома вузлами. Так само 
можемо утворити ( ) ( )xLxL 2312 ,  і т.д. 

Розглянемо тепер ( )

( )
( ) .

02

212

001

012 xx
xxxL
xxxL

xL
−

−

−

=  

Функція ( )xL012  є многочленом другого степеня відносно x . 
При 0xx =   

( ) ( )
.0

02

02012

0

0012

0

y
xx

xxxL
y

xL =
−

−
=  

При 1xx =  і 2xx =  відповідно маємо 
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( ) 1
02

121

101

1012 y
xx

xxy
xxy

xL =
−
−

−

= , ( )

( )

2
02

2

20201

2012
0 y
xx

y
xxxL

xL =
−

−

= . 

Отже, ( )xL012  збігається з інтерполяційним многочленом 
Лагранжа, який у точках 210 ,, xxx  набуває відповідно значень 210 ,, yyy  і 
дає можливість розв’язати задачу інтерполювання за трьома точками. 

Узагалі  

( )

( )( )
( )

0

...123

01...012

...012 xx
xxxL

xxxL

xL
n

nn

n

n −
−

−

=

−

 

буде інтерполяційним многочленом Лагранжа, який у точках 
nxxx ...,,, 10  набуває відповідно значень nyyy ...,,, 10 . Очевидно, що 

порядок і нумерація точок при цьому не мають значення. 
 
Обчислювальна схема для знаходження значення 

інтерполяційного многочлена в точці х має такий вигляд: 
 

ix  iy xxi −  ( )xL fi ,1− ( )xL ii ,1,2 −− ( )xL fiii ,1,2,3 −−−  

x0 

x1 

x2 

x3 

x4 

y0 

y1 

y2 

y3 

y4 

x0 - x 

x1 - x 

x2 - x 

x3 - x 

x4 - x 

 

L01(x) 

L12(x) 

L23(x) 

L34(x) 

 

 

L012(x) 

L123(x) 

L234(x) 

 

 

 

L0123(x) 

L1234(x) 
 
Користуючись цією схемою, можемо поступово додавати щоразу 

нові й нові вузлики ix  доти, доки точність уже не зростатиме. При 
цьому за 0x  і 1x  потрібно брати найближчі до x  вузли, між якими 
розташований x , і на кожному кроці додавати найближчий до х вузол. 

 
2.5. Розділені різниці та їхні властивості 

 
Нехай ( ) Rxf ∈  і nxxx ,...,, 10  – система вузлів інтерполювання, де 
ji xx ≠  при ji ≠ , [ ] ( )nibaxi ,...,1,0, =∈ .     
Відношення 



 40

( ) ( ) ( )10
01

0 ; xxf
xx

xfxf i =
−
−  , ( ) ( ) ( )21

12

12 ; xxf
xx

xfxf
=

−
−  , 

. . . . . . . . . . . . .     
( ) ( ) ( )nn

nn

nn xxf
xx

xfxf ;1
1

1
−

−

− =
−
−   

називають розділеними різницями першого порядку.  
Відношення  

( ) ( ) ( )210
02

1021 ;;;; xxxf
xx

xxfxxf
=

−
−  , 

( ) ( ) ( )321
13

1032 ;;;; xxxf
xx

xxfxxf
=

−
−  , 

. . . . . . . . . . . . . . . . 
( ) ( ) ( )nnn

nn

nnnn xxxf
xx

xxfxxf ;;;;
12

2

121
−−

−

−−− =
−
−  

називають розділеними різницями другого порядку. 
 Аналогічно визначають розділені різниці 3, 4,..., k-го порядку. 

Якщо вже визначено розділені різниці k-го порядку ( )kiii xxxf ++ ;...,; 1  
( )kni −= ,...,1,0 , то розділені різниці ( )1+k -го порядку обчислюють за 
допомогою формули 

( ) ( ) ( )kiii
iki

kiikiii xxxf
xx

xxxfxxxf
+−

−+

−+−++ =
−
− ;...;;;...;;;....;;

1
1

1111  ( )kni −= ,...,2,1 . 

 
 Розділені різниці зручно записати у вигляді таблиці ( )4=n : 

ix  ( )ixf ( )1; +ii xxf  ( )21;; ++ iii xxxf ( )321 ;;; +++ iiii xxxxf  

x0 
 
x1 
 
x2 
 
x3 
 
x4 

( )0xf  
 
( )1xf  

 
( )2xf  

 
( )3xf  

 
( )4xf  

 
( )10; xxf  

 
( )21; xxf  

 
( )32; xxf  

 
( )43; xxf  
 

 
 
( )210 ;; xxxf  

 
( )321 ;; xxxf  

 
( )432 ;; xxxf  

 
 
 
( )3210 ;;; xxxxf  

 
( )4321 ;;; xxxxf  

 
Покажемо, що розділені різниці є симетричними функціями своїх 

аргументів, тобто що має місце формула  
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xxxxxx
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, 

де   
( ) ( )( ) ( )kiii xxxxxxx ++ −−−= ...1ω . 

 
Доведення здійснюватимемо методом математичної індукції. 

При 1=k  твердження очевидне, оскільки  

                              ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ii

i

ii

i

ii

ii
ii xx

xf
xx

xf
xx

xfxfxxf
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=
−
−
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1

11

1
1; . 

Припустимо, що твердження правильне при 1−≤ ik . Доведемо, 
що воно правильне при 1=k . Справді, 
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⎜
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⎛
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∑
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1 1
 

( ) ( )( ) ( )⎟⎟⎠
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−

−++− 111 ......
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lijjjjjij xxxxxxxx
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Оскільки 

( ) ( )( ) ( )⎜
⎜
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⎛
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11
 



 42

( ) ( )( ) ( ) =⎟
⎟
⎠

⎞

−−−−
−

−++− 1111 ......
1

lijjjjjj xxxxxxxx
 

( )( ) ( )( ) ( )1111 ......
1

++−+ −−−−−
=

ijjjjjijij xxxxxxxxxx
, 

то  ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )∑

+

= ++−
++ −−−−

=
li

ij lijjjjjij

i
liii xxxxxxxx

xfxxxf
......

;...;;
11

1 , 

що й треба було довести. 
Можна перевірити, що розділені різниці порядку n  від 

многочлена n -го степеня є сталими величинами, а розділені різниці 
вищого порядку дорівнюють нулеві. 

 
2.6. Інтерполяційні формули Ньютона для нерівновіддалених 

вузлів інтерполювання 
 

Нехай nxxxRxf <<<∈ …10,)(  – вузли інтерполювання, [ ]baxi ,∈  
( )ni ,,1,0 …=  і 

∑
= +−

+−

−−−−
−−−−

=
n

i niiiiii

nii
in xxxxxxxx

xxxxxxxxxfxL
0 110

110
)())(()(

)())(()()()(
……
……  

– інтерполяційний многочлен Лагранжа. Цей інтерполяційний 
многочлен є незручним через те, що зі збільшенням кількості вузлів 
змінюються всі доданки у формулі. Зручнішою для практичного 
використання була б формула такого вигляду: 

nnn AxxxxxxAxxxxAxxAxL )())(())(()()( 110210100 −−−−++−−+−+= …… , 
де ),,1,0( niAi …=  – числові коефіцієнти. Тоді збільшення кількості 
вузлів приводило б до збільшення кількості доданків, а попередньо 
обчислені доданки залишилися б незмінними. 

Подамо )(xLn  у такому вигляді: 
))()(())()(())()(()()( 112010 xLxLxLxLxLxLxLxL nnn −−++−+−+= … . 

Розглянемо різницю 
),,2,1()()()( 1 nkxLxLxQ kkk …=−= − , 

де )()( 00 xfxL = . Очевидно, що )(xQk  є многочленом степеня k  і 
набуває нульового значення у точках 110 ,,, −kxxx … , оскільки 

),,1,0()()( kixfxL iik …== , )1,,1,0()()(1 −==− kixfxL iik … . 
Тому 

)())(()( 110 −−−−= kkk xxxxxxAxQ … , 
де kA   – певна стала. Щоб знайти kA , покладемо kxx = . Одержимо 

)())(()()( 1101 −− −−−=− kkkkkkkk xxxxxxAxLxf … , 
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або 

=
−−−−
−−−−

− ∑
−

= +−

−+−
1

0 110

1110
)())(()(

)())(()()()(
k

i niiiiii

kkikikk
ik xxxxxxxx

xxxxxxxxxfxf
……
……  

)())(()( 1110 −+− −−−−= kkikikkk xxxxxxxxA …… . 
Звідси 

+
−−−−

=
−+− )())(()(

)(
1110 kkikikk

k
k xxxxxxxx

xfA
……

 

);;;(
)())(()(

)(
10

1

0 110
k

k

i kiiiiii

i xxxf
xxxxxxxx

xf …
……

=
−−−−

+ ∑
−

= +−
 

– розділена різниця k -го порядку. 
Отже, 

+−−+−+= );;())(();()()()( 210101000 xxxfxxxxxxfxxxfxLn  
);;;()())(( 10110 nn xxxfxxxxxx ……… −−−−++ .     (2.3) 

Отриманий многочлен )(xLn  називають iнтерполяційним 
многочленом Ньютона для нерівновіддалених вузлів 
інтерполювання. Він зручніший для обчислень, ніж формула 
Лагранжа – зі збільшенням кількості вузлів не потрібно повторювати 
всю роботу знову, як під час обчислень за формулою Лагранжа. 

Використовуючи (2.3), одержуємо  
)()()( 1 xRxLxf nn ++= , 

де )(1 xRn+  – залишковий член, як і в формулі Лагранжа: 

)(
)!1(
)()( 1

1

1 x
n

fxR n

n

n +

+

+ +
= ωξ . 

Однак його можна записати і в іншій формі. Для цього 
розглянемо розділену різницю )1( +n -го порядку 

+
−−−

=
)())((

)();;;(
10

0
n

n xxxxxx
xfxxxf
…

…  

( )
( )( ) ( )100100

0
...)())((

)(

−−−−
++

−−−
+

nnnn

n

n xxxxxx
xf

xxxxxx
xf …
…

. 

З цього співвідношення дістанемо 

++
−−−

−−−
= …

…
…

)())((
)())(()()(

02010

21
0

n

n
xxxxxx

xxxxxxxfxf  

);;;()())((
)())((

)())(()( 010
110

110
nn

nnnn

n
n xxxfxxxxxx

xxxxxx
xxxxxxxf ……

…
…

−−−+
−−−

−−−
+

−

− , 

тому  
);;;()())(()()( 010 nnn xxxfxxxxxxxLxf …… −−−+= , 

Отже,  
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);;;()())(()( 0101 nnn xxxfxxxxxxxR …… −−−=+ ,  
або 

);;;()()( 011 nnn xxxfxxR …++ = ω . 
Зокрема, якщо )(xf  має похідну порядку 1+n , то 

)!1(
)();;;;(

1

10 +
=

+

n
fxxxxf

n

n
ξ… ,  

де ξ  – точка, яка належить найменшому проміжкові, що містить усі 
точки xxxx n,,,, 10 … . 

Формулу (2.3) також називають інтерполяційним многочленом 
Ньютона для інтерполювання вперед у випадку нерівновіддалених 
вузлів інтерполювання. Її зазвичай застосовують для наближення 
функції поблизу початкового вузла 0x . 

Якщо вузли інтерполювання вибрати в порядку 01 ,,, xxx nn …− , то 
аналогічно можна отримати формулу 

+−+= − );()()()( 1 nnnnn xxfxxxfxL  
++−−+ −−− …);;())(( 121 nnnnn xxxfxxxx  

);;;()())(( 1011 nnn xxxfxxxxxx …… −−−+ − , 
яка має назву інтерполяційного многочлена Ньютона для 
інтерполювання назад у випадку нерівновіддалених вузлів 
інтерполювання. Вона зазвичай використовується для наближення 
функції поблизу кінцевого вузла nx . 

Зауваження. Одержані формули мають місце для будь-якої 
системи вузлів nxxx ,,, 10 … , такої, що ji xx ≠  при ji ≠  і [ ]baxi ,∈  для 

ni ,,1,0 …= . Вузли інтерполювання, найближчі до точки x , більше 
впливають на значення інтерполяційного многочлена, ніж віддалені 
вузли. Тому доцільно за 0x  і 1x  брати найближчі до x  вузли 
інтерполювання і здійснювати спочатку лінійну інтерполяцію за цими 
вузлами, а потім поступово використовувати інші вузли так, щоб вони, 
якщо це можливо, розміщувалися відносно x  симетрично. Отримані 
при цьому поправки  здебільшого є незначними. 

 
2.7. Скінченні різниці та їхні властивості 

 
Виберемо на [ ]ba,  систему рівновіддалених вузлів інтер-

полювання nxxx ,,, 10 … . 
Різниці  )()()( 1 iii xfxfxf Δ=−+  )1,,1,0( −= ni …  називаються 

скінченними різницями першого порядку. 
Скінченні різниці другого порядку мають вигляд 
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)()()( 2
1 iii xfxfxf ΔΔΔ =−+    )2,,1,0( −= ni … . 

Скінченні різниці k -го порядку визначаються як 
)()()( 1

1
1

i
k

i
k

i
k xfxfxf ΔΔΔ =− −

+
−    ),,1,0( kni −= … . 

Покажемо, що скінченну різницю будь-якого порядку можна без-
посередньо виразити через значення функції у вузлах інтерполюван-
ня, тобто що правдивою є формула 

∑
=

+
−−=

k

j
ji

j
n

jk
i

k xfCxf
0

)()1()(Δ   )( ink −≤ . 

Доведення проводитимемо методом математичної індукції. Для 
скінченних різниць першого й другого порядку маємо 

)()()( 1 iii xfxfxf −= +Δ , 
=−= + )()()( 1

2
iii xfxfxf ΔΔΔ =−−− +++ ))()(()()( 112 iiii xfxfxfxf  

)()(2)( 12 iii xfxfxf +−= ++ , 
тобто при 21,k =  формула є правильною. Припустимо, що формула 
є правильною при lk = . Доведемо, що вона є правильною при 

1+= lk . 
Дійсно,  

=−= +
+ )()()( 1

1
i

l
i

l
i

l xfxfxf ΔΔΔ  

+−+=−−−= +
++

=
+

−
++

=

− ∑∑ )()1()()()1()()1( 1
11

0
i

l
ji

l

oj
ji

j
l

jl
ji

l

j

j
l

jl xfxfxfCxfC  

∑ ∑
−

= =
+

++
++

− =−+−+
1

0 1

1
1 )()1()()1(

l

j

l

j
ji

j
l

ji
ji

j
l

jl xfCxfC  

∑
=

+
−−++

++ +−+−+=
l

j
ji

j
l

j
i

jl
i

l
li xfCCxfxf

1

111
1 )()()1()()1()( . 

Оскільки  

=
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+
−

=+ −

)!1()!1(
!
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jlj
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jlj
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j
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jljjlj
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1
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)!()!1(
!
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+−

+
=⎟
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⎜
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⎛
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+
−−

= , 

 
то     +−+= +

++
+ )()1()()( 1

1
1

i
l

lii
l xfxfxfΔ  

∑ ∑
=

+

=
++

−+
++

−+ −=−+
l

j

l

j
ji

j
l
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j
l

jl xfCxfC
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1

0
1

1
1

1 )()1()()1( , 

що й треба було довести. 
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При nk = , 0=i  маємо 

∑
=

−−=
n

j
j

j
n

jnn xfCxf
0

0 )()1()(Δ . 

З'ясуємо зв'язок між скінченними й розділеними різницями у ви-
падку, якщо hxx ii =− −1   ),,2,1( ni …= . Доведемо формулу  

k
i

k

kiii hk
xfxxxf

!
)();;;( 1

Δ
=++ …   )( ink −≤ . 

Доведення здійснимо методом математичної індукції. Для розді-
лених різниць першого порядку 

h
xf

xx
xfxfxxf i

ii

ii
ii !1

)()()();(
1

1
1

Δ
=

−
−

=
+

+
+ , 

для розділених різниць другого порядку 

=
−
−

=
+

+++
++

ii

iiii
iii xx

xxfxxfxxxf
2

121
21

);();();;(  

2

2

2
1

!2
)(

!2
)()(

h
xf

h
xfxf iii ΔΔΔ

=
−

= + , 

тобто при 2,1=k  формула є правильною. Припустимо, що формула є 
правильною при lk= . Доведемо, що вона  є правильною й при 1+=lk . 

Справді,  

=
−
−

=
++

++++
+++

ili

liilii
liii xx

xxfxxfxxxf
1

11
11

);;();;();;;( ………  

1

1

)!1(
)(

)!1(
)()(

+

+
+

+
=

+

−
= l

i
l

l
i

l
li

l

hl
xf

hhl
xfxf ΔΔΔ

, 

що й треба було довести. 
При  0 i = маємо 

),,2,1(
!

)(),,,( 0
10 nk

hk
xfxxxf k

k

k …… =
Δ

= . 

На основі зв'язку скінченних різниць із розділеними отримуємо, 
що скінченні різниці n-го порядку від многочлена степеня n є сталими, 
а скінченні різниці вищого порядку дорівнюють нулеві. 
 

2.8. Інтерполяційні формули Ньютона для рівновіддалених  
вузлів інтерполювання 

 
Розглянемо інтерполяційну формулу Ньютона для 

інтерполювання вперед у випадку нерівновіддалених вузлів 
інтерполювання, узявши в ній за вузли інтерполювання 
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точки ,n ) 0,1,ih (i xx 0i …=+= . При цьому розділені різниці замінимо 
скінченними: 

( )( )
++Δ

−−
+Δ

−
+= …)(

!2
)(

!1
)()( 0

2
2

10
0

0
0 xf

h
xxxxxf

h
xxxfxLk  

( )( ) ( ) )(
! 0

110 xf
hn

xxxxxx n
n

n Δ
−−−

+ −…
. 

Якщо зробити заміну t
h

xx
=

− 0 , урахувавши, що 

)()()( 00 ithihthxxxxxx ii −=−=−−−=− ,  
то 

( ) ( ) ( )( ) )(
!

11)(
!2
1)(

!1
)()( 00

2
000 xf

n
ntttxfttxftxfhtxL n

k Δ
−−−

++Δ
−

+Δ+=+
…… . 

Цю формулу називають інтерполяційною формулою Ньютона 
для інтерполювання вперед з рівновіддаленими вузлами 
інтерполювання. 

Якщо в інтерполяційній формулі Ньютона для інтерполювання 
назад у випадку нерівновіддалених вузлів інтерполювання за вузли 
інтерполювання взяти точки ihxxi += 0  і розділені різниці замінити 
скінченними, то отримаємо 
 

( )( )
+Δ

−−
+Δ

−
+= −

−
− )(

!2
)(

!1
)()( 2

2
2

1
1 n

nn
n

n
nk xf

h
xxxxxf

h
xxxfxL

( )( ) ( ) )(
! 0

11 xf
hn

xxxxxx n
n

nn Δ
−−−

++ − …… . 

Якщо зробити заміну t
h

xx n =
− , урахувавши, що 

)()()( ithihthxxxxxx innnin +=+=−−−=− −− , 
то 

( ) ( ) ( )( ) )(
!

11)(
!2
1)(

!1
)()( 02

2
1 xf

n
ntttxfttxftxfhtxL n

nnnnn Δ
−++

++Δ
+

+Δ+=+ −−
…… . 

Цю формулу називають інтерполяційною формулою Ньютона 
для інтерполювання назад з рівновіддаленими вузлами 
інтерполювання. 

Залишкові члени інтерполяційної формули Ньютона для 
інтерполювання вперед та інтерполяційної формули Ньютона для 
інтерполювання назад матимуть відповідно такий вигляд: 
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Зауваження. Інтерполяційні формули Ньютона для 
нерівновіддалених і рівновіддалених вузлів інтерполювання є лише 
іншою формою запису інтерполяційного многочлена Лагранжа. 

Неважко переконатись у тому, що точність інтерполювання на 
різних ділянках зміни x різна. Інтерполяційну формулу Ньютона для 
інтерполювання вперед доцільно використовувати у випадку 
інтерполювання функції поблизу початкової точки 0x , а 
інтерполяційну формулу Ньютона для інтерполювання назад – у 
випадку інтерполювання функції поблизу кінцевої точки nx , де вони 
дають найбільшу точність. 

Якщо в інтерполяційній формулі Ньютона для інтерполювання 
назад у випадку нерівновіддалених вузлів інтерполювання за вузли 
інтерполювання взяти точки 121 ,,, +kxxx … , де ( )kihxx ii ,,2,11 …==−+ , 
і розділені різниці замінити на скінченні, то одержимо 
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Зробивши заміну t
h

xx k =
− , отримаємо  

( )
++Δ

−
+Δ

−
+=+ −+ …)(

!2
1)(

!1
1)()( 1

2
1 kkkkk xfttxftxfhtxL  

( ) ( ) ( )( ) )(
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1xf

k
ktttt kΔ
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+
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Інтерполяційний многочлен, що має такий вигляд, 
використовують для побудови інтерполяційного методу Адамса 
розв'язування задачі Коші для звичайних диференціальних рівнянь. 

 
2.9. Інтерполяційні формули Гаусса, Стірлінга, Бесселя 
 
Відомо багато інших форм запису інтерполяційного многочлена: 

формули Гаусса, Стірлінга, Бесселя, Лапласа – Еверетта та ін. Ці 
форми запису розраховані на певні розміщення вузлів. 
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Розглянемо побудову інтерполяційних многочленів, у яких по-
чатковим вузлом є центральний вузол. 

Якщо в інтерполяційній формулі Ньютона для нерівновіддале-
них вузлів інтерполювання за вузли взяти точки 

nhxnhxhxhxx −+−+ 00000 ,,,,, … , 
то 

( ) ( )( ) +−+−−−++−+= );;();()()( 000000000 hxhxxfhxxxxhxxfxxxfxL   
( )( )( ) +++−++−−−−+ …)2;;;( 0000000 hxhxhxxfhxxhxxxx  

( )( )( ) ( ) +−−+−−+−−−−+ );;;;( 00000000 nhxhxhxxfnhxxhxxhxxxx ……  
( )( )( ) ( )( )×−−−−+−−−−+ nhxxnhxxhxxhxxxx 00000 …  

( ) ...)1;;;;;( 00000 +++−−+× hnxnhxhxhxxf … . 
Ураховуючи симетричність розділених різниць відносно аргумен-

тів  та їхній зв'язок зі скінченними різницями, одержуємо: 
 

( ) ( ) ,
!1

; 0
00 h

xfhxxf Δ
=+  

( ) ( ) ( )
2

0
2

000000 !2
;;;;

h
hxfhxxhxfhxhxxf −Δ

=+−=−+ , 

( ) ( ) ( )
3

0
3

00000000 !3
2;;;2;;;

h
hxfhxhxxhxfhxhxhxxf −Δ

=++−=+−+ , 

……………… 
( ) =−+−+ nhxnhxhxhxxf 00000 ;;;;; …  

( )( ) ( )
( ) n

n

hn
nhxfnhxhxxhnxnhxf 2

0
2

00000 !2
;;;;;1; −Δ

=++−−−= …… , 

( )( ) =++−+−+ hnxnhxnhxhxhxxf 1;;;;;; 000000 …  

( ) ( )( ) ( )
( ) 12

0
12

00000 !12
1;;;;;1;

+

+

+

−Δ
=+++−−−= n

n

hn
nhxfhnxhxxhnxnhxf …… , 

тому 
( )( )

+−Δ
−−−

+Δ
−

+= )(
!2

)(
!1

)()( 0
2

2
00

0
0

0 hxf
h

hxxxxxf
h
xxxfxL  

( )( )( ) …+−Δ
+−−−−

+ )(
!3 0

3
3

000 hxf
h

hxxhxxxx
 

( )( )( ) ( )
+−Δ

−−+−−−−
+ )(

!2 0
2

2
0000 nhxf

hn
nhxxhxxhxxxx n

n
…
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( )( )( ) ( )( )
( )

...)(
!12 0

12
12

00000 +−Δ
+

+−−−+−−−−
+ +

+ nhxf
hn

nhxxnhxxhxxhxxxx n
n
…

. 

Після заміни thxx += 0  маємо 
( ) ( )

++−Δ
−

+−Δ
−

+Δ+= …)(
!3

1)(
!2
1)(

!1
)()( 0

3
2

0
2

00 hxftthxfttxftxfxL  

( )( ) ( )( )( )
+−Δ

−−−−−
+ )(

!2
121

0
2

222222
nhxf

n
ntntttt n…  

( )( ) ( )( )( )
( ) ...)(

!12
121

0
12

22222222
+−Δ

+
−−−−−

+ + nhxf
n

ntntttt n…  . 

Ця формула називається першою інтерполяційною формулою 
Гаусса. 

Візьмемо вузли інтерполювання в такому порядку: 
nhxnhxhxhxx +−+− 00000 ;;;;; … , … . Аналогічно одержимо 

( )( )
+−Δ

+−−
+−Δ

−
+= )(

!2
)(

!1
)()( 0

2
2

00
0

0
0 hxf

h
hxxxxhxf

h
xxxfxL  

( )( )( )
++−Δ

+−−−−
+ …)2(

!3 0
3

3
000 hxf

h
hxxhxxxx

 

( )( )( ) ( )( )( )
+−Δ

+−−−−+−−−−
+ )(

!2
1

0
2

2
00000 nhxf

hn
nhxxhnxxhxxhxxxx n

n
…

( )( )( ) ( )( )
( )

×
+

+−−−+−−−−
+

+12
00000

!12 nhn
nhxxnhxxhxxhxxxx …

 

( ) ...)1( 0
12 ++−Δ× + hnxfn . 

 
Зробивши заміну thxx += 0 , матимемо другу інтерполяційну 

формулу Гаусса 
( )

+−Δ
+

+−Δ+=+ )(
!2
1)(

!1
)()( 0

2
000 hxftthxftxfthxL  

( ) ( )( ) ( )( )( )
+−Δ

+−−−−
++−Δ

−
+ )(

!2
121)2(

!3
1

0
2

222222

0
3

2
nhxf

n
ntntttthxftt n……  

( )( ) ( )( )( )
( ) ( ) ...)1(

!12
121

0
12

22222222
++−Δ

+
−−−−−

+ + hnxf
n

ntntttt n… . 

 
Якщо ми візьмемо півсуму двох інтерполяційних формул Гаусса, 

то отримаємо інтерполяційну формулу Стірлінга у вигляді 
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( ) +−Δ+−Δ+Δ+= )(
!2

)()(
2
1

!1
)()( 0

2
2

000 hxfthxfxftxfxL

( ) ( ) ++−Δ+−Δ
−

+ …)2()(
2
1

!3
1

0
3

0
3

2
hxfhxftt

 

( ) ( ) ++−Δ+−Δ
−

+ …)2()(
2
1

!3
1

0
3

0
3

2
hxfhxftt

 

( )( ) ( )( )
+−Δ

−−−−
+ )(

!2
121

0
2

2222222
nhxf

n
ntttt n…  

( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( ))1()(

2
1

!12
121

0
12

0
12

22222222
hnxfnhxf

n
ntntttt nn +−Δ+−Δ

+
−−−−−

+ ++… . 

Інтерполяційні формули Гаусса і Стірлінга застосовуються для 
наближення функції поблизу центрального вузла 0x . 

Середнє арифметичне першої інтерполяційної формули Гаусса 
з початковим вузлом 0x  і першої інтерполяційної формули Гаусса з 
початковим вузлом 1x  дає першу інтерполяційну формулу Бесселя. 
Другу інтерполяційну формулу Бесселя можна отримати як середнє 
арифметичне двох перших формул Гаусса – із початковим вузлом 

0x та із початковим вузлом 1−x . 
 

2.10.  Задача найкращого вибору вузлів інтерполювання 
 
Відхилення )(xf  від )(xLn  залежить від величин )()1( ξ+nf  і )(1 xn+ω . 

Якщо перша величина визначається функцією )(xf , то на другу можна 
вплинути вибором вузлів ix .  

Як вибрати ix , щоб величина )(sup 1
],[

xn
bax

+
∈

ω  була найменшою? 

Для відповіді на це запитання потрібно використати многочлени 
Чебишева. 

Многочлени Чебишева визначаються так: 
)arccoscos()( xnxTn = , 1≤x . 

При n=1  
xxxT == )cos(arccos)(1 . 

При n=2  
121)(arccoscos2)arccos2cos()( 22

2 −=−== xxxxT . 
Далі із тотожності  

θθθθ coscos2)1cos()1cos( nnn =−++ , 
або 
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θθθ )1cos(coscos2)1cos( −−Θ=+ nnn , 
при xarccos=θ  одержимо 

)()(2)( 11 xTxxTxT nnn −+ −= . 
Отже, )(xTn  справді є многочленами степеня n, причому 

коефіцієнт при nx  дорівнює 12 −n . Із рекурентної формули послідовно 
виводимо 

xxxT 34)( 3
3 −= , 

188)( 24
4 +−= xxxT , 

xxxxT 52016)( 35
5 +−= , 

……….  . 
 

Покажемо, що многочлен )(xTn  має n дійсних різних коренів на 
проміжку [-1,1]. Справді, з рівняння 

0)arccoscos( =xn  
дістаємо 

Ζ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += kk

n
x ,

2
1arccos ππ . 

Це рівняння має розв’язок за умови, що 

Ζ∈≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤ kk

n
,

2
10 πππ , 

тому 1-n,0,1,…=k , і ( )xTn  має n різних дійсних коренів, що лежать у 
проміжку [-1,1]: 

( )1,,1,0
2

1cos −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += nkk

n
xk …ππ . 

Зазначимо також, що максимум 
1)(max

]1;1[
=

−∈
xTn

x
 

досягається в 1+n  точках проміжку [-1,1]. Розв’язуючи рівняння 
( ) 1arccoscos ±=xn , 

отримаємо 
Ζ∈= mmn ,arccos π . 

Це рівняння має розв’язок при m, що задовольняє умову 

ππ
≤≤

n
m0 , 

тобто при n,0,1,…=m . Тому розв’язуючи це рівняння, одержимо 

nm
n
mxm ,,1,0,cos …==
π , 
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тобто  (x)Tn  набуває значення 1 в 1+n  точках проміжку [-1,1], а сам 
многочлен  (x)Tn  у цих точках поперемінно набуває значень -1 і 1. 

Розглянемо тепер (x)T 1n+ . Цей многочлен на проміжку [-1;1] має 
n+1 дійсних коренів 

1 0 1
1 2

π π⎛ ⎞⎛ ⎞= + =⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎝ ⎠
…cos , , , ,kx k k n

n
 

і в (n+2)-х точках )1,,1,0(
1

cos +=
+

= nm
n

mxm …π  проміжку [-1,1] має 

максимум  1(x)Tmax 1n
]1;1[

=+
−∈x

. 

Тому якщо за відрізок інтерполювання  взяти [-1,1] і за вузли ін-
терполювання – корені kx  многочлена Чебишева (x)T 1n+ , то 

( ) ( )xTx nnn 11 2
1

++ =ω , 
nn

x
x

2
1|)(|sup 1

]1,1[
=+

−∈
ω . 

Покажемо, що для будь-якого многочлена P(x)  степеня n+1 зі 
старшим коефіцієнтом 1  

nx
x

2
1|)P(|sup

]1,1[
≥

−∈
. 

Дійсно, якщо припустити, що існує такий многочлен P(x) степеня 

n+1 зі старшим коефіцієнтом 1, для якого 
Nx

x
2
1|)P(|sup

]1,1[
<

−∈
, то різниця 

)P()(T
2
1(x)Q 1 xxnn

−= +  буде многочленом степеня не вище n, який у 

(n+2)-х точках ( )1,,1,0
1

cos +=
+

= nm
n

mxm …π  поперемінно набуває 

додатних і від’ємних значень, тобто має принаймні n+1 коренів, що 
неможливо, оскільки Q(x)  – многочлен степеня не вище n. 

Отже, якщо обмежитися проміжком [-1,1], то найменше значення 
величини |)(|sup 1

]1,1[
xn

x
+

−∈
ω  буде у випадку, якщо за вузли 

інтерполювання взяти корені многочлена Tn+1(x), тоді 

)!1(2
|)()(| 1

+
≤− +

n
MxLxf

n
n

n , |)(|sup )1(

]1,1[
1 xfM n

x
n

+

−∈
+ = . 

 
Якщо інтерполювання проводиться на довільному відрізку [a,b], то 

лінійною заміною 2/))()(( abzabx ++−=  його можна перевести у 
проміжок [-1,1]. Тоді за вузли інтерполювання можна взяти корені 
многочлена Чебишева  (z)T 1n+  
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.,...,1,0,
21

1cos nkk
n

zk =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
= ππ  

Якщо зробити обернену заміну 

),2(1 abx
ab

z −−
−

=  

яка переводить проміжок [-1,1] у проміжок [a, b], то корені многочлена 
 (z)T 1n+ перейдуть у  

nkabk
n

abxk ,...,1,0,)(
21

1cos)(
2
1

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
−= ππ , 

а старший коефіцієнт многочлена, коренями якого є kx , 

дорівнюватиме 
1

1

)(
22

+

+

− n

n
n

ab
. Оцінка для цього випадку  

12

1
1

2
)(

)!1(
)()(

+

+
+ −

+
≤−

n

n
n

n
ab

n
MxLxf , 

де 
)(sup )1(

],[
1 xfM n

bax
n

+

∈
+ = . 

Зауваження. Ми скористалися тією властивістю многочленів 

)(T
2

1)(T
1

xx nnn −
= , що для них )(Tsup

]1,1[
xn

x −∈
 має найменше значення 

серед усіх многочленів степеня n зі старшим коефіцієнтом 1. Завдяки 
цій властивості многочлени )(T xn  одержали назву многочленів, що 
найменше відхиляються від нуля. 

 
2.11. Збіжність інтерполяційного процесу 

 
Нехай Rf(x)∈ . Розглянемо на проміжку [a,b] систему вузлів 

}{ )0()0(
nxx = , },{ )1(

1
)1(

0
)1( xxx = , },,{ )2(

2
)2(

1
)2(

0
)2( xxxx = ,..., 

},...,,,{ )()(
2

)(
1

)(
0

)( n
n

nnnn xxxxx = ,... . 
Кожній послідовності вузлів )(nx  відповідає інтерполяційний 

многочлен Лагранжа Ln(x) (n=0,1,…), побудований для функції f(x) за 
вузлами інтерполювання )()(

1
)(

0 ,...,, n
n

nn xxx . Побудовану таким чином 
послідовність інтерполяційних многочленів {Ln(x)} називають 
інтерполяційним процесом. 

Інтерполяційний процес є збіжним, якщо  
[ ]baxxfxLnn

,),()(lim ∈=
∞→

. 
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Цей процес рівномірно збігається на [a,b], якщо послідовність 
{ })(xLn  рівномірно збігається до )(xf  на [a,b]. 

 
Теорема. Якщо функція f(x) нескінченно диференційовна і всі її 

похідні обмежені в сукупності на проміжку [a,b], тобто існує така стала 
М>0, що для всіх ],[ bax∈  і всіх ...,2,1,0=n  виконується нерівність 

Mxfn ≤)( , то інтерполяційний процес для функції f(x) збігається 
рівномірно до )(xf  на [a,b]. 

Доведення. Розглянемо оцінку залишкового члена для Ln(x): 

)(
)!1(

)()( 1
1 x

n
MxLxf n

n
n +

+

+
≤− ω ,  

де  
( ) )(max 1

],[
1 xfM n

bax
n

+

∈
+ = , 

))...()(()( )()(
1

)(
01

n
n

nn
n xxxxxxx −−−=+ω . 

Множина точок )(nx  належить проміжкові [ ]ba, , тому 

( ) 1
1 )(|| +
+ −< n

n abxω  і 
)!1(

)(|)()(|
1

1 +
−

<−
+

+ n
abMxLxf

n
nn . 

За умовою теореми MMn ≤+1  для всіх ,...2,1,0=n  , тому  
1

)!1(
)(|)()(|

+

+
−

<−
n

n n
abMxLxf . 

Із того, що 

0
)!1(

)(lim
1
=

+
− +

∞→ n
ab n

n
, 

випливає рівномірна збіжність послідовності )}({ xLn  до )(xf  на 
проміжку ],[ ba . 

Якщо )(xf  – ціла функція, то її похідні обмежені в сукупності на 
будь-якому проміжку числової осі. Тому з теореми випливає такий 
наслідок. 

Наслідок. Якщо )(xf  – ціла функція, то інтерполяційний процес 
для функції )(xf  збігається рівномірно до )(xf  на ],[ ba  . 

 
2.12. Інтерполяційний многочлен Ерміта 

та його залишковий член 
 

 Досі ми розглядали задачу побудови для функції Rxf ∈)(  
інтерполяційного многочлена у вигляді  
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∑
=

=
n

k
kk xax

0
)()( φφ , 

який у вузлах інтерполювання nxxx ,,, 10 …  набуває тих самих значень, 
що й )(xf . Якщо функції )(xf  і )(xiφ  ),,1,0( ni …=  – диференційовні, то 
можна ставити задачу про відшукання інтерполяційного многочлена 

)(xφ , такого, щоб у вузлах інтерполювання збігалися не тільки 
значення )(xf  і )(xφ , а й значення похідних від )(xf  і )(xφ  до деякого 
порядку. Розглянемо задачу такого типу. 

Нехай Rxf ∈)(  і точки nxxx ,,, 10 … , де bxxxa n ≤<<<≤ …10 , є 
вузлами інтерполювання. Уведемо позначення: 

ii yxf =)( ,  ii yxf ′=′ )( ,  ii yxf ′′=′′ )( ,  )()( )( l
ii

l yxf = . 
Виберемо в R систему лінійно незалежних на ],[ ba  функцій 

)(0 xφ , )(1 xφ ,…, )(xmφ  і знайдемо таку їх лінійну комбінацію 

∑
=

=
m

k
kk xax

0
)()( φφ ,  

щоб 

00 )( yx =φ , 00 )( yx ′=φ' , … , )1(
00

)1( 00 )( −− = kk yxφ , 

11)( yx =φ , 11)( yx ′=φ' , … , )1(
11

)1( 11 )( −− = kk yxφ , 
……………… 

nn yx =)(φ , nn yx ′=)(φ , … , )1()1( )( −− = nn k
nn

k yxφ . 

Підставивши ∑
=

=
n

k
kk xax

0
)()( φφ , одержимо систему 

nkkkr +++= …10  лінійних алгебраїчних рівнянь для знаходження 
коефіцієнтів 0a , 1a , …., ma . Ця система матиме єдиний розв'язок, якщо 

1−= rm  і визначник цієї системи 
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φ
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φ
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φ
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 Візьмемо i
i xx =)(φ  ),,1,0( mi …= , тобто шукатимемо )(xφ  у 

вигляді многочлена степеня не вище m. Такий многочлен прийнято 
називати інтерполяційним многочленом Ерміта. 
 Таким чином, потрібно побудувати алгебраїчний многочлен 
степеня не вище m , який задовольняє поставлені умови: 

00)( yxHm =  , 00)( yxHm ′=′  , … , )1(
00

)1( 00 )( −− = kk
m yxH , 

11)( yxHm =  , 11)( yxHm ′=′  , … , )1(
11

)1( 11 )( −− ′= kk
m yxH ,  (2.4) 

………………… 

nnm yxH =)(  , nnm yxH ′=′ )(  , … , )1()1( )( −− = nn k
nn

k
m yxH . 

Запишемо )(xHm   у вигляді 
)()()()( 11 xHxxLxH nmnnm −−++= ω ,   (2.5) 

де )(xLn  – інтерполяційний многочлен Лагранжа, побудований за вуз-
лами nxxx ,,, 10 … , iin yxL =)( ,  

)())(()( 101 nn xxxxxxx −−−=+ …ω ; 
)(1 xH nm −−  – многочлен степеня не вище 1−− nm .  

Очевидно, що многочлен )(xHm  має степінь не вище m  і 
iinim yxLxH == )()(  ),,1,0( ni …=  для будь-якого многочлена )(1 xH nm −− . 

Доберемо тепер )(1 xH nm −−  так, щоб була виконана решта умов (2.4). 
 Здиференціювавши обидві частини рівності (2.5), одержимо 

)()()()()()( 1111 xHxxHxxLxH nmnnmnnm −−+−−+ ′+′+′=′ ωω . 
При ixx =  маємо 

).()()( 11 inminini xHxxLy −−+′+′=′ ω  
Оскільки 0)(1 ≠′ + in xω , то в тих точках ix , у яких задано значення 

многочлена )(xHm′ , матимемо iinm zxH =−− )(1 , де 

)(
)(

1 in

ini
i x

xLyz
+′
′−′

=
ω

. 

Диференціюючи ще раз, одержимо 
).()()()(2)()()()( 111111 xHxxHxxHxxLxH nmnnmnnmnnm −−+−−+−−+ ′′+′′+′′+′′=′′ ωωω  

При ixx =  маємо 
).()(2)()()( 1111 inmininminini xHxxHxxLy −−+−−+ ′′+′′+′′=′′ ωω  

Звідси для тих точок ix , у яких задано значення многочлена 
)(xHm′′ , матимемо iinm zxH ′=′ −− )(1 , де 

)(2
)()(

1

1

in

iniini
i x

xzxLyz
+

+

′
′′−′′−′

=′
ω

ω . 
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Аналогічно в точках ix , у яких задано  значення многочлена 
)(xHm′′ , знайдемо iinm zxH ′′=′′ −− )(1  і т.д. Продовжуючи цей процес 

потрібну кількість разів, зведемо відшукання )(xHm  до відшукання 
многочлена )(1 xH nm −− , який задовольняє умови: 

001 )( zxH nm =−− , 001 ')(' zxH nm =−− , …, )2(
00

)2(
1

00 )( −−
−− = kk

nm zxH  , 

111 )( zxH nm =−−  , 111 )( zxH nm ′=′ −−  , …, )2(
11

)2(
1

11 )( −−
−− = kk

nm zxH , 
……………… 

nnnm zxH =−− )(1  , nnnm zxH ′=′ −− )(1  , …, )2()2(
1 )( −−
−− = nn k

nn
k

nm zxH , 

де  0z , 0z′ , …, )2( 0
0

−kz , …, nz , nz′ , …, )2( −nk
nz  – відомі числа. 

Щоб знайти )(1 xH nm −− , використаємо такий самий підхід. Тоді 
задача відшукання )(1 xH nm −−  зведеться до задачі відшукання 
многочлена Ерміта більш низького  степеня і т.д. Врешті-решт, треба 
побудувати інтерполяційний многочлен Лагранжа за вузлами, у яких 
задано значення найстаршої похідної від )(xf . Очевидно, що степінь 
побудованого таким чином многочлена )(xHm  дорівнюватиме кількості 
вузлів, у яких задано iy , плюс кількість вузлів, у яких задано iy′  і т.д., 
плюс кількість вузлів, у яких задано значення найстаршої похідної від 

)(xf , що є в умовах (2.4), мінус одиниця. Тобто цей степінь дорівнює 
mkkk n =−+++ 110 … . Побудований таким чином многочлен )(xHm  

єдиний. Дійсно, якби існували два такі многочлени ( )xHm
)1(  і ( )xHm

)2( , то 
їх різниця ( ) ( )xHxH mm

)2()1( −  була б многочленом степеня не вище m, 
який на проміжку [a,b] має m+1 коренів (з урахуванням їхньої 
кратності), що неможливо. 
 Многочлен Ерміта можна побудувати й безпосередньо. 
Запишемо ( )xHm  у вигляді  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +−−+−+= xPxxxxxPxxxPxH kkk
m 210100

100  
( ) ( ) ( ) ( )xPxxxxxx n

k
n

kk n 110
110 ...... −
−−−−++ , 

де ( ) ( ) ( ) i
k

k
i

i
i

i
i i

i AxxAxxAxP 1
1

10 ... −
−−++−+=  (i =0,1,…,n ). 

Многочлени ( )xPi  шукатимемо так. Позначивши 
( ) ( ) ( )xQxPxHm 00 ≡− , oдержимо  

( )00 xQ =0, ( )00 xQ ′ =0, …, ( )0
1

0
0 xQk − =0, 

або  
( ) 0000 =− xPy , ( ) 0000 =′−′ xPy ,..., ( ) 00

)1(
0

)1(
0

00 =− −− xPy kk . 
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Із цих умов можна визначити коефіцієнти многочлена ( )xP0 . 
Позначивши  

( ) ( ) ( )
( )

( )xP
xx

xPxHxQ k
m

1
0

0
1 0

−
−

−
≡ , 

отримаємо умови 
( ) ( ) ( ) 0...,,0,0 1

)1(
11

'
111

1 ==≡ − xQxQxQ k , 
із яких визначимо коефіцієнти многочлена ( )xP1 . Аналогічно позначив-
ши 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )xP
xxxx

xPxxxPxHxQ kk

k
m

2
10

100
2 10

0
−

−−
−−−

≡ , 

одержимо умови  
( ) ( ) ( ) 0,...,0,0 2

)1(
22

'
22

2 === − xQxQxQ k  
для визначення коефіцієнтів многочлена ( )xP2  і т.д.  

Коефіцієнти многочлена ( )xPn  можна визначити з умов  
( ) ( ) ( ) )1()1('' ,...,, −− === nn k

nn
k

mnnmnnm yxHyxHyxH . 
Знайдемо залишковий член інтерполяційного многочлена 

Ерміта. Якшо ( )xHm  – інтерполяційний многочлен Ерміта, 
побудований для функції ( )xf , то  

( ) ( ) ( ),1 xRxHxf mm ++=  
де ( )xRm 1+  – залишковий член. 

Шукатимемо ( )xRm 1+  у вигляді  
( ) ( ) ( ) ( ) nk

n
kk

m xxxxxxKxR −−−=+ ...10
101 , 

де K – деяка стала.  
Нехай ( ) ];[1 baCxf m+∈ . Розглянемо допоміжну функцію  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) nk
n

kk
m xzxzxzKzHzfz −−−−−= ...10

10φ . 
Ця функція на проміжку [a,b] має m+1 нулів, ураховуючи їхню 

кратність (нуль кратності 0k  у точці 0x , нуль кратності 1k  у точці 1x  і 
т.д., нуль кратності nk  у точці nx ). Доберемо cталу К так, щоб при 

xz = , де  x – та точка, для якої ми здійснюємо оцінку, ( ) 0=xφ . Тоді  
( ) ( )

( ) ( ) ( ) nk
n

kk
m

xxxxxx
xHxfK

−−−
=

...10
10

. 

При такому значенні K  функція ( )zφ  на проміжку [a,b] матиме 
m+2 нулів. Тоді за теоремою Ролля функція ( )zm )1( +φ  на проміжку [a,b] 
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матиме хоча б один нуль. Нехай при ξ=z  виконується умова 
( ) 0)1( =+ ξφ m . Оскільки  

( ) ( ) ( )!1)1()1( +−= ++ mKzfz mmφ , 
то 

( ) ( ) ( )!1)1()1( +−= ++ mKf mm ξξφ . 
Звідси  

( )
)!1(

)1(

+
=

+

m
fK

m ξ . 

Отже, 
( )

nk
n

kk
m

m xxxxxx
m

fR )...()()(
)!1(

10
10

)1(

1 −−−
+

=
+

+
ξ . 

Приклад. Побудувати інтерполяційний многочлен Ерміта ( )xHm , 
для якого виконуються умови 

( ) ( ) ),....1,0(, '' niyxHyxH iimiim === . 
Запишемо ( )xHm  у такому вигляді: 

( ) ( ) ( )xHxxLxH nmnnm 11 )( −−++= ω . 
Диференціюючи обидві частини рівності, отримуємо 

( ) ( ) ( ) ( )xHxxHxxLxH nmnnmnnm
'

111
'

1
'' )()( −−+−−+ ++= ωω . 

При ixx =  маємо ( ) ( ) ( )inminini xHxxLy 1
'

1
''

−−++= ω . 

Звідси ( ) iinm zxH =−− 1 , де ( )
( )iin

ini
i x

xLyz '

''

+

−
=

ω
. 

Тоді ( )xH nm 1−−  можна записати у вигляді інтерполяційного много-
члена Лагранжа, побудованого за значеннями iz : 

( ) ( )∑
=

−− =
n

i
niinm xФzxH

0
1 ,  

де 
( )

( )ini

n
ni xxx

x
Ф '

1

1

)( +

+

−
=

ω
ω

. 

Тому  

( ) ( ) ( ) ( )∑∑
==

++=
n

i
nii

n

i
nniim xФzxxФyxH

00
1ω . 

Розіб’ємо другий доданок на дві частини: 
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( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) =−
= ∑∑

= +
+

=
+ xФ

x
xLyxxФzx ni

n

i in

ini
n

n

i
niin

0 1
'

''

1
0

1 ω
ωω  

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )∑∑

= +
+

−= +

+ −=
n

i
ni

n

in
nni

n

i in

n
i xФ

x
xLxxФ

x
xy

0 1

'

1
1

'
1'

ω
ω

ω
ω , 

тоді  
( )
( )

( ) ( )∑∑
=−= +

+ −=
n

i
niiini

n

i in

n
i xФxxyxФ

x
xy

0

2'

1
'

1' )(
ω
ω , 

а  

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) == ∑ ∑∑
= = +

++
= +

+

n

oi

n

j
ni

in

injj
nnni

n

i in

in
in xФ

x

xФy
xxxФ

x
xLyx

0 1
'

'

11
0 1

'

'
'

1
)(

ω
ωω

ω
ω  

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )xФ
x

xФ
xyxФ

x
xФxy nj

n

i jn

jnin

j
nini

n

j in

injn

i
inj ∑ ∑∑ ∑

= +=
+

= +=
+ ==

0 1
'

'

0
1

0 1
'

'

0 ω
ω

ω
ω . 

Таким чином, шуканий многочлен можна записати так: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )xФxxyxФ
x
xФ

xxФyxH ni

n

i
i

n

j
nj

jn

jni
nni

n

i
im

2

00 1
1

0
∑∑∑
== +

+
=

−′+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

′

′
−=

ω
ω . 

Позначимо  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )xФ
x
xФ

xxФxP nj
jn

jnin

j
nnii

10
1

+=
+ ′

′
−= ∑ ω

ω . 

Очевидно, що ( )xPi  – це многочлен степеня 2n+1. 
При kxx =  одержимо 

( ) ( )
⎩
⎨
⎧

≠
=

==
 k  i,

k  i,
xФxP kniki ,якщо0

,якщо1
 

тобто ( )xPi  набуває нульового значення у всіх точках kx ( )ik ≠ . 
Розглянемо похідну від цього многочлена: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )∑∑
= +

+
= +

+ ′
′

′
−

′

′
′−′=′

n

j
knj

jn

jni
n

n

j
knj

jn

jni
nnii xФ

x
xФ

xxФ
x
xФ

xxФxP
0 1

1
0 1

1 ω
ω

ω
ω . 

При kxx = ( )nk ,...1,0=  маємо  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 0

0 1
1 =′−′=

′

′
′−′=′ ∑

= +
+ knikni

n

j
knj

jn

jni
knkniki xФxФxФ

x
xФ

xxФxP
ω

ω . 

Отже, ( )xPi
′  набуває нульового значення у всіх точках 

kx ( )nk ,...,1,0= . Нулі nii xxxxx ,...,,,...,, 1110 +−  многочлена ( )xPi  мають 
кратність 2. Тому цей многочлен повинен мати множником добуток 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22
1

2
1

2
1

2
0 ...... nii xxxxxxxxxx −−−−− +− . 
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Позначимо 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )niiini xxxxxxxxxxx −−−−−= +− ...... 1110ω . 

Очевидно, що 
( ) ( ) ( ) ( ).2, 11 ininiinini xxxx ++ ′=′′= ωωωω  

Оскільки ( )xPi  є многочленом степеня 2n+1, то запишемо його у 
вигляді  

( ) ( ) ( )( ).2
niinii xxBAxxP −+= ω    (2.6) 

Визначимо коефіцієнти iA і iB . При ixx =   
( ) ( ) ( )iniiniiii xAxAIxP 2

1
2

+′=== ωω , 

звідки 
( )in

i x
IA 2
1+′

=
ω

. 

Для того щоб знайти iB , здиференціюємо рівність (2.6): 
( ) ( ) ( ) ( )xBxxBAxxxP niiiiininii

2' ))((2 ωωω +−+=′ . 
При ixx =  маємо 

( ) ( ) ( ) ( )iniiiniiniii xBxxAxP 2'20 ωωω +==′ , 
або 

( )
( )

( )ini
in

in xB
x
x 2

1'
1

10 +
+

+ ′+
′′

= ω
ω
ω

, 

звідки  
( )
( )in

in
i x

xB 3'
1

''
1

+

+=′
ω
ω , 

тому  

( ) ( )
( )

( )
( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

′
′′

−
−

=
+

+

+

+ )(
)( 1

1
2'

1
2

1

2
1

i
in

in

in

n
i xx

x
xI

xxx
xxP

ω
ω

ω
ω , 

або 

( ) ( ) ( )
( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

′
′′

−=
+

+ )(
1

12
i

in

in
nii xx

x
xIxФxP

ω
ω . 

Отже, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑∑
===

+ −′++=
n

i
niii

n

i
nii

n

i
nniim xФxxyxФzxxФyxH

0

2

00
1ω , 

або 

( ) ( )
( ) ( ) ( )∑

= +

+
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−′+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

′
′′

−=
n

i
niiii

in

in
im xФxxyxx

x
xIyxH

0

2

1

1 )(
ω
ω . 
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Зауваження. Аналогічно, як і для многочлена Лагранжа, 
доводиться рівномірна збіжність ( )xHm  до ( )xf  на b] [a, , якщо функція 
( )xf  нескінченно диференційовна і всі її похідні обмежені в сукупності 
на проміжку b] [a, . Многочлен Ерміта також називають 
інтерполяційним многочленом із кратними вузлами, а числа 

nkkk ,..., 10  – кратностями вузлів nxxx ,...,, 10  відповідно. Виведено 
формулу для інтерполяційного многочлена Ерміта в загальному 
випадку, але вона незручна для практичного використання. Увівши 
поняття розділених різниць із кратними аргументами, інтерполяційний 
многочлен Ерміта можна записати через розділені різниці. Отримана 
при цьому формула називається узагальненою інтерполяційною 
формулою Ньютона з розділеними різницями. 
 

2.13. Інтерполювання періодичних функцій 
 
Нехай функція ( )xf , визначена на проміжку ]2[0, π , є 

періодичною з періодом π2 . Побудуємо для функції ( )xf  
інтерполяційний многочлен, який би у вузлах інтерполювання, що 
належать проміжкові )2[0, π , набував тих самих значень, що й ( )xf . 

Оскільки ( )xf  – періодична функція, то шукатимемо 
інтерполяційний многочлен у вигляді тригонометричного многочлена. 
Тому за систему лінійно незалежних функцій ( ){ }xkφ  візьмемо таку 
систему періодичних на проміжку )2[0, π  функцій: 

,....2cos,2sin,cos,sin,1 xxxx  
Можна показати, що на проміжку )2[0, π  система ,cos,sin,1 xx  
,2sin x  nxnxx cos,sin,...,2cos  при будь-якому n є системою 

Чебишева, тобто будь-який тригонометричний многочлен  

( ) ( )∑
=

++=
n

k
kkn kxbkxaaxT

1

0 sincos
2

 

на проміжку )2[0, π  має не більше 2n дійсних коренів. Тому із критерію 
єдиності розв’язку задачі інтерполювання випливає, що для кожної 
визначеної на )2[0, π  періодичної функції ( )xf  з періодом π2  при 
будь-якому наборі із 2n+1 попарно різних вузлів nxxx 210 ,...,,  із 
проміжку [0,2π) існує єдиний тригонометричний многочлен ( )xTn , який 
є інтерполяційним многочленом для ( )xf  за заданою системою вузлів 
інтерполювання, тобто який задовольняє умову 

( ) ( )jjn xfxT =   ( )nj 2,...,1,0= . 
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Покажемо, що шуканим тригонометричним многочленом є 
многочлен  

( ) ( ) ( )xtxfxT
n

k
kkn ∑

=
=

2

0
, 

де  ( )

2
sin...

2
sin

2
sin...

2
sin

2
sin...

2
sin

2
sin...

2
sin

2110

2110

nkkkkkk

nkk

k xxxxxxxx

xxxxxxxx

xt −−−−

−−−−

=
+−

+−

. 

Дійсно, легко побачити, що  

( )
⎩
⎨
⎧

≠
=

=
  k i,
 k i,

xt ik .якщо0
,якщо1

 

Тому  ( ) ( )jjn xfxT =   ( )nj 2,...,1,0= . Оскільки  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−−
−

=
−−

2
cos

2
cos

2
1

2
sin

2
sin abxabbxax  

є тригонометричним многочленом першого порядку, а добуток двох 
тригонометричних многочленів ( )xTp  і ( )xTq  відповідно порядків p і q є 
тригонометричним многочленом порядку p+q, то ( )xtk  є 
тригонометричним многочленом порядку n. Тому ( )xTn  є 
тригонометричним многочленом порядку не вище n. 

Особливий інтерес становить випадок рівновіддалених вузлів  

12
2
+

=
n

kxk
π ( )nk 2,...,1,0= . 

Покажемо, що  

( )
( )

2
sin

2
12sin

12
1

k

k
k xx

xxn

n
xt

−

−
+

+
= . 

Легко перевірити, що 

( )
⎩
⎨
⎧

≠
=

=
  k i,
 k i,

xt ik .якщо0
,якщо1

 

Якщо ki ≠ , то ( ) 0=ik xt , бо 

( ) ( ) ,0sin
2

12sin =−=−
+ kixxn

ki π  ( ) .0
12

sin
2

sin ≠
+
−

=
−

n
kixx ki π  

Якщо ki = , то 0=− ki xx  і рівність ( ) 1=ik xt  випливає з відомої 
тотожності 
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ααα
α

α
n

n

cos2coscos
2
1

2
sin2

2
12sin

++++=

+

…  

при 0=α . Із цієї тотожності також випливає, що ( )xtk  є тригономе-
тричним многочленом порядку n . 

Отже, 

( ) ( )
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−
+

+
= ∑

=
2
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2

12sin
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1 2

0 k
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k
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=
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m
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1  
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+
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n

k

n

m
kkk

k
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n
xfn

n

2

0 10
sinsincoscos
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
+

=
n

k

n

m
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k
k mxmxxf

n
xf

n

2

0 1

2

0
coscos

12
2

12
1  

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+ ∑
=

mxmxxf
n

n

k
kk sinsin

12
2 2

0
, 

або 

( ) ( )∑
=

++=
n

m
nmn mxbmxaaxT

1

0 sincos
2

, 

де 

( )∑
=+

=
n

k
kxf

n
a

2

0
0 12

2 ; ( )∑
=+

=
n

k
kkm mxxf

n
a

2

0
cos

12
2 ; 

( )∑
=+

=
n

k
kkm mxxf

n
b

2

0
sin

12
2 . 

Якщо функцію ( )xf  розглядають на [ ]ba, , то проміжок [ ]π2,0  

можна перевести в проміжок [ ]ba,  лінійною заміною tabax
π2
−

+= . 

 
2.14. Інтерполювання функцій однієї змінної  

за допомогою сплайнів 
 

Опишемо ще один підхід до наближення функцій – це 
наближення функцій за допомогою сплайнів. Зазначимо, що 
сплайном називається функція, для якої існує розбиття її області 
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визначення D на підобласті, таке, що всередині кожної підобласті 
функція є многочленом певного степеня m. Крім того, ця функція є 
неперервною в D разом із похідними (m-1)-го порядку. 
Найпоширенішими в інженерних розрахунках є сплайни, складені із 
многочленів третього степеня (кубічні сплайни). Ці сплайни ми й 
розглянемо. 

Нехай функцію ( )xf , що є визначеною на проміжку [ ]ba, , задано 
значеннями в точках nxxx …,, 10 , де bxxxa n =<<<= …10 , тобто 
( ) ( )nkfxf kk ,,1,0 …== . 

Задача кусково-кубічної інтерполяціі ставиться таким чином: 
знайти функцію ( )xg  (яку називатимемо кубічним сплайном), 
визначену на [ ]ba,  і таку, що задовольняє умову 

     ( ) [ ]baCxg ,2∈ ,    (2.7) 
на кожному з відрізків [ ]kk xx ,1−  є кубічним многочленом вигляду 

( ) ( ) ( )( ) nkxxaxgxg i
k

i

k
ik ,,2,1,

3

0
…=−= ∑

=
, 

та у вузлах ix  виконуються рівності 
( ) nifxg ii ,,1,0, …== , 

( ) ( ) 0=′′=′′ bgag . 
 
 
Покажемо, що задача має єдиний розв’язок, і подамо алгоритм 

його відшукання. 
Оскільки при [ ] ),,2,1(,1 nixxx ii …=∈ −  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )33
2

21 xxaxxaxxaaxg i
i

i
i

i
ii

o −+−+−+= , 

то ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ,32 2
32211 xxaxxaaxg i
i

i
ii −−−−=′  ( ) ( ) ).(62 32 xxaaxg i

ii −+=′′  
Позначимо ( ) ( ) ,, 11 −− =′′=′′ iiii mxgmxg  тоді 

( )

( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+

=

−− .)(62

,2

1132

2

iii
ii

i
i

mxxaa

ma
 

Звідси 
( ) ,2 2 i
i ma =   

1

1)(
36

−

−

−
−

=
ii

iii

xx
mma , ( ) )(

1

1 xx
xx

mmmxg i
ii

ii
i −

−
−

+=′′
−

− . 

Увівши позначення 1−−= iii xxh , одержимо 

( )
i

i
i

i

i
i h

xxm
h

xxmxg 1
1

−
−

−
+

−
=′ .   (2.8) 

Інтегруючи двічі обидві частини рівності (2.8), отримуємо 
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( ) ( ) ( )
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= , 

де ii BA ,  – деякі сталі інтегрування. Для ii BA ,  маємо умови 
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Звідси .
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2
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hmfAhmfB −−=−=  

Тому при [ ]ii xxx ,1−∈  

( ) ( ) ( )
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−
+

−
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−
i

i
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i
i h

xxm
h
xxmxg
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Здиференціюємо (2.9): 

( ) ( ) ( ) .
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1
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1 i
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i
i

i

i
i hmm

h
ff

h
xxm
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=′  (2.10) 

Далі маємо  

( ) ,
62

0 11
i
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i

iii
ii hmm

h
ffhmxg −− −

−
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+=−′  

або     ( ) .
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0 1
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i
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i
i h

ffmhmhxg −
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−
++=−′    (2.11) 

Запишемо (2.10) для відрізка [ ]1, +ii xx : 

( ) ( ) ( )
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тоді  

( ) .
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i
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ii h

ffhmhmxg    (2.12) 

За умовою (2.7) функції ( )xg  і ( )xg ′  можуть бути неперервними 
на [ ]ba, . З (2.11), (2.12) та умови неперервності ( )xg′  у точках 

( ),,2,1 nixi …=  одержимо n-1 рівнянь  
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+−=
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або   
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i
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для 1,,2,1 −= ni … . 
Доповнивши ці рівняння рівностями 00 == nmm , одержимо 

систему лінійних алгебраїчних рівнянь для відшукання невідомих 
121 ,,, −nmmm … : 

HfAm = ,     (2.13) 
де А – квадратна матриця, що має такий вигляд: 
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, 

а вектори fm,  і прямокутна матриця H, яка має n+1 стовпців і n-1 
рядків, такі: 
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Розглянемо властивості матриці А. Матриця А є симетричною, і 
для ії елементів ( )1,,2,1, −= njiaij …  виконуються співвідношення  
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,0min >=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
− ∑

≠
qaa

ij
ijiji

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
+= −+

−≤≤ 63
,

6
min,

63
min 11

22
21 nnii

ni

hhhhhhq , 

які означають, що матриця А є матрицею зі строго діагональною 
перевагою. 

Квадратна матриця А називається матрицею зі строго 
діагональною перевагою, якщо для неї виконується умова 

0min >⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
− ∑

≠ij
ijiji

aa . 

Покажемо, що така матриця є невиродженою. Припустимо від 
супротивного, що матриця А є виродженою. Це означає, що 
однорідна система лінійних алгебраїчних рівнянь BAx =  має 
ненульовий розв’язок. Запишемо цю систему в розгорнутій формі:  

( ).,,2,1
1

0∑
=

= =
n

j
jij nixa …  

Нехай ( )nxxxx ,,, 21 …=  – ненульовий розв’язок цієї системи. Тоді 
з k-го рівняння системи одержуємо ∑

≠
=−

kj
jkjkkk xaxa , або 

[ ].∑
≠

⋅=⋅
kj

jkjkkk xaxa , 

звідки  
[ ] ∑∑

≠≠
⋅≤⋅≤⋅

kj
kj

kj
jkjkk axxaxa . . 

Оскільки x – ненульовий розв’язок, то 0x > , і з останньої 
нерівності отримуємо ∑

≠
≤

kj
kjkk ca , що суперечить тому, що матриця А 

має строгу діагональну перевагу.  
Отже, матриця А є невиродженою, і система (2.13) має єдиний 

розв’язок 121 ,,, −nmmm … . Сплайн-функція також однозначно 
відтворюється за формулами (2.9) і розв’язує задачу кусково-кубічної 
інтерполяції. 

Для розв’язання системи (2.13) можна використати ефективний 
метод прогонки (який є модифікацією методу Гаусса). 

Очевидно, що ( ) [ ]( ),,~ 2
2 baWxg ∈  де [ ]( ) 0,1,,~ ≥> mpbaW m

p  – простір 
неперервних функцій, заданих на [ ]ba, , які мають неперервні похідні 
до m-го порядку включно, інтегровані разом з їхніми р-ми степенями. 
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Поповнення просторів [ ]( )baW m
p ,~  називають просторами Соболєва й 

позначають через [ ]( )baW m
p , .  

Важливу властивість кубічних сплайн-функцій дає така теорема. 
 

Теорема 1. Мінімум функціонала ( ) ( )( ) dxxuuФ
b

a
∫ ′′= 2  на класі 

функцій ( )baWu ,2
2∈  і ( ) ( )nkfxu kk ,,1,0 …== , де kf  – задані, 

досягається лише на кусково-кубічній сплайн-функції ( )xg . 
 

Доведення. Розглянемо функціонал ( ) ( ) 02 ≥′′−′′=− ∫ dxguguФ
b

a
. 

Інтегруючи частинами, отримуємо 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =′′′′−′′−′′−′′=′′+′′′′−′′=− ∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫ dxggudxgdxudxgdxgudxuguФ
b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a
22 2222  

( ) ( ) ( ) =′′′′−′+−= ∫ dxggugФuФ
b

a
2  

( ) ( ) ( )∑ ∫
=

′′′′−′+−=
−

n

k

x

x
dxggugФuФ

k

k1 1

2 . 

Але на відрізку [ ]kk xx ,,1−  маємо .constcg k ==′′′  Тому 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )gФuФgucgФuФguФ
k

k

x

x

n

k
k −=−+−=−

−

∑
= 11

2 . 

Отже, 
( ) ( ) ( )gФuФguФ −=−      (2.14) 

i  
( ) ( ) ( ) ( )uФguФuФgФ ≤−−=  

 
для кожної ( )baWu ,2

2∈ , для якої ( ) ( )nkfxu kk ,,1,0 …== . Тобто на 
сплайн-функції ( )xg  досягається мінімум функціонала ( )uФ . 
Покажемо, що інших точок мінімуму функціонал не має.  

Припустимо від супротивного, що існує функція ( ) ( )baWxg ,~ 2
2∈ , 

де ( ) ( )xgxg ≠~ , на якій досягається мінімум функціонала, тобто 
( ) ( )gФgФ =~ , ( ) kk fxg =~ . Тоді з (2.14) одержуємо 

( ) ( ) ( ) 0~~ =−=− gФgФggФ , 
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тобто 0~ =′′−′′ gg . Остання рівність означає, що ( ) ( ) ( ),~ xpxgxg +=  де 
( ) baxxp +=  – довільний многочлен першого степеня. Але оскільки 
( ) ( ) ( )nkxgxg kk ,,2,1~ …== , маємо ( ) ( )nkxp k ,,2,10 …== . Звідси 
( ) 0≡xp , тобто ( ) ( )xgxg ≡~ , що суперечить припущенню. Теорему 

доведено. 
 

Зауваження. На основі доведеної теореми  можна дати інше 
еквівалентне означення кусково-кубічної сплайн-функції: це функція 
класу ( )baW ,2

2 , яка набуває у вузлах ( )nkxk ,,1,0 …=  заданих значень 
і мінімізує функціонал ( )uФ . 

 
Якщо в точках ( )nkxk ,,1,0 …=  задано не точні значення функції 

( )xf , а наближені, то немає сенсу наближати функцію ( )xf  
інтерполяційним сплайном. У цьому випадку природно будувати 
апроксимуючу функцію, що належить класові ( )baW ,2

2 , за умови, що 
вона мінімізує функціонал 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ,~
2

0

2
1 ∫ ∑

=
−+′′=

b

a

n

k
kkk fxupdxxuuФ  

де kp  – додатні числа, а kf
~  – наближені значення функції. Функцію 

( ) ( )baWxg ,~ 2
2∈ , яка мінімізує функціонал ( )uФ1 , називають 

згладжувальною сплайн-функцією. Можна показати, що 
згладжувальною сплайн-функцією є кубічний сплайн.  
 
 

Теорема 2. Нехай ( )xg~  – згладжувальний кубічний сплайн, а 
( )xg  – інтерполяційний сплайн, побудований за значеннями 

( ) ( )nkfxf kk ,,1,0 …== . 
Тоді рівномірно по х ( ) ( )xgxg =~lim  за умови ∞→kk

pmin . 

 
Можна  розглядати  сплайни, які  на окремих інтервалах є много-

членами не третього степеня, а степеня 12 −q . 
Виберемо на [ ]ba,  систему точок nxxx ,,, 21 … , де  

 
bxxxa n <<<<< …21 . 
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Означення. Простір дійсних функцій ( )xs , визначених на відріз-
ку [ ]ba, , що задовольняють умови: 

1) ( )xs  – многочлен степеня 12 −q  на кожному з проміжків 
( ) 1,,2,1,, 1 −=+ nixx ii … ; 

2) ( )xs  – многочлен степеня 1−q  на проміжках [ )1,xa  і ( ]bxn, ; 
3) ( ) [ ]baCxs q ,22 −∈ , де qn ≥ , 

називають простором сплайн-функцій порядку q відносно точок 
( )nixi ,,2,1 …=  і позначають через S. 

 
Означення. Нехай у точках ( )nixi ,,2,1 …=  відомо значення 

деякої функціі ( )xf . Сплайн-функція ( ) Sxs ∈  порядку q  називається 
інтерполяційною, якщо ( ) ( )ii xfxs = . 

 
Теорема 3. Для довільних чисел ( )nifi ,,2,1 …=  існує єдина 

функція ( )xs , така, що ( ) ( )nifxs ii ,,2,1 …== , тобто ( )xs  – 
інтерполяційна сплайн-функція. 

 

Між сплайн-функціями другого порядку  і кубічними сплайнами 
існує простий зв'язок. Розглянемо сплайн-функцію ( )xs  порядку 2 на 
відрізку[ ]nxx ,1 . Тоді  з означення сплайн-функції порядку 2 випливає, 
що на цьому відрізку маємо кубічний сплайн, причому ( ) ( ) 01 =′′=′′ nxsxs . 
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Розділ 3. ЧИСЛОВІ МЕТОДИ ОБЧИСЛЕННЯ ВИЗНАЧЕНИХ 
ІНТЕГРАЛІВ 

 
Розглянемо методи, для яких  

( ) ( ) ( ) )(
0

fRxfAdxxf n

n

k
k

n
k

b

a
+= ∑∫

=
,    (3.1) 

де ( ) ( )nkAbxxxa n
kn ,...,2,1,0,...10 =≤<<≤≤  – сталі.  

Наведена формула називається квадратурною формулою, 
точки ( )nkxk ,...,2,1,0=  – вузлами або абсцисами квадратурної 
формули, числа ( ) ( )nkA n

k ,...,2,1,0=  – коефіцієнтами квадратурної 

формули, а величина ( ) ( ) ( ) ( )∑∫
=

−=
n

k
k

n
k

b

a
n xfAdxxffR

0
 – її залишковим 

членом. 
 

3.1. Загальна квадратурна формула інтерполяційного типу 
 

Побудуємо квадратурну формулу, використовуючи інтерполяцій-
ний многочлен Лагранжа. 

Запишемо функцію ( )xf  у вигляді 
( ) ( ) ( )xRxLxf nn 1++= ,      (3.2) 

де ( )xLn  – інтерполяційний многочлен  Лангранжа,  побудований  для 
функції )(xf  за вузлами інтерполювання 0x , 1x , … , nx : 

( ) ( ) ( )
( ) ( )∑

= +

+
′−

=
n

k nk

n
kn

kxxx
xxfxL

0 1

1
ϖ

ϖ , 

а ( )xRn 1+  – його залишковий член. 
При цьому, якщо ( ) [ ]baCxf n ,1+∈ , то 

( ) ( )
( ) ( ) ( )bax
n

fxR n

n

n ,,
!1 1

)1(

1 ∈
+

= +

+

+ ξϖξ . 

Інтегруючи рівність (3.2) у межах від a  до b, одержуємо 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )fRdx
xxx

xxfdxxf n

n

k

b

a knk

n
k

b

a
+

′−
= ∑ ∫∫

= +

+

0 1

1
ϖ

ϖ ,  

де у випадку ( ) [ ]baCxf n ,1+∈  

( ) ( ) ( ) ( )∫ +
++

=
b

a

n
nn dxfx

n
fR ξϖ )1(

1!1
1 . 

Позначивши  
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( )
( ) nkdx
xx
x

kx
A

b

a k

n

n

n
k ,,1,0,1 1

1

)( …=
−′

= ∫ +

+

ϖ
ϖ

,  (3.3) 

отримаємо формулу (3.1). 
Отже, ми одержали квадратурну формулу, коефіцієнти якої )(n

kA  
визначають за формулою (3.3). Таку квадратурну формулу 
називають квадратурною формулою інтерполяційного типу. Якщо 
a  і b є вузлами інтерполювання, то квадратурна формула має 
закритий тип, в іншому випадку – відкритий. 

Слід зазначити, що коефіцієнти )(n
kA  при заданому розподілі 

вузлів інтерполювання не залежать від вибору функції )(xf . Крім 
того, якщо )(xf  є алгебраїчним многочленом степеня не вище n, то 
залишковий член квадратурної формули ( ) 0=fRn . Дійсно, у цьому 
випадку отримуємо, що многочлен ( ) ( )xfxLn −  степеня не вище n 
набуває в ( )1+n -й точці 0x , 1x , … , nx  проміжку [ ]ba,  нульового 
значення. А це можливо тільки тоді, коли ( ) ( ) 0≡− xfxLn , тобто 

( ) ( )xfxnL ≡ . 
Із того, що ( ) 0=fRn  при ( ) ( )nmxxf m ,,1,0 …== , для обчислен-

ня коефіцієнтів )(n
kA  одержуємо таку систему лінійних алгебраїчних 

рівнянь: 

( )nm
m

abdxxIxA
mmb

a

m
m

n

k

m
k

n
k ,,1,0

1

11

0

)( …=
+
−

===
++

=
∫∑ .  (3.4) 

Визначником системи (3.4) є визначник Вандермонда: 

( ) 0

111

10

22
1

2
0

10

≠−== ∏
> ji

ji

n
n

nn

n

n

xx

xxx

xxx
xxx

D

…
…………

…
…
…

. 

Оскільки 0≠D , то система (3.4) має єдиний розв’язок.  
Зазначимо, що при використанні цього підходу фактично немає 

потреби будувати інтерполяційний многочлен ( )xLn , проте треба роз-
в’язувати систему лінійних алгебраїчних рівнянь. 

 
3.2. Квадратурні формули Ньютона – Котеса 

 
Розглянемо квадратурні формули інтерполяційного типу у 

випадку, якщо підінтегральна функція замінюється інтерполяційним 
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многочленом Лагранжа, побудованим за рівновіддаленими вузлами 
інтерполювання. Такі формули називаються формулами Ньютона –
Котеса. 

 
3.2.1. Загальна квадратурна формула Ньютона – Котеса  

 
Нехай вузлами інтерполювання (абсцисами квадратурної фор-

мули) є точки 
( )niihxxi ,,1,00 …=+= , 

де ax =0 , 
n

abh −
= . Тоді для обчислення коефіцієнтів )(n

kA  квадра-

турної формули можна застосувати формулу 
( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )∫ −−−−−
−−−−−

=
+−

+−
b

a nkkkkkkk

nkkn
k dx

xxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxA

……
……

1110

1110)( .  

Зробимо в інтегралі ( )∫
b

a
dxxf  заміну ( )tabax −+= : 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫∫ −=−+−=
1

0

1

0
dttabdttabafabdxxf

b

a
ϕ , 

де ( ) ( )( )tabaft −+=ϕ . Якщо кожній точці kx  ( )nk ,,1,0 …=  відповіда-
тиме точка kt  за формулою ( ) kk tabax −+= , то послідовності точок 

0x , 1x , …, nx  відповідатиме послідовність точок 1,,2,1,0 …
nn

. При цьому 

( ) ( )kk xft =ϕ  ( )nk ,,1,0 …= . Для обчислення ( )∫
1

0
dttϕ  побудуємо квадра-

турну формулу 

( ) ( ) ( )∑∫
=

≈
n

k
kk tnCdtt

0

1

0
ϕϕ ,    (3.5) 

де 
n
ktk =  ( )nk ,,1,0 …= . 

Тоді коефіцієнти цієї квадратурної  формули  можна  обчислити 
за формулою 

( )
∫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
1

0

)(

11121

1121

dt

n
k

n
k

n
k

n
k

n
k

nn
k

nn
k

n
k

t
n

kt
n

t
n

tt
C n

k
……

……
.    (3.6) 

Отже, 
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( ) ( ) ( )∑∫
=

−≈
n

k
k

n
k xfCabdxxf

0

)(
1

0
. 

Квадратурна формула (3.5), коефіцієнти якої визначені за 
формулою (3.6), називається квадратурною формулою Ньютона –
Котеса. Оскільки коефіцієнти цієї квадратурної формули не 
залежать від функції ( )xf  і проміжку інтегрування, то їх можна 

обчислити заздалегідь для фіксованих n . Для коефіцієнтів )(n
kC  

існують таблиці для різних n . 

Можна показати, що ∞→∑
=

n

k

n
kC

0

)(  при ∞→n . 

Це означає, що якщо при обчисленні значень функції  ( )xf  у 
вузлах інтерполювання існує абсолютна похибка ε , то неусувна 

похибка обчислення квадратурної суми ( )∑
=

n

k

n
k kxfC

0

)(  може досягти 

значення ∑
=

n

k

n
kC

0

)(ε  і при ∞→n  прямує до нескінченності.  

Розглянемо докладніше окремі випадки формули Ньютона – 
Котеса при 3 2, 1, 0,=n . Ці формули відповідно мають назви: 
формула прямокутників, формула трапецій, формула Сімпсона 
(парабол), формула трьох восьмих. Зважаючи на їхню практичну 
важливість, одержимо ці формули незалежно від загальних 
міркувань. 
 

3.2.2. Формула прямокутників 
 

При 0=n  використовуємо лише один вузол інтерполювання –

20
bax +

= . Функцію ( )xf  на проміжку [ ]ba,  замінюємо 

інтерполяційним многочленом нульового степеня ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
20

bafxL , 

тому  

( ) ( ) ( )fRdxxLdxxf
b

a

b

a
00 += ∫∫ , 

або 

( ) ( ) ( )fRbafabdxxf
b

a
02

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−=∫ . 
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Одержана квадратурна формула називається малою 
квадратурною формулою прямокутників. 

Якщо ( ) [ ]baCxf ,2∈ , то для залишкового члена ( )fR0  можна 
отримати простий вираз. З формули Тейлора для ( )xf  в околі точки 

2
ba +  маємо 

( ) ( ) 2

2!2222
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
′′

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
baxfbaxbafbafxf ξ , 

де ( ) ( )bax ,∈= ξξ .  
Інтегруючи, дістанемо 

( ) ( ) ( )∫∫∫ ′′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−⎟
⎠
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⎜
⎝
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⎠
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⎜
⎝
⎛ +

−=
b

a

b

a

b

a
dxfbaxdxbaxbafbafabdxxf ξ

2

22
1

222
. 

Оскільки ,0
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−∫
b

a
dxbax  то 

,)(
22

1
2

)()(
2

∫∫ ′′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−=
b

a

b

a
dxfbaxbafabdxxf ξ  

тому 

∫ ′′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−=
b

a
dxfbaxfR )(

22
1)(

2

0 ξ . 

Оскільки )(xf ′′  – неперервна функція на [ ]ba, , а 
2

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
bax  не 

змінює знака на [ ]ba, , то на основі теореми про середнє значення 
визначеного інтеграла існує таке ( )ba,∈θ , що  

( ) )(
242

)(
2
1)(

32

0 θθ fabdxbaxffR
b

a
′′−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−′′= ∫ . 

Для підвищення точності обчислення визначеного інтеграла 

відрізок [ ]ba,  розбивають на n  рівних частин з довжиною 
n

abh −
=  і 

застосовують формулу прямокутників до кожної частини. Нехай 
проміжок [ ]ba,  розбивається на n  рівних відрізків точками 

( )axnkhkxxk ==+= 00 ,,,1,0 … , тоді 

( )∑∑∑ ∫∫
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=
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a
fxxxxfxxdxxfdxxf

k

k

θ ,

де  ( )1, +∈ kkk xxθ . 



 78

Оскільки )(xf ′′  неперервна на відрізку [ ]ba, , а середнє 
арифметичне її значень у будь-яких точках [ ]ba,  задовольняє умову 

)(max)(1)(min
],[

1

0],[
xff

n
xf

bax

n

k
kbax

′′≤′′≤′′
∈

−

=∈
∑ ξ , то за відомою теоремою про 

неперервні функції існує така точка [ ]ba,∈η , що ∑
−

=
′′=′′

1

0
)(1)(

n

k
kf

n
f ξη . 

Звідси  

( )baf
n
abhkaf

n
abdxxf

n
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b

a
,),(

24
)(
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12)( 2

31

0
∈′′−

+⎟
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⎞

⎜
⎝
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+
−

= ∑∫
−

=
ηη . (3.7) 

Формула (3.5) називається великою квадратурною формулою 
прямокутників. 

 
3.2.3. Формула трапецій 

 
При 1=n  функцію )(xf  замінимо інтерполяційним многочленом 

першого степеня )(1 xL , побудованим за значеннями функції )(xf  у 
точках ,, 10 bxax ==  тобто криву )(xfy =  замінимо відрізком, що 
з’єднує точки ))(,( afa  і ))(,( bfb , а площу криволінійної трапеції – 
площею звичайної трапеції, тобто 

),()()(1 bf
ab
axaf

ba
bxxL

−
−

+
−
−

=  ),()()( 11 fRdxxLdxxf
b

a

b

a
+= ∫∫  

звідки одержимо малу квадратурну формулу трапецій 

( ) ).()()(
2

)( 1 fRbfafabdxxf
b

a
++

−
=∫     (3.8) 

Знайдемо залишковий член )(1 fR  формули (3.8) для [ ]baCxf ,)( 2∈ . 
З формули 

),(),)((
!2
)()(2 babxaxfxR ∈−−

′′
= ξξ  

і теореми про середнє значення визначеного інтеграла маємо 

).,(,)(
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)())((
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)()()( 3
21 baabfdxbxaxfdxxRfR

b

a

b

a
∈−

′′
−=−−

′′
== ∫∫ ηηη  

Розіб’ємо проміжок [ ]ba,  на n  рівних частин точками ,0 ihxxi +=  

де ni ,,1,0 …= , ax =0 , 
n

abh −
= , і застосуємо формулу трапецій до 

кожного з отриманих проміжків [ ]1, +ii xx : 
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де  ( )1, +∈ kkk xxη . 
З урахуванням  
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Ця формула називається  великою  квадратурною  формулою 
трапецій. 
 

3.2.4 Формула Сімпсона (парабол) 
 

При 2=n  функцію )(xf замінимо інтерполяційним многочленом 
другого степеня )(2 xL , побудованим за значеннями функції )(xf  у 

точках bxbaxax =
+

== 210 ,
2

, , тобто криву )(xfy =  на проміжку ],[ ba  

замінимо параболою, проведеною через точки 
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)),(,( bfbbafbaafa ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ . 

Оскільки 

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−

−−
+

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
=

2
22

))(()(
)(

2

)(
2)(2

baf
babbaa

bxaxaf
babaa

bxbax
xL  

)(
)(

2

)(
2 bf

abbab

axbax

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
+ , 

то 

),()()( 22 xRdxxLdxxf
b

a

b

a
+= ∫∫  

або 
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+−−
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
−

= ∫∫∫
b

a

b

a

b

a
dxbxax

ab

baf
dxbxbax

ab
afdxxf ))((

)(
2

4
)(

2)(
)(2)(

22
 

)()(
2)(

)(2
22 fRdxaxbax

ab
bf b

a
+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
−

+ ∫ . 

Обчисливши інтеграли, дістанемо 

( ) ( ) ( ) ( )∫ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
−

=
b

a
fRbfbafafabdxxf 22

4
6

. 

Ця формула називається малою квадратурною формулою пара-
бол. 

Для відшукання залишкового члена ( )fR2  побудуємо 

інтерполяційний многочлен Ерміта, який у точках bbaa ,
2

, +  має 

однакові з ( )xf  значення, а в точці 
2

ba +  збігаються значення похідних 

від многочлена й функції ( )xf . Цей многочлен можна записати у 
вигляді  

( ) ( ) ( )bxbaxaxKLxH −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−−+=
223 , 

де K  – відповідна стала.  
Тоді  

( ) ( ) ( )xRxHxf 33 += , 
 де ( )xR4  – залишковий член формули Ерміта.  

Якщо ( ) [ ]baCxf ,4∈ , то 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xRbxbaxaxKxLxf 42 2
+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−−+= ,   (3.9) 

де ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )babxbaxaxfxR ,,

2!4

24

4 ∈−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−−= ξξ . 

Зінтегрувавши (3.9), отримаємо 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ +−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−−+=
b

a

b

a

b

a
dxbxbaxaxKdxxLdxxf

22  

( ) ( ) ( )( )dxfbxbaxax
b

a
ξ4

2

2!4
1
∫ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−−+ , 

звідки знаходимо  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) =−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−−+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−−= ∫ ∫
b

a

b

a
dxfbxbaxaxdxbxbaxaxKfR ξ4

2

2 2!4
1

2

( ) ( ) ( ) ( )dxfbxbaxax
b

a
ξ∫ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−−= 4
2

2!4
1 . 

Функція ( ) ( )bxbaxax −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−−
2

2
 на проміжку [ ]ba,  не змінює 

знака, а ( )( )xf 4  є неперервною функцією на [ ]ba, . Тому, 
використовуючи теорему про середнє значення, одержуємо 

( )
( )( ) ( ) ( )∫ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−−=
b

a
dxbxbaxaxffR

24

2 2!4
η , 

де ( )ba,∈η . Обчисливши інтеграл, остаточно маємо 

( ) ( ) ( )( )
902

4

5

5

2
ηfabfR ⋅

−
−= . 

Розіб’ємо тепер проміжок [ ]ba,  на m2  рівних частин  точками 

ihxxi += 0 , 
m

abh
2
−

= , axmi == 0,2,...,1,0  і застосуємо формулу 

парабол до кожного з проміжків [ ]222 , +ii xx : 

( ) ( )∫ ∑ ∫
= −

=
b

a

m

i

x

x

i

i

dxxfdxxf
1

2

12

( ) ( ) ( )( )−++
−

= ∑
=

−−
−

m

i
iii

ii xfxfxfxx
1

21222
122 4

6

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++

−
=⋅

−
− ∑∑∑

−

==
−

=

−
1

1
2

1
1220

1

4

5

5
222 24

6902

m

i
i

m

i
im

m

i

iii xfxfxfxf
m

abfxx η

( )( ) ( )( ) ( )( )( )mfffab
m

ηηη 4
2

4
1

4
5

5 ...
290

1
+++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

− , 

де ( )iii xx 222 ,−∈η .  
Оскільки  ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )ξηηη 44

2
4

1
4 ... mffff m =+++ ,  де  ( )ba,∈ξ ,  то 

остаточно маємо велику квадратурну формулу парабол 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

4

451

1
2

1
1220 902

24
6 m

fabxfxfxfxf
m
abdxxf

m

i
i

m

i
im

b

a

ξ
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++

−
= ∑∑∫

−

==
− . 

 
3.2.5. Формула трьох восьмих 

 
Якщо в формулі Ньютона – Котеса взяти 3=n , тобто функцію 

( )xf  замінити інтерполяційним многочленом третього степеня, 
побудованим за значенням функції ( )xf  у точках ,, 10 haxax +==  
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,22 hax += bx =3 , де 
3

abh −
= , то одержимо таку квадратурну 

формулу: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫ ++++++
−

=
b

a
fRbfhafhafafabdxxf 3233

8
,  

де ( )
( )( ) ( ).,,
803

3
45

3 bafabfR ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−= ξξ  

Ця квадратурна формула називається малою квадратурною 
формулою трьох восьмих. Використовуючи цю формулу, легко 
записати велику квадратурну формулу трьох восьмих. 

 
3.3. Алгебраїчна міра точності квадратурної формули 

 
Кажуть, що квадратурна формула 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∑
=

+=
b

a

n

k
nk

n
k fRxfAdxxf

0
    (3.10) 

має алгебраїчну міру точності m , якщо ( ) 0=fRn  на множині mH  усіх 
алгебраїчних многочленів степеня не вище m .  

Із означення випливає, що якщо квадратурна формула (3.10) має 
алгебраїчну міру точності m , то при ( ) ( )xPxf m= , де ( )xPm  – будь-який 
алгебраїчний многочлен степеня не вище m ,  

( ) ( ) ( )∫ ∑
=

=
b

a

n

k
km

n
km xPAdxxP

0
. 

У такому разі кажемо, що квадратурна формула є точною для 
всіх многочленів степеня до m  включно. 

Ми бачили, що у випадку квадратурної формули 
інтерполяційного типу ( ) 0=fRn , якщо ( ) ( )xPxf n= , де ( )xPn  – 
алгебраїчний многочлен степеня не вище n . Це означає, що 
квадратурна формула інтерполяційного типу має алгебраїчну міру 
точності, не нижчу за n . 

Можна показати, що у випадку, коли n  – парне число (тобто 
кількість вузлів є непарним числом), то квадратурна формула (3.10) є 
точною не лише для многочленів степеня n , а й для многочленів 
степеня 1+n . Виявляється, що можна за рахунок спеціального 
розміщення вузлів ще більше підвищити алгебраїчну міру точності 
квадратурної формули. Зазначимо, що алгебраїчна міра точності є 
умовною характеристикою точності, оскільки можна навести приклади 
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підінтегральних функцій, коли формула меншої алгебраїчної міри 
точності дає більш точне значення інтеграла. 

Надалі вважатимемо, що квадратурна формула (3.10) є 
формулою інтерполяційного типу. Легко переконатися, що найвища 
алгебраїчна міра точності квадратурної формули (3.10) не перевищує 

12 +n . Дійсно, нехай у (3.10) 

( ) ( )∏
=

−=
n

i
ixxxf

0

2  , 

де ⎣ ⎦baxi ,∈ , тоді 

( ) ( )∫∏
=

>−=
b

a

n

i
in dxxxfR

0

2 0 . 

Оскільки ( ) 22 +∈ nHxf , то ( )fRn  не може дорівнювати нулеві на 
множині всіх многочленів степеня 22 +n . Формулу вигляду (3.10), для 
якої ( ) 0=fRn  на множині 12 −nH  алгебраїчних многочленів степеня не 
вище 12 +n , називатимемо квадратурною формулою найвищої 
алгебраїчної міри точності.  

 
3.4. Квадратурні формули найвищої алгебраїчної міри точності 

(формули Гаусса) 
 

Розглянемо задачу обчислення інтеграла 

( ) ( )∫
b

a
dxxfxp ,     (3.11) 

де ( )xp  – певна фіксована функція, причому ( ) 0>xp  для [ ]bax ,∈ . 
Функція ( )xp  називається ваговою функцією.  

Задачі обчислення такого типу інтеграла виникають при 
обчисленні інтегралів від негладких функцій, невласних інтегралів 
тощо. Для обчислення інтеграла (3.11) використовуватимемо 
квадратурну формулу інтерполяційного типу. Замінимо функцію ( )xf  
інтерполяційним многочленом Лагранжа ( )xLn 1− , побудованим за 
вузлами інтерполювання nxxx ,...,, 21 . Одержимо 

( ) ( ) ( ) ( )fRxfCdxxfxp
n

k
kk

b

a
+= ∑∫

=1
,   (3.12) 

де nCCC ,...,, 21  – коефіцієнти квадратурної формули. 
Якщо залишковий член )(fR  квадратурної формули (3.12) 

дорівнює нулеві на множині mH  усіх алгебраїчних многочленів 
степеня не вище m , казатимемо, що квадратурна формула (3.12) має 
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алгебраїчну міру точності m . Очевидно, що алгебраїчна міра 
точності квадратурної формули (3.12) є не меншою за 1−n . Неважко 
переконатися, що найвища алгебраїчна міра точності цієї 
квадратурної формули не перевищує  12 −n . Дійсно, прийнявши в 
(3.12)  

( ) ( )∏
=

−=
n

k
kxxxf

1

2 , 

де  [ ]baxk ,∈ , маємо  

( ) ( ) ( )∏∫
=

>−=
n

k
k

b

a
dxxxxpfR

1

2 0 . 

Оскільки ( ) nHxf 2∈ , то з останньої нерівності випливає, що ( )fR  
не може дорівнювати нулеві на множині всіх многочленів степеня n2 . 
Формулу вигляду (3.12), для якої ( ) 0=fR  на множині 12 −nH  усіх 
алгебраїчних многочленів степеня не вище 12 −n , називають 
квадратурною формулою найвищої алгебраїчної міри точності з 
ваговою функцією, або формулою Гаусса. 

Покажемо, що абсциси квадратурної формули можна підібрати 
так, що вона буде точною для будь-якого многочлена ( )xP n 12 −  степеня 

12 −n , тобто 

( ) ( )∫ ∑
=

−− =
b

a

n

k
knkn xPCdxxpxP

1
1212 )( . 

Теорема. Для того, щоб алгебраїчна міра точності квадратурної 
формули (3.12) інтерполяційного типу становила 12 −n , необхідно й 
достатньо, щоб її абсциси nxxx ,...,, 21  були коренями многочлена 

( ) ( )( ) ( )nn xxxxxxx −−−= ...21ω , ортогонального на [ ]ba,  з вагою )(xp до 
будь-якого многочлена ( )xqn 1−  степеня не вище 1−n , тобто 

( ) ( )∫ =−

b

a
nn dxxpxqx 0)(1ω .    (3.13) 

Доведення. Необхідність. Нехай квадратурна формула (3.12) 
має алгебраїчну міру точності 12 −n  і ( )xnω  – многочлен, коренями 
якого є абсциси nxx ,...,1  цієї квадратурної формули. Покажемо, що 
для кожного многочлена ( )xqn 1−  степеня не вище 1−n  виконується 
умова (3.13). 

Оскільки квадратурна формула (3.12) має алгебраїчну міру 
точності 12 −n , то ( ) 0=fR  для будь-якого многочлена степеня не 
вище 12 −n . 
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Многочлен ( ) ( )xqx nn 1−ω  є многочленом степеня не вище 12 −n , 
тому 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∑ ==
=

−−

b

a

n

k
knknknn xqxCdxxpxqx 0)(

1
11 ωω , 

тобто виконується умова (3.13). 
Достатність. Нехай існує многочлен ( )xnω  степеня n , який на 

[ ]ba,  має n  різних дійсних коренів і для якого виконується умова 
(3.13), де ( )xqn 1−  – будь-який многочлен степеня не вище 1−n . 
Переконаємося, що квадратурна формула (3.12) інтерполяційного 
типу, у якій абсцисами є корені многочлена ( )xnω , має алгебраїчну 
міру точності 12 −n . 

Дійсно, якщо ( )xf  – алгебраїчний многочлен степеня не вище 
12 −n , то ( )xf  можна записати у такому вигляді: 

( ) ( ) ( ) ( )xrxqxxf nnn 11 −− += ω , 
де ( )xqn 1−  і ( )xrn 1−  – многочлени  степеня не вище 1−n . Тоді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫ −−− =+=
b

a
n

b

a
n

b

a
nn

b

a
dxxpxrdxxpxrdxxpxqxdxxpxf )()()()( 111ω . 

Оскільки ( )xrn 1−  є многочленом степеня не вище 1−n , то 
квадратурна формула (3.12) для нього є точною при будь-якому 
наборі вузлів nxxx ,...,, 21 . 

Якщо вибрати за вузли інтерполювання корені многочлена 
( )xnω , то ( ) ( ) ( ) ( ) ( )inininini xrxrxqxxf 111 −−− =+= ω  і  

( ) ( ) ( ) ( )∑∑∫∫
==

−− ===
n

k
kkk

n

k
nk

b

a
n

b

a
xfCxrCdxxpxrdxxpxf

11
11 )()( . 

Таким чином, квадратурна формула (3.12) має алгебраїчну міру 
точності 12 −n . Теорему доведено. 

Формулу Гаусса для 1,1,1)( =−=≡ baxp  називають формулою 
Гаусса – Лежандра; для 1,1,)1()( 212 =−=−= − baxxp  – формулою 
Гаусса – Чебишева; для 1,1),1,()1()1()( =−=−>+−= baxxxp βαβα  – 
формулою Гаусса – Якобі. У випадку інших значень ba,  інтеграл 

( )∫
b

a
dxxpxf )(  слід звести до ( ) dttpt∫

−

1

1
)(~ϕ  заміною ( ) ( )( )abtabx ++−=

2
1 . 

Формулу Гаусса для ∞==−>
+Γ

=
−

baexxp
x

,0,1,
)1(

)( α
α

α
 називають 
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формулою Гаусса – Лаггера. Для цих формул складено таблиці 
коренів рівняння ( ) 0=xωn (вузлів) і коефіцієнтів kC  для різних n. 

 
3.5. Квадратурні формули Чебишева 

 
Розглянемо побудову квадратурних формул вигляду 

( ) ( ) ( ) ( )fRxfCdxxfxp
n

k
k += ∑∫

=− 1

1

1
,     (3.14) 

де С – певна стала, ( )xp  – вагова функція ( ) [ ]( )1,1,0 −∈> xxp , 
{ } ]1;1[...,,, 21 −⊂nxxx . Такі формули найдоцільніше використовувати 
тоді, коли значення ( )kxf  шукають, наприклад, шляхом експерименту 
з випадковими похибками. У цьому випадку при фіксованій сумі 

nCCC +++ ...21  вираз 
)(...)()( 2211 nn xfCxfCxfC +++  

матиме найменшу випадкову похибку, якщо nCCC === ...21 . 
П. Л. Чебишев запропонував вибрати абсциси nxx ...,,1  

квадратурної формули (3.14) так, щоб квадратурна формула була 
точною для всіх алгебраїчних многочленів степеня до n включно.  

Нехай у (3.14) ( ) 1≡xf . Тоді ,0

n
C

μ
=  де ( )∫

−

=
1

1
0 dxxpμ . Тому 

квадратурна формула (3.14) набуде такого вигляду: 

( ) ( ) ( ) .)(
1

0
1

1
fRxf

n
dxxpxf

n

k
k += ∑∫

=−

μ     (3.15) 

Якщо тепер у (3.15) замість ( )xf  узяти ),,2,1( nsxs …= , то для 
відшукання абсцис nxxx ...,,, 21  одержимо таку систему нелінійних 
рівнянь: 

),,1()(,
1

100
nidxxpxnx s

i
i

n

j

i
j …=== ∫∑

−=
μ

μ
μ . 

П. Л. Чебишев показав, що розв’язання системи зводиться до 
відшукання коренів деякого алгебраїчного рівняння степеня n. Однак 
С. Н. Бернштейн довів, що при 8=n  і 10≥n  система рівнянь не має 
дійсних розв’язків. 
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