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УДК 536.21            С.С. Куреннов, канд. техн. наук 
 

ОСРЕДНЕНИЕ ТЕМПЕРАТУР СЛОЕВ В ДВУХСЛОЙНОЙ ПЛАСТИНЕ 
 

Проектировочный расчет клеевых соединений или многослойных 
панелей зачастую требует учета температурных напряжений. Темпера-
турные воздействия могут быть обусловлены условиями эксплуатации 
изделия, технологией изготовления, ремонта и т.д. В большинстве работ 
в формулы расчета напряженного состояния входят отклонения темпе-
ратур соединяемых слоев от температуры равновесного состояния. При 
этом температура слоя считается постоянной по толщине и ее измене-
ние в течение времени подробно не изучается. Однако при больших 
скоростях нагрева и высокой теплопроводности первого слоя разность 
деформаций слоев достигает своего максимального значения не в ста-
ционарном состоянии, а в некоторый момент времени, когда внешний 
слой уже нагрелся, а внутренний еще остается не нагретым. 

Чтобы более подробно изучить этот вопрос, решим задачу тепло-
проводности в составном стержне, состоящем из двух разнородных ма-
териалов. Влиянием клеевой прослойки на распространение температу-
ры пренебрегаем ввиду ее малой толщины. Уравнение теплопроводно-
сти имеет вид 
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где ( )xc  – удельная теплоемкость; ( )xρ  – плотность; ( )xλ  – коэффици-
ент теплопроводности; ( )t,xu  – температура. 

Толщина первого слоя 1δ , общая толщина двухслойной пластины 
равна l . Следовательно, коэффициенты уравнения (1) описываются 
формулами 
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Краевые условия примем следующими: 
( ) 10 Tt,u = ,    ( ) 0=t,lu ,    ( ∞<< t0 ). 

Начальные условия ( ) ( )x,xu ϕ=0 , ( lx <<0 ). 
Поскольку краевые условия не являются однородными, решение 

уравнения (1) будем искать в виде  
 ( ) ( ) ( )xwt,xvt,xu += , (2) 
где функция ( )xw  удовлетворяет краевым условиям исходной задачи, а 
на функцию ( )t,xv  накладываются однородные краевые условия 
( ) 00 =t,v , ( ) 0=t,lv . Поскольку вид функции ( )xw  произволен, удоб-
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нее ее представить в виде стационарного решения уравнения (1), т.е. в 
виде двух отрезков прямых: 
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При этом краевые условия выполняются автоматически, а неиз-
вестные константы 1k  и 2k  найдем из условий сопряжения температур и 
тепловых потоков в точке 1δ=x : 
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Это приводит к системе уравнений 
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Подставляя (2) в (1) и проведя очевидные преобразования, полу-
чаем 
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Согласно методу разделения переменных решение уравнения (3) 
ищем в виде 
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В свою очередь 
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Равенство температур в точке 1δ  с обеих сторон выполняется ав-
томатически. Условие равенства тепловых потоков в точке 1δ  имеет вид 
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Это приводит к трансцендентному уравнению относительно соб-
ственных чисел ω  
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Уравнение (4) имеет бесконечное число корней, которые локали-
зованы между точками разрыва функций. Это обстоятельство позволяет 
построить простой алгоритм поиска решений уравнения (4). 

Константы nC  находим по формулам 
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Отметим, что данные интегралы без труда вычисляются аналити-
чески. Средняя температура слоев такая: 
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Подставляя полученные ранее формулы, получаем: 
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Зная средние температуры слоев, не составляет труда вычислить 
соответствующие температурные деформации и напряжения в состав-
ной пластине. При этом предполагается, что изгиб и межслойный сдвиг 
отсутствуют. Эти гипотезы существенно упрощают модель и позволяют 
применять простые аналитические или численно-аналитические методи-
ки определения напряженного состояния соединения [3, 4]. 

Максимальная разница в средних деформациях слоев будет при 

условии ( ) 02211 =α−α
∂
∂ uut , где iα  - коэффициенты температурного 

линейного расширения i -го слоя. 
Отсюда получаем уравнение 
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которое без труда решается, например, с помощью метода Ньютона. 
Численные результаты. Рассмотрим соединение деталей из 

алюминия и стеклопластика. Толщина слоев 5 мм, ( ) 0=ϕ x . Параметры 
материалов [2]: 8801 =c  Дж/(м·градС), 1501 =λ  Вт/(м·0С), 

28001 =ρ  кг/м3, 
5

1 1032 −⋅=α ,  1/0С, 14002 =c  Дж/(м·0С), 401 ,=λ  

Вт/(м·0С), 15001 =ρ  кг/м3, 
5

2 1021 −⋅=α ,  1/0С. На рисунке 1 показаны 
график функции ( ) ( )tutuT 2211 α−α=εΔ  и горизонтальная асимптота, 
которая соответствует стационарному состоянию. 

 
Рисунок 1 – Удельная разность средних деформаций 

 

В момент времени 
*t  разность средних деформаций достигает 

наибольшего значения. Графики распределения температуры по толщи-
не пластины в разные моменты времени показаны на рис. 2. 

 
Рисунок 2 – Распределение температуры по толщине 
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Выводы. Из графика на рисунке 1 видно, что максимальные тем-
пературные напряжения, вычисленные по предложенной модели, пре-
вышают более чем на 25% напряжения в стационарном состоянии. При 
этом эффект, вызванный неравномерным нагревом, усиливается, если 
коэффициент температурного расширения второго слоя близок к анало-
гичному коэффициенту первого слоя или превышает его. Однако если 
нагрев происходит со стороны материала с меньшей теплопроводно-
стью, то показанный эффект отсутствует, и функция разности средних 
температурных деформаций TεΔ  экстремума не имеет и стремится к 
асимптоте снизу, т.е. наибольшие напряжения в этом случае возникают 
при стационарном распределении температуры. 

Результаты модельной задачи иллюстрируют важность исследо-
вания влияния скорости и направления нагрева на температурные на-
пряжения в многослойных пластинах. Дальнейшие исследования могут 
проводиться в таких направлениях: 

- обобщение на большее число слоев; 
- решение задач для других типов краевых условий, таких, как лу-

чистый и конвективный теплообмен; 
- решение задач для многослойных цилиндров и других криволи-

нейных объектов; 
- оптимальное управление нагревом; 
- включение в модель изгиба. 
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