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ВСТУП 
 

 

 

Цей посібник є другою частиною практикуму з будівельної механі-
ки для студентів Національного аерокосмічного університету  
ім. М. Є. Жуковського «ХАІ». Коло розглянутих завдань обмежене дію-
чими навчальними програмами. На відміну від першої частини, присвя-
ченої в основному стрижневим системам, друга частина орієнтована на 
розгляд тонкостінних несучих конструкцій літальних апаратів. Зміст за-
вдань відповідає навчальним програмам авіаційних спеціальностей. 

Наведені методи розрахунків базуються на балковій теорії тонкостін-
ного стрижня, що містить гіпотезу про плоский (безмоментний) напружений 
стан стінок (кручення відкритих профілів не розглядається). Необхідною 
умовою безмоментного стану стінок і поздовжніх елементів тонкостінного 
стрижня є безперервне розподілення жорстких діафрагм. Наявність таких 
діафрагм є однією з гіпотез розглядуваної розрахункової схеми. Слід па-
м'ятати, що в реальних тонкостінних конструкціях діафрагми (нервюри, 
шпангоути) розподілено дискретно, що призводить до появи додаткових 
напружень згинання в обшивці і стрингерах. В посібнику ці додаткові на-
пруження не розглядаються. 

Як відомо, в таких розрахунках геометричні характеристики перерізів 
визначають як криволінійні інтеграли, в яких декартові координати точок 
задають в параметричній формі, причому параметром є криволінійна ко-
ордината поточної точки на контурній лінії профілю. Наведено приклад об-
числень геометричних характеристик тонкостінного перерізу і побудови 
епюри поточних статичних моментів уздовж контурної лінії профілю. 

Для профілів складної форми рекомендується використовувати при-
йом дискретизації стінок. Для розв’язання  задачі пошуку нормальних на-
пружень застосовується метод редукційних коефіцієнтів для обліку неод-
норідності перерізу при лінійному деформуванні. 

Для визначення положення центра згинання відкритого профілю за-
пропоновано використовувати метод фіктивної сили, а для знаходження 
положення центра жорсткості замкнутого профілю  як метод фіктивної 
сили, так і метод фіктивного моменту. 

Розрахунок двозамкнутого профілю проводять модифікованим мето-
дом сил. 

У додатках подано приклади розв’язання задач з визначення дотич-
них напружень, центрів згинання і жорсткості. 

У тексті наведено допоміжний довідковий матеріал, а в додатках  ін-
дивідуальні завдання для самостійної роботи студентів. 
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1. НОРМАЛЬНІ НАПРУЖЕННЯ В ПЕРЕРІЗІ КРИЛА 
 

Мета дослідження  ознайомитися з методикою урахування неод-
норідності механічних характеристик матеріалів при розрахунку дискретної 
моделі перерізу крила. 
 

x

y

1
2 3

45
6

 
Рис. 1.1. Схема перерізу крила 

 
Розглядаємо спрощену модель перерізу крила (рис. 1.1): зосередже-

ні елементи 1, 3, 4, 6 імітують пояси лонжеронів з приєднаними площами 
обшивки і стінок; зосереджені елементи 2 і 5 імітують сукупність стрингерів 
з приєднаною до них обшивкою на верхній і нижній панелях крила. Коор-
динати елементів наведені в системі координат, пов'язаній з геометрич-
ною (будівельною) хордою аеродинамічного профілю перерізу. Згинальний 
момент віднесено до горизонтальної осі цієї системи. Розрахунок прово-
димо методом редукційних коефіцієнтів. 
 

Дослідженню підлягають такі положення: 
 

1) положення центра ваги редукованого перерізу не залежить від ве-
личини фіктивного модуля; 

2) кут, на який слід повернути центральні осі до положення головних, 
не залежить від величини фіктивного модуля; 

3) нормальні напруження в зосереджених елементах розтину не за-
лежать від величини фіктивного модуля; 

4) знайдена система нормальних напружень статично еквівалентна 
згинальному моменту у вихідній системі координат. 
 

Розрахункова процедура записана далі у вигляді робочої таблиці 
(табл. 1.1). У стовпці 3 цієї таблиці вказано, в яких рядках розташовані чи-
слові значення операндів для обчислення величини, зазначеної  
в стовпці 2. Останній стовпець табл. 1.1 призначено для запису значень 
геометричних параметрів редукованого перерізу в цілому, наприклад, 
площа перерізу дорівнює сумі площ елементів та ін. 
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Вихідні дані для розрахунку містяться в табл. Д.1.1  Д.1.13. 
 
 
 
 

Зауваження. При використанні відомостей з табл. Д.1.13 слід вра-
хувати, що схема перерізу крила, показана на рис. Д.1.1, і табл. 1.1 ма-
ють бути змінені. До робочої таблиці необхідно додати два стовпці для 
описання зосереджених елементів № 7 і 8. 
 
 
 
 

Процедура розрахунку складається з таких етапів (див. табл. 1.1): 
 

1. Запис вихідних даних (рядки 1 – 6).  

2. Перехід за допомогою коефіцієнтів редукції i  від зосереджених 

площ реального неоднорідного перерізу if  до зосереджених площ pif  

фіктивного однорідного перерізу (рядки 7 – 9). 

3. Перехід від початкових осей до головних осей перерізу: 

    а) визначення положень центра ваги перерізу cx , cy  у вихідній 

системі координат (рядки 10 – 12); 

    б) перенесення осей в центр ваги перерізу і отримання «централь-

них» координат зосереджених елементів cix , ciy  (рядки 13 – 14); 

    в) поворот центральних осей до збігу з головними і отримання ко-

ординат ix , iy  в головних осях інерції (рядки 15–21); 

    г) перевірка обчислень: в рядках 22 – 23 розраховують статичні 

моменти перерізу в головних осях yS , xS  (суми записують в останній 

стовпець 10); якщо обчислення правильні, то ці суми мають дорівнювати 
нулю; похибки не мають перевищувати 3 % від величин, одержанних в ря-
дках 10 і 11; 

    д) моменти інерції фіктивного перерізу в головних осях xyJ , yJ , 

xJ  (суми величин у рядках 24 – 26; при цьому слід очікувати, що відцент-

ровий момент інерції дорівнює нулю); 



 

9 

    е) перевірка обчислень: в рядку 27 ті ж моменти інерції xJ , 

yJ  розраховують за формулами повороту осей; різниця не має переви-

щувати 3 % напівсуми двох значень кожного з моментів інерції. 

4. Обчислення фіктивних нормальних напружень фi  , фi  , фi  

(рядки 28 – 30). 

 

 

Зауваження щодо розмірності. Якщо не вводити децималь-
них множників, що погоджують розмірності операндів у формулах 
рядків 28 – 31, то в результаті обчислень отримаємо напружен-
ня в мегапаскалях. Однак далі в рядок 32 необхідно ввести узго-
джувальний множник 100, щоб отримати силу в ньютонах.  

 

 

5. Зворотний перехід від фіктивного перерізу до реального: визна-

чення дійсних напружень в дійсних зосереджених елементах i   

(рядок 31). 

6. Перевірка результатів: обчислення внутрішніх силових факторів 
(ВСФ) в дійсному перерізі за вихідними (не головними і не редукованими) 

геометричними характеристиками (суми величин у рядках 32  34 слід по-

рівняти із заданими в рядку 1 значеннями 
000
zyx N,M,M ). Якщо розбіж-

ності значень ВСФ перевищують похибки заокруглень, це свідчить про на-
явність помилок в обчисленнях. 

7. Висновок про міцність перерізу. В рядку 35 знайти елемент, коефі-

цієнт   якого має найменше значення (за модулем); ця величина є коефі-

цієнтом надлишку міцності всього перерізу: imin пер . 

Висновок про міцність може бути сформульовано так:  

при 1пер  – переріз неміцний, коефіцієнт ...пер ;  

при 1пер 
 
– переріз міцний, коефіцієнт ...пер . 
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2. ДОТИЧНІ НАПРУЖЕННЯ ЗСУВУ У ВІДКРИТОМУ ПРОФІЛІ 
 

Для заданих параметрів перерізу тонкостінного стрижня відкритого 
профілю побудувати епюру дотичних напружень, спричинених дією зада-
ної перерізуючої сили. Передбачено, що лінія дії цієї сили проходить через 
центр згинання. Індивідуальні завдання розміщено в дод. 2. Приклади роз-
в'язання задач такого типу наведено в дод. 3. 
 
 

2.1. Балочна теорія зсуву відкритого профілю 
 

Дотичні напруження в тонкостінному стрижні постійні за товщиною 
стінок, і в кожній точці контуру їх визначають за формулою 
 

 
 
 t
tq

t


  ,                                              (2.1) 

 

де t   координата точки на контурній лінії профілю,  tq  – потік дотичних на-

пружень у даній точці,  t   товщина стінки.  
Згідно з балковою теорією тонкостінного стрижня потік дотичних напру-

жень  
 

   tqqtq P 0 ,                                                (2.2) 
 
де 0q   потік в початковій точці (при 0t ). У разі відкритого профілю початко-
ву точку слід вибирати на одному з вільних кінців контурної лінії. При цьому 

00 q , а другий доданок формули (2.2) 
 

     tS
J

Q
tS

J

Q
tq y

y

x
x

x

y
P  .                           (2.3) 

 
Тут xQ , yQ   проекції перерізуючої сили на головні осі перерізу; xJ  , yJ  

 головні моменти інерції перерізу;  tSx ,  tS y   значення поточних статич-
них моментів відносно головних осей x , y  відповідно (в точці t  на контурі про-
філю). 

Із цих теоретичних міркувань виходить, що перед використанням  
формул (2.1)  (2.3) необхідно визначити положення головних осей роз-
глянутого перерізу. 
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2.2. Головні осі перерізу 

 
2.2.1. Класифікація перерізів 

 
Для класифікації перерізів використовують відомі загальні принципи і 

алгоритми знаходження головних осей перерізу. Однак конкретний зміст і 
трудомісткість відповідних процедур істотно залежать від особливостей 
заданого перерізу і навантаження. Слід, наприклад, враховувати, що у всіх 
варіантах завдань (див. дод. № 2) перерізуюча сила спрямована вертика-
льно вверх. При цьому можлива така класифікація: 

1. Переріз з горизонтальною симетрією (рис. Д.2.2, Д.2.3, Д.2.4, 
Д.2.10). Наявність або відсутність вертикальної симетрії є несуттєвою. Го-
ризонтальну вісь симетрії перерізу слід вважати віссю Ox  і спрямувати 
горизонтально вправо, а відповідну вісь Oy   вертикально вверх. Оскіль-

ки сила Q  вертикальна, то QQy   , 0xQ  і другий доданок у формулі 

(2.3) зникає, також зникає необхідність обчислювати yJ  і  tSy . Необхід-

но знайти координати iy  у характерних точках контурної лінії перерізу і 

головний момент xJ . При цьому фактичне положення центра ваги на осі є 
несуттєвим. 

2. Переріз з вертикальною симетрією (рис. Д.2.1 або Д.2.15). Гори-
зонтальна симетрія відсутня. У цьому випадку також 0xQ  і для розра-

хунку необхідні лише xJ  і  tSx . Але на відміну від попереднього випадку 
необхідно спочатку знайти точне положення центра ваги на осі Oy . Тільки 

після цього можна знайти координати iy  в характерних точках перерізу і 

головний момент xJ . 
3. Несиметричний переріз (рис. Д.2.9 або Д.2.21). У цьому випадку 

обидві проекції перерізуючої сили на головні осі можуть не дорівнювати нулю. 
Необхідно не тільки знайти точне положення центра ваги, але й потім поверну-
ти центральні осі на кут   до збігу з головними. Після цього слід визначити го-

ловні координати ix  і iy  у всіх характерних точках перерізу, а потім обчислити 

головні моменти інерції xJ , yJ  і побудувати епюри поточних статичних момен-

тів  tSx ,  tS y . У формулі (2.3) слід враховувати обидва доданки.  

При цьому в процесі побудови обох епюр   tSx  і  tS y   необхідно викори-

стовувати одну і ту ж початкову точку дугової координати ( 0t ). 
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2.2.2. Стандартні елементи тонкостінних перерізів 

 
Перерізи суцільних балок, що розглядаються при вивченні дисциплі-

ни «Опір матеріалів», у більшості випадків є найпростішими фігурами 
(прямокутником, колом, кільцем і т.п.) або профілями сортаменту, геомет-
ричні характеристики яких є відомими. 

Перерізи тонкостінних стрижнів у більшості випадків є комбінацією 
найпростіших фігур. Основні геометричні характеристики таких складених 
перерізів визначають підсумовуванням внесків кожної з найпростіших фі-
гур за формулами (номер елемента позначаємо буквою i ): 
 





n

i
iFF

1

 ;     



n

i
xix SS

1

 ;     



n

i
yiy SS

1

 ;              (2.4) 

 





n

i
xix JJ

1

 ;     



n

i
yiy JJ

1

 ;     



n

i
xyixy JJ

1

 ,            (2.5) 

 

де n
 
 кількість елементів у перерізі. 
Усі перерізи, наведені в дод. 2, є комбінаціями найпростіших елемен-

тів трьох типів: зосередженого елемента, витягнутого прямокутника (тонкої 
смужки), сектора тонкого кільця. 

На відміну від суцільних перерізів у тонкостінних перерізах не врахо-
вують моменти інерції щодо контурної лінії профілю і всі розміри віднесені 
до контурної лінії. 

Для того, щоб скористатися довідковими матеріалами, слід знайти і 
пронумерувати всі елементи, що утворюють заданий переріз. 

У процесі переходу до визначення головних осей перерізу викорис-
товують додаткові системи координат: початкову і центральну. Іноді для 
спрощення обчислень моменту інерції застосовують допоміжну систему 
координат. Наведені далі довідкові формули справедливі в будь-якій з цих 
систем координат. Ту систему координат, яку будуть використовувати на 
даному етапі розрахунку, називатимемо робочою. 

Зосереджена площа поперечного перерізу поздовжнього елемента 
має площу if  і координати ix  і iy  в робочій системі координат. Її внесок у 
геометричні характеристики перерізу описується формулами: 
 

ii fF  ;     iixi fyS  ;     iiyi fxS  ;                   (2.6) 
 

iixi fyJ  2 ;     iiyi fxJ  2 ;     iiixyi fyxJ  .         (2.7) 
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Витягнутий прямокутник розміром b , центр ваги якого має ко-
ординати ix  і iy   в робочій системі координат, а середня лінія нахилена 

до осі Ox  під кутом i , має площу   bFi ; статичні моменти щодо 

осей Ox  і Oy  становлять відповідно: iixi FyS    і iiyi FxS   . 
Згідно з гіпотезою про безмоментний стан стінок тонкостінного стрижня 
власний момент інерції витягнутого прямокутника щодо поздовжньої осі 
симетрії не враховують (вважають, що він дорівнює нулю). Тому осьовий 
момент інерції щодо осі Ox  
 




 


 bysin
b

J iixi
22

3

12
;                           (2.8) 

 

осьовий момент інерції щодо осі Oy  
 




 


 bxcos
b

J iiyi
22

3

12
;                           (2.9) 

 

відцентровий момент інерції 
 




 


 byxcossin
b

J iiiixyi
12

3

.            (2.10) 
 

Кільцевий сектор товщиною   будують на дузі окружності радіусом 
R  з центральним кутом 2  (тобто    половина центрального кута дуги). 
Площа сектора   RFi 2 . 

Будь-яка дуга окружності є симетричною фігурою. Вісь симетрії дуги 
проходить через центр базової окружності і середину хорди розглянутої 
дуги. Центр ваги сектора лежить на осі симетрії. Відстань уздовж осі симе-
трії від центра окружності до центра ваги сектора 
 



sin
Rc  ;                                         (2.11) 

 

відстань уздовж осі симетрії від стягуючої хорди до центра ваги сектора 
 









 




cos

sin
Rd .                               (2.12) 

 

Момент інерції сектора щодо осі симетрії 
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  cossinRJmax  3 ,                         (2.13) 
 

момент інерції відносно центральної осі сектора, яка є перпендикулярною 
до осі симетрії: 
 

















 




 cossin

sin
RJmin

22
3 2

.              (2.14) 

 
 

Якщо центр ваги сектора з вертикальною віссю симетрії має коорди-
нату iy , то момент інерції щодо осі Ox  
 

iiminxi FyJJ   2 .                                (2.15) 
 
 

При використанні формул (2.11)  (2.15) слід враховувати фактичну 
орієнтацію осі симетрії сектора щодо розглядуваних на даному етапі осей 
координат перерізу; зазвичай вісь симетрії сектора паралельна або перпен-
дикулярна таким осям, при цьому 0xyiJ . 
 
 

 
2.2.3. Центр ваги перерізу 

 
Розрахунок центра ваги перерізу є необхідним тільки для тих варіан-

тів, в яких перерізи не мають горизонтальної осі симетрії. 
Перш за все слід вибрати початкову систему координат. Для перері-

зів з вертикальною симетрією початкову горизонтальну вісь рекомендуєть-
ся вибирати так, щоб вона проходила або через центр кільцевого сектора, 
або через центр горизонтального прямокутного елемента. Для несиметри-
чних перерізів (наприклад, нерівнобічного кутника) початкові осі слід про-
водити через центри ваги елементів уздовж їх поздовжніх осей. 

У вибраній початковій системі координат потрібно визначити коорди-

нати центрів ваги 0
ix  і 0

iy кожного з елементів перерізу і обчислити площу 
і статичні моменти перерізу в цілому: 
 





n

i
iFF

1

 ,     
0

1

0
i

n

i
ix yFS 



 ,     
0

1

0
i

n

i
iy xFS 



 .       (2.16) 

 
 

Центр ваги перерізу визначається як точка, координати якої в почат-
ковій системі координат мають такі значення: 
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F

S
x

y
с

0

 ,     
F

S
y x
с

0

 .                                 (2.17) 
 

Координатні осі x  і y , що проходять через центр ваги перерізу па-
ралельно початковим осям, називаються центральними осями. Координа-
ти центрів ваги елементів (та інших точок) в центральних осях визначають 
за формулами 
 

сii xxx  0 ;     сii yyy  0 .                            (2.18) 
 

 
2.2.4. Поворот центральних осей 

 
Для перерізів, що мають горизонтальну або вертикальну симетрію, 

знайдені центральні осі є головними. Визначивши за формулами (2.18) ко-
ординати центрів ваги кожного з елементів, слід обчислити за виразами 
(2.6)  (2.9), (2.13) та (2.14) внески окремих елементів, а потім за форму-
лами (2.5)  головні моменти інерції перерізу в цілому. Підтвердженням 
правильності обчислень буде нульове значення відцентрового моменту. 
Після цього можна відразу перейти до підрозд. 2.3. 

Якщо переріз не має осей симетрії і, отже, центральні осі не є голов-
ними, слід обчислити моменти інерції перерізу щодо центральних осей,  
підставляючи у формули (2.5) координати точок в центральній системі ко-
ординат: 
 





n

i
ixix JJ

1

 ;     



n

i
iyiy JJ

1

 ;     



n

i
iyxiyx JJ

1

 ,         (2.19) 

 

а потім скористатися формулою повороту осей 
 

.
JJ

J
tg

yx

yx






2
2                                        (2.20) 

 

Додатний кут слід відкладати проти годинникової стрілки. Головні 
моменти інерції перерізу визначають за формулами 
 

.sinJsinJcosJJ

,sinJsinJcosJJ

yxxyy

yxyxx





2

2

22

22




             (2.21) 

 

Крім того, слід знайти головні координати характерних точок перерізу 
за формулами 
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 sinycosxx  ;      sinxcosyy  .      (2.22) 
 

Ці координати будуть потрібними в подальшому при побудові епюр 
поточних статичних моментів. 

У разі, коли 0 , існує косе згинання і слід розглядати дію на пе-
реріз кожної з двох сил: 
 

sinQQx  ;     cosQQy                        (2.23) 
 

і застосовувати повну формулу (2.3). При цьому дуже важливо для побу-
дови обох епюр поточних статичних моментів  tSx  і  tSy  використову-
вати одну й ту ж початкову точку відліку дугової координати. 
 

 
2.3. Епюра поточних статичних моментів 

 
2.3.1. Контурна координата 

 
Початкову точку контурної координати профілів, які не мають розга-

лужень, вибирають в одній з двох вільних їх точок, причому так, щоб рух 
уздовж контурної координати було спрямовано проти годинникової стрілки. 

Профілі з розгалуженнями (рис. Д.2.1, Д.2.3, Д.2.13 та ін.) мають бі-
льше двох вільних точок і неможливо охопити всі точки профілю однією 
контурною координатою. Тому необхідно ввести дві або більше контурні 
координати і, відповідно, дві або більше початкові точки. 

Перша, або основна контурна координата має охоплювати найбільшу 
кількість ділянок заданого профілю. Як і в разі профілів без розгалужень, 
вона має бути спрямована проти годинникової стрілки. Якщо профіль си-
метричний, то кінцева точка контурної координати має бути симетричною 
початковій точці. 

Ділянки профілю, не охоплені першою (основною) координатою, нази-
ваються відгалуженнями. Точки, в яких контурні лінії відгалужень перети-
наються з головною контурною координатою, називаються вузлами. Ділян-
ки контурної лінії профілю між вузлами називаються загальними ділянка-
ми. Всі додаткові контурні координати обов'язково повинні мати загальні 
ділянки з основною контурною координатою. 

Початкову точку додаткової контурної координати вибирають на віль-
ної точці відгалуження. Якщо профіль симетричний, то кінцева точка дода-
ткової контурної координати має бути симетричною початковій точці. Якщо 
є два симетричних відгалуження, то початковою вибирають ту з двох віль-
них точок, яка забезпечує збіг напрямку нової дугової координати з вибра-
ними раніше напрямками на спільних ділянках. 
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Слід зафіксувати на ескізі напрямок контурної координати на кожному 
з відгалужень і на загальному відрізку контурної лінії заданого профілю. 
Цей напрямок не тільки використовується в процесі побудови епюри пото-
чних статичних моментів, але й дозволяє однозначно визначити напрямки 
дотичних напружень в кожній точці контурної лінії профілю. Напрямки до-
тичних напружень необхідно знати при знаходженні центра згинання, а та-
кож при розрахунку замкнутих профілів, коли розрахунок відкритого профі-
лю є складовою частиною процедури. 
 
 

2.3.2. Розбиття контурної лінії на ділянці 
 

Поточний статичний момент в точці з дуговою координатою t  визна-
чається як контурний інтеграл із змінною верхньою межею: 
 

     
t

x dytS
0

                                        (2.24) 

 
або 
 

     
t

y dxtS
0

 .                                       (2.25) 

 
Верхня межа інтеграла є аргументом шуканої функції  tSx  або 

 tSy . Інтегрування проводять не вздовж осі Ox , як у звичайних інтегра-

лах, а вздовж контурної лінії профілю від початкової точки 0t  до точки з 
поточною координатою t . Змінна інтегрування   визначає проміжну точку 
всередині цього інтервалу, тобто змінюється в межах t0 . У підінте-
гральному вираженні знаходиться добуток параметричної залежності го-
ловної координати (тобто координати цієї точки в системі головних осей 
перерізу) від змінної інтегрування (  y  або  x ) на місцеву товщину 

стінки профілю   . У більшості випадків не вдається описати цей добу-
ток однією формулою на всій контурній лінії профілю, тому доводиться  
розбивати область інтегрування на ділянки. 

Ділянкою називається частина контурної лінії профілю, в межах якої 
підінтегральна функція в правій частині виразу поточного статичного мо-
менту описується однією формулою з постійними значеннями параметрів. 
Межами ділянок є: 
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- вільні точки профілю; 
- зосереджені площі; 
- злами і розгалуження контурної лінії; 
- стрибки функції  t . 

Ділянки рекомендується нумерувати цифрами в порядку збільшення 
контурної координати, а межі ділянок позначати великими латинськими лі-
терами в тому ж порядку. 
 
 
 

2.3.3. Правила побудови епюр поточних статичних моментів 
 

Побудова епюри поточних статичних моментів проводиться за таки-
ми правилами: 
 

1.   Правило початкового нуля: в початковій точці контуру поточний ста-
тичний момент дорівнює нулю або статичному моменту зосередженої 
площі повздовжнього елемента (наприклад, стрингери), розташованого  
в цій точці контуру. 
2.   Правило стикування ділянок: поточний статичний момент в початковій 
точці даної ділянки визначають як суму таких компонентів: 

- поточного статичного моменту в останній точці попередньої ділянки, 
- статичного моменту зосередженої площі, розташованої на межі діля-

нок, 
- повного статичного моменту відгалуження, що прилягає до межі двох 

ділянок (як поздовжній елемент, так і відгалуження можуть бути від-
сутніми). 

3.   Правило автономності: на кожній ділянці вибирають свою місцеву ду-
гову (або кутову) координату з нулем в місцевій початковій точці; напрямок 
цієї координати має збігатися з напрямком загальної дугової координати 
профілю. Можливість цього спрощення забезпечується виконанням пра-
вил 1 і 2. 

4.   Правило накопичення: в межах k-ї ділянки поточні статичні моменти 
визначаються сумою поточного статичного моменту в початковій точці ді-

лянки ( 0
kS

 
 постійна складова) і збільшення, відповідного розглядуваній 

точці ділянки ( kS   змінна складова, яку знаходять за формулою (2.24)): 

 

   tSStS kkk  0 .                                    (2.26) 
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5.   Правило кінцевого нуля (нульової суми): в кінцевій точці останньої ді-
лянки поточний статичний момент завжди дорівнює нулю або статичному 
моменту зосередженого елемента, розташованого в цій точці. 
 
 

2.3.4. Послідовний розгляд ділянок 
 

Починаючи з першої ділянки, слід послідовно розглянути всі ділянки 
вздовж основної контурної координати. Якщо розглядуваний профіль є  
розгалуженим, то після аналізу ділянок на основному контурі потрібно пе-
рейти до ділянок на додаткових контурах. Необхідно мати на увазі, що 
епюри поточних статичних моментів на спільних ділянках збігаються, але 
їх не слід підсумовувати. 

Нижче докладно наведемо процедуру обчислень на ділянці. При роз-
гляді останньої ділянки перевіримо правило кінцевого нуля. 

Початковий статичний момент на першій ділянці визначають за пра-
вилом початкового нуля, а на інших  за правилом стикування ділянок, 

тобто через кінцеве значення на попередній ділянці ( 
1kS ) і, можливо, кін-

цеве збільшення на межі ділянок: статичний момент зосередженого еле-

мента ( ii fy  ) і/або повний статичний момент відгалуження ( відгалS ): 
 

відгал1
0 SfySS iikk  

 .                            (2.27) 
 

Товщину стінок профілів у межах кожної з ділянок інтегралів (2.24) 
вважають постійною. 

Параметричні залежності  y  і  x  на кожній з ділянок визнача-
ються формою контурної кривої. Розглядають контури з прямих і дуг окру-
жностей. 

На прямолінійних ділянках: 
 

   sinyy  0 ,                                (2.28) 
 
де 0y   координата початкової точки ділянки;    кут між векторами (на-
прямками)   і Ox . Цей кут є додатним, якщо поворот від вектора   до 
вектора Ox  найкоротшим шляхом здійснюється за годинниковою стріл-
кою, і від’ємним в іншому випадку (вектор Ox  завжди спрямований гори-
зонтально вправо). 
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Якщо розглядати дію сили xQ , то зручно повернути рисунок перерізу 
на 90о проти годинникової стрілки. При цьому вісь Oy  буде спрямована 
горизонтально вліво і для лінійних ділянок справедлива залежність 
 

  10  sinxx  ,                                (2.29) 
 
де 0x   координата початкової точки ділянки; 1   кут між векторами (на-

прямками) 1  і Oy . Цей кут є додатним, якщо поворот від вектора 1  до 
вектора Oy  найкоротшим шляхом здійснюється проти годинникової стріл-
ки, і від’ємним  в іншому випадку. 

Якщо розглянута ділянка являє собою дугу окружності радіусом R , 
то слід виконати заміну змінних: замість лінійної координати   ввести ку-
тову координату    кут між віссю симетрії дугової ділянки і радіусом-
вектором  в точку, відповідну координаті  . Справедливим є співвідно-

шення  0  R , де 0   кутова координата початкової точки кіль-
цевої ділянки. 

Аналогічну заміну проводять і для координати кінцевої точки інтегру-
вання:  0  Rt , де    кутова координата, яка є відповідною t  і 
стає змінною верхньою межею інтегрування у формулі (2.21). Відповідно 
до такої заміни змінних замість диференціала d  слід використовувати 

dR  . Вираз прирощення поточного статичного моменту, наприклад xS , 
на кільцевій ділянці має вигляд 
 

    




dRySx  
0

.                              (2.30) 

 
Якщо вісь симетрії кільцевої ділянки розташована горизонтально і 

обхід починається з верхнього кінця дуги, то 
 

   sinRy  .                                         (2.31) 
 

Якщо вісь симетрії кільцевої ділянки розташована вертикально, то 
 

   cosRyy  0 ,                                     (2.32) 
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де знак «+» застосовується при опуклості вниз, а знак «-»  при опуклості 
вгору; 0y   ордината центра відповідної окружності в головній системі ко-
ординат. При будь-якому розташуванні осі симетрії кільцевої ділянки інте-
грування слід починати з 0 . 

Як видно з формул (2.24) та (2.30), поточний статичний момент є фу-
нкцією, аргументом якої є контурна (або кутова) координата поточної точ-
ки. Для побудови цієї функції слід підставити в інтеграл (2.24) параметрич-
не зображення (2.28), (2.29), (2.31) або (2.32), виконати інтегрування і під-
ставити в первісну верхню (змінну) і нижню (постійну) межі.  

У результаті отримаємо деяку функцію  tSk  або  kS . Для побу-
дови епюри дотичних напружень за контуром перерізу необхідно дослідити 
отриману функцію. 

Метою дослідження функції є пошук екстремуму і визначен-
ня напрямку опуклості. Якщо функція, отримана в п.2.3.3, ліній-
на, то дослідження не проводять. Графік будують за двома точ-
ками. Для цього обчислюють величину поточного статичного мо-
менту в кінцевій точці даної ділянки. 

Якщо функція нелінійна, то слід знайти таке значення аргументу, при 
якому перша похідна функції дорівнює нулю. Якщо це значення аргументу 
лежить в межах розглянутої ділянки, то на цій ділянці існує екстремум, 
значення якого слід обчислити. Відповідно до правил диференціювання ін-
теграла із змінною верхньою межею 
 

     ttytSx  .                                     (2.33) 
 

Оскільки в межах ділянки положення точки, в якій існує екстремум, 
знаходять прирівнянням до нуля правої частини виразу (2.28) або для кі-
льцевих ділянок  виразів (2.31), (2.32), то екстремальне значення поточ-
ного статичного моменту визначається підстановкою отриманого значення 
аргументу в формулу для знаходження  tSx . 

Знак другої похідної S   вказує напрямок опуклості і, отже, характер 
екстремуму: якщо ця похідна додатна, то функція увігнута і екстремум є 
мінімумом; якщо ця похідна від’ємна, то функція опукла і екстремум є мак-
симумом. 

Епюрою називається графічне зображення залежності деякого 
параметра, що характеризує певну точку на лінії, від положення цієї 
точки. Значення функції поточного статичного моменту в даній точці 
контурної лінії відкладають за перпендикуляром до цієї лінії у вибра-
ному масштабі. Вибір правила «правої руки» або «лівої руки» визна-
чається міркуваннями наочності; зокрема, не рекомендується  бу-
дувати епюри всередині кільцевих секторів. Щоб уникнути накладен-
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ня епюр на суміжних ділянках, рекомендується виконувати «розосе-
редження» цих ділянок на деяку відстань одну від одної. 

Побудована епюра має відповідати такій теоремі про симетрію: 

 якщо переріз симетричний відносно осі Ox , то епюра поточних ста-
тичних моментів  tSx  прямосиметрична відносно осі Ox , а епюра 

 tSy   оберненосиметрична відносно осі Ox ; 

 якщо переріз симетричний відносно осі Oy , то епюра поточних ста-

тичних моментів  tSx  оберненосиметрична відносно осі Oy , а 

епюра  tSy   прямосиметрична відносно осі Oy . 

 
 

2.4. Дотичні напруження 
 

Дотичні напруження в тонкостінному стрижні визначають за 
формулою (2.1). Якщо тонкостінний стрижень має відкритий про-
філь, то чисельник цієї формули (потік дотичних напружень) зна-
ходять за формулою (2.3). Найбільші значення пот ік має в тих 
точках, де контурна лінія профілю перетинає головну вісь, пе р-
пендикулярну діючій перерізуючій силі . Однак слід враховувати, 
що дотичне напруження в цій точці залежить від місцевої товщи-
ни стінки. Оскільки на різних ділянках значення найбільших пото-
ків і значення товщини різні, слід перевірити кілька небезпечних 
місць. 

Система правил знаків, прийнята в теорії тонкостінних стри-
жнів (для t , Q , x , y , q ), забезпечує такі співвідношення між 
напрямами t  і q : 

 якщо потік дотичних сил зберігає знак в межах деякої ділянки конту-
ру, то зберігається і його напрямок відносно напрямку дугової коор-
динати (збігається або є протилежним); 

 напрямок додатних потоків дотичних сил збігається з напрямком ду-
гової координати, а напрямок від’ємних потоків дотичних сил є про-
тилежним напрямку дугової координати. 

Остаточним результатом розв’язання цієї задачі є епюра дотичних 
напружень із зазначенням їх напрямків (на кожній з ділянок) і величин, 
МПа, в характерних точках, а також величина найбільшого дотичного на-
пруження і зазначення точки, в якій діє це напруження. 
 



23 

3. ЦЕНТР ЗГИНАННЯ ВІДКРИТОГО ПРОФІЛЮ 
 
 
 

3.1. Дискретизація стінок 
 

У тонкостінних авіаційних несучих конструкціях обшивка і стінки при-
значені в основному для опору зсуву. Сприйняття нормальних напружень 
є функцією поздовжніх елементів каркаса. Однак нормальні напруження 
неминуче виникають і в обшивці, і в стінках. 

Врахування нормальних напружень в обшивці і стінках приводить до 
необхідності вводити ці елементи в усі інтеграли, якими визначаються ге-
ометричні характеристики перерізу в цілому і поточні статичні моменти. 
При цьому збільшується трудомісткість обчислень, причому тим більше, 
чим більше ділянок містить контур перерізу. 

Дискретизація  це заміна реального перерізу тонкостінного стрижня, 
в якому обшивка і стінки працюють як на дотичні, так і нормальні напру-
ження (модель « 0 »), дискретним перерізом, в якому обшивка і стін-

ки працюють тільки на дотичні напруження (модель « 0 », модель Ва-
гнера). При цьому для врахування фактичної несучої здатності обшивки і 
стінок за нормальними напруженнями вводять фіктивні поздовжні зосере-
джені елементи, площі яких обчислюють згідно з умовами статичної екві-
валентності. Дискретизація істотно спрощує розрахунок нормальних і до-
тичних напружень в тонкостінному стрижні. Розрахунок тонкостінних стри-
жнів зі складними контурами поперечних перерізів є практично неможли-
вим без проведення дискретизації. Реальні тонкостінні агрегати авіаційних 
конструкцій розраховують за дискретною моделлю. 

Якщо у вихідних даних навчальних завдань немає вимоги проведен-
ня дискретизації перерізу, то даний підрозділ слід пропустити і перейти  
до розгляду підрозд. 3.2. 

Тут розглядають дискретизацію тільки таких перерізів, контури яких 
складаються з прямолінійних відрізків. Можна довести, що не тільки пло-
ща, але й моменти інерції прямолінійної ділянки b  відносно будь-якої 
осі не зміняться, якщо замінити витягнутий прямокутник трьома дискрет-
ними елементами на контурній лінії: двома кінцевими af , bf  і одним 

центральним 0f , причому 
 

 bff ba
6

1
;       bf

3

2
0 .                          (3.1) 
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У точках стику двох ділянок площі кінцевих елементів підсумовують. 
Якщо в цих точках є поздовжній елемент, то його площа додається до су-
ми. 
 

Приклад. Початковий переріз (рис. 3.1) складається з прямолінійних 
стінок, довжина яких дорівнє b , c ; товщина   . Є пара поздовжніх еле-
ментів f . 
 

b

b

f

f

c

c

Початковий переріз  

ABC

D

E

F

G H I

Дискретний переріз  
 

Рис. 3.1. Приклад дискретизації перерізу 
 

Точками розташування дискретних елементів (реальних і фіктивних) 
є кінцеві і центральні точки ділянок A , B , C , D , E , F , G , H , I  на 
рис. 3.1. Формули (3.1) застосовують для визначення if  на кожній з діля-
нок; при цьому враховують наявність горизонтальної симетрії перерізу 
(площі симетричних елементів однакові): 
 

 bff IA
6

1
;        bff HB

3

2
; 

 

  cbfff GC
6

1

6

1
; 

 

 cff FD
3

2
;       cfE

3

2
. 

 
Перевірка. Площа вихідного перерізу   cbfF 2220  має 

дорівнювати сумарній площі дискретного перерізу: 
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Якщо в задачі розглядають тільки згинання, яке існує у вертикальній 
площині, то горизонтальні ділянки можна замінити не трьома, а тільки 
двома кінцевими дискретними елементами: 
 

 bff ba
2

1
;       00 f .                           (3.2) 

 
Ці площі підсумовують з площами стрингерів, розташованих на ме-

жах ділянки обшивки (звідси термін «приєднана обшивка»). 
 

 
3.2. Метод фіктивної сили 

 
Важливою геометричною характеристикою перерізів тонкостінних 

стрижнів відкритого профілю, крім центра ваги, є центр згинання. 
Центр згинання  це така точка поперечного перерізу, через яку про-

ходять рівнодіючі балкових потоків дотичних сил при будь-яких напрямках 
перерізуючої сили. В межах балкової теорії тонкостінний стрижень відкри-
того профілю не може чинити опір деформації, якщо лінія дії перерізуючої 
сили не проходить через центр згинання. 

Відкритий профіль (тонкостінний стрижень з відкритим контуром по-
перечного перерізу) дуже слабо чинить опір крутінню. Розрахункова схема 
тонкостінного стрижня містить гіпотезу про безмоментний стан стінок, яка 
виключає можливість кручення відкритого профілю, так що формально ві-
дкритий профіль є змінною системою. 

Насправді відкриті профілі (наприклад, профілі сортаменту) мають 
незначний опір крученню, і цей опір розглядається або в теорії Сен-Венана 
(вільне крутіння), або в спеціальній теорії В. З. Власова (стиснуте кручен-
ня). 

Крутний момент створюється або парою сил, що лежать в площині 
перерізу, або моментом внутрішньої перерізуючої сили відносно центра 
крутіння. Отже, для того, щоб усунути крутіння, необхідно так розташувати 
зовнішні навантаження (або перерізи стрижня), щоб були відсутні внутріш-
ні пари сил, а лінії дії внутрішніх перерізуючих згинальних сил проходили б 
через центр крутіння  інакше крім згинання буде і кручення. Тому у відк-
ритому профілі центр кручення називається центром згинання. 
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Рівнодіюча балкових дотичних напружень, спричинених дією сили 

yQ , дорівнює цій силі за величиною, і її лінія дії збігається з лінією дії сили 

yQ , тобто проходить через центр згинання. Аналогічне твердження є 

справедливим і відносно сили xQ . 
Ідея методу фіктивної сили полягає в тому, що для визначення гори-

зонтальної координати центра згинання до заданого перерізу подумки 
прикладають «фіктивну» вертикальну перерізуючу силу ф.yQ . Величину 
цієї сили вибирають довільно, ії напрямок збігається з напрямком відпові-
дної осі, а фактичне положення є невідомим. Передбачають, що вона про-
ходить через центр згинання і, отже, спричиняє тільки дотичні напруження 
згинання. За відомою методикою (див. розд. 2) визначають відповідні цій 
силі дотичні напруження. Рівнодіюча знайдених дотичних напружень збіга-
ється з ф.yQ . Для визначення положення цієї сили довільно вибирають 

положення моментної точки P  (полюса). Умова статичної еквівалентності 
моментів має вигляд 
 

  ф.yPP QaqM  ,                                    (3.3) 
 
де  qM P   момент дотичних напружень, спричинених дією сили ф.yQ , 
відносно полюса; 

Pa   невідоме плече сили ф.yQ  відносно вибраного полюса. 
Користуючись умовою статичної еквівалентності моментів, обчислю-

ємо відстань Pa   довжину перпендикуляра, опущеного з полюса на вер-

тикальну лінію дії сили yQ . 
Якщо переріз є симетричним відносно горизонтальної осі, то центр 

згинання лежить на цій осі в точці її перерізу з вертикаллю, яка відступає 
від полюса на відстань Pa . 

Аналогічна процедура може бути застосована до сили xQ  і визна-
чення положення її лінії дії. 
 
 

3.3. Процедура обчислень 
 

1. Вибір полюса. Для реалізації умови еквівалентності моментів не-
обхідно вибрати конкретне положення моментної точки (полюса). Не існує 
ніяких обмежень щодо цього вибору, тому слід керуватися тільки трудоміс-
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ткістю розрахунків. Виходячи з цього, рекомендується моментну точку ви-
бирати в точці перетину максимального числа лінійних ділянок контурної 
лінії, бажано в нижній половині перерізу. Якщо в перерізі є кільцевий сек-
тор, моментну точку слід вибирати в центрі утворювальної окружності. 

Зафіксуйте номери лінійних ділянок контуру, в яких дорівнюють нулю 
плечі відносно вибраного полюса. 

2. Епюра потоків дотичних сил . Керуючись вказівками підрозд. 
2.3 і 2.4, побудуйте епюри дотичних напружень на тих ділянках профілю,  
в яких не дорівнюють нулю плечі відносно вибраного полюса. Визначте 
напрямки потоків для кожної з цих ділянок. У ході обчислень як одини-
цю довжини рекомендується використовувати сантиметр. 

3. Момент дотичних напружень . Цей пункт процедури є най-
більш трудомістким. Момент, створюваний потоками дотичних напружень 
відносно моментної точки P , визначається як криволінійний інтеграл за 
всією довжиною   контурної лінії перерізу: 
 

     dtttqqM P  


0

.                                (3.4) 

 

Тут  t   плече диференціала сили  dttq  в даній точці контуру, 
тобто довжина перпендикуляра, опущеного з полюса на дотичну до конту-
ру в даній точці з координатою t . 

Оскільки зазвичай контур перерізу не є гладкою кривою, то інтеграл 
(3.4) обчислюють підсумовуванням за ділянками, причому у випадках  
розглядуваних перерізів уздовж кожної з ділянок   constt i   : 

 

  i

n

i
iP FqM 

1

 .                                    (3.5) 

 

Тут iF   деякий силовий фактор, який визначають за такими форму-
лами: 

 для прямолінійних ділянок контуру, де i   довжина перпендику-
ляра, опущеного з полюса на прямолінійну ділянку контуру: 
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 dttqF
b

i  
0

 ,                                         (3.6) 

 

де ib   довжина ділянки, причому для дискретної ділянки формула (3.6) 

спрощується: iii bqF  ; 

  для дугових ділянок, де Ri   і dRdt  : 

 

  




dqFi   ,                                      (3.7) 

 

де   і    кутові координати початкової і кінцевої точок ділянки відповід-
но. 

Момент  ii F  на i -й ділянці вважається додатним, якщо спрямо-
ваний проти годинникової стрілки. 

4. Центр згинання. З рівності (3.3)  
 

 

.фy

P
P

Q

qM
a  .                                         (3.8) 

 

Індекс « P» при Pa  вказує, що знайдену відстань слід відкладати від 

вибраної моментної точки P  до центра згинання, причому якщо 0Pa , 

то центр згинання лежить справа від точки P , якщо 0Pa   зліва. 

За результатами розрахунків, проведених за викладеними алгорит-
мами, слід зобразити ескіз перерізу, на якому вказати положення центра 
згинання і полюса, а також величину відстані від полюса до центра згинан-
ня в сантиметрах. 

Зазвичай центр згинання розташовано поза відкритим контуром. 
Завдання для індивідуального розв’язання розміщені в дод. 4. 
У дод. 5 наведено приклади знаходження положення центра згинан-

ня в різних перерізах тонкостінного стрижня. 
 



29 

4. ЗСУВ І КРУЧЕННЯ ЗАМКНУТОГО ПРОФІЛЮ 
 

4.1. Вихідні дані 
 

Розглянемо спрощену схему (рис. 4.1) міжлонжеронної частини кри-
ла, що складається з двох лонжеронів (лівого і правого) і двох обшивок 
(верхньої і нижньої). 
 

h

b

Qy

d1 d3
d

2
d

2

a

f1 f2

f3f4
 

 
Рис. 4.1. Геометрія перерізу 

 

Контурна лінія перерізу є прямокутником розмірами h = 20 см і  
b = 80 см. Переріз є симетричним горизонтальній осі  нижні і верхні пояси 
однакові: 14 ff  , 23 ff  . Числові значення параметрів перерізу наве-
дені в таблиці варіантів (дод. 6). 

Пояси лонжеронів ( 1f , 2f , 3f , 4f ) і стінки ( 1d , 3d )  сталеві: 

( ГПа 200ст E ; ГПа 80ст G ), обшивка ( 2d )  алюмінієва: 

( ГПа 70д E ; ГПа 27ст G ). 

У перерізі діє спрямована вертикально вгору перерізуюча сила yQ , 
лінія дії якої проходить на відстані a  праворуч від стінки лівого лонжеро-
на. Величина сили і параметр a  задаються викладачем. 
 

 
4.2. Дискретизація і редукція перерізу 

 
Дискретизація перерізу проводиться для спрощення обчислювальних 

процедур і являє собою заміну суцільних стінок (вертикальних і горизонта-
льних) зосередженими (дискретними) елементами. 
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Застосовується стандартний прийом дискретизації: заміна кожної сті-
нки лонжеронів і обшивок трьома зосередженими елементами. Для враху-
вання відмінності в модулях пружності лонжеронів і обшивки вводять ре-

дукційний коефіцієнт 
ст

д

Е

E
. 

Середню ділянку верхньої обшивки (рис. 4.2) замінюють самостійним 
зосередженим елементом площею 
 

ст

д
25

3

2

Е

E
bF d  .                                         (4.1) 

 

F1 F2F5

b
d

2
 

 
Рис. 4.2. Дискретизація верхньої обшивки 

 

Симетричний фіктивний елемент такої ж площі на нижній обшивці 
позначимо 6F . 

Крайні ділянки обшивок приєднаємо до всіх чотирьох поясів: 
 

ст

д
2обш

6

1

Е

E
bF  d .                                  (4.2) 

 
Крім того, до поясів приєднаємо частково площі стінок: 

 

1ст1
6

1
d  hF ; 3ст3

6

1
d  hF ,                        (4.3) 

 
де індекс «1» належить до лівого лонжерона, а індекс «3»  до правого. 

Таким чином, нові площі дискретних елементів в центрах поясів лон-
жеронів з урахуванням приєднаних площ обшивок і стінок визначаємо як 
суми: 
 

ст1обш141 FFfFF   ;                             (4.4) 
 

ст3обш232 FFfFF   .                             (4.5) 
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У дискретному перерізі (рис. 4.3) обшивка і стінки не беруть участі в 
роботі на нормальні напруження ( 0d ) і їх не враховують у визначенні 
геометричних характеристик перерізу. 
 
 

b

h

F1 F2F5

F4 F3F6

x

 
 

Рис. 4.3. Дискретний редукований переріз 
 
 

Зокрема, момент інерції відносно горизонтальної осі симетрії, яка є 
головною віссю Ox , обчислюємо за формулою 
 

 



6

1

2

521
2

2i
iix

h
FFFyFJ ;                         (4.6) 

 

оскільки переріз складається з двох однакових половин і всі поздовжні 

елементи знаходяться на одній висоті 
2

h
yi  . 

 

 
4.3. Епюра змінної частини потоку дотичних сил 

 
Значення поточного статичного моменту в точці контуру, положення 

якої визначається контурною координатою t , у цьому окремому випадку 
обчислюємо за формулою 
 

 





tm

i
iix fyS

0

,                                           (4.7) 

 
де  tm   кількість зосереджених поздовжніх елементів, розташованих на 
ділянці контуру від початку відліку до розглянутої точки на контурі. 

Рекомендується початок відліку контурної координати t  вибирати  
в середині висоти правого лонжерона (точка A ), а напрямок  проти стріл-
ки годинника (рис. 4.4). 
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У разі дискретного перерізу поточний статичний момент на кожній ді-
лянці є постійним:   xix StS  . 
 
 

b

h

F1 F2F5

F4 F3F6

x
А

t

1

23

4

5 6

7

 
 

Рис. 4.4. Початок відліку контурної координати t  і її напрямок 
 
 
 

На першій ділянці від точки A  до елемента 2F  (рис. 4.4) статичний 
момент дорівнює нулю, оскільки тут немає поздовжніх елементів, а 

0d ; 01 xS . 
 

На другій ділянці .
h

FyFSx
2

2222   
 

На третій ділянці .
h

F
h

FSx
22

523   
 

На четвертій ділянці .
h

F
h

F
h

FSx
222

2524   
 

 

Поточні статичні моменти на нижній половині перерізу (ділянки 5  7) 
симетричні знайденим: 35 xx SS  ; 26 xx SS  ; 17 xx SS   (рис. 4.5). 
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Sxi

 
 

Рис. 4.5. Характер епюри поточних статичних моментів 
 

Значення змінної частини потоку дотичних сил на i -й ділянці контуру 
дискретного перерізу визначаємо за формулою 
 

.
J

SQ
q

x

xiy
pi


                                            (4.8) 

 

При додатних xiS  напрямки потоків piq  протилежні напрямкам кон-
турної координати t  на кожній з ділянок. У розглянутому прикладі коорди-
ната спрямована проти годинникової стрілки, а потоки  за годинниковою 
стрілкою (рис. 4.6). 
 

qp2qp3

qp4

qp5 qp6

qp1 = 0qpi

 
 

Рис. 4.6. Характер епюри потоків piq  
 

Для перевірки отриманої епюри використовуємо умову статичної ек-
вівалентності: рівнодіюча потоку по стінці на четвертій ділянці повинна ма-
ти силу, що дорівнює силі yQ , тобто необхідно перевірити виконання рів-
ності 
 

yp Qhq 4 .                                           (4.9) 
 

Якщо похибка перевищує 1%, то розрахунки piq  виконано неправильно. 
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4.4. Потік дотичних сил в початковій точці контуру 
 

Постійну частину потоків дотичних сил 0q  визначаємо з умови стати-
чної еквівалентності моментів: момент сумарних потоків дотичних сил 
( piqq 0 ) має дорівнювати моменту сили yQ  щодо будь-якої точки. На-
приклад, якщо як моментну точку прийняти центр поясу 4, а моменти, 
спрямовані проти годинникової стрілки, вважати додатними, то 
 

   dtqQaq py 


1
0 ,                        (4.10) 

 

причому bh2 , а інтеграл  32
2

1
ppp qqbhdtq   . При цьому 

слід враховувати, що потоки piq , як і сам інтеграл, є від'ємними. 
 

 
4.5. Сумарні потоки дотичних сил 

 
Сумарні потоки дотичних сил визначають за основною формулою ро-

зрахунку дотичних напружень у тонкостінних стрижнях: 
 

   tqqtq p 0 ,                                   (4.11) 
 

яка в даному випадку, коли 0d , буде мати вигляд 
 

pii qqq  0 .                                     (4.12) 
 

Дуже важливо на даному етапі для знаходження центра жорсткості 
(див. підрозд. 4.7) правильно визначити напрямок потоків дотичних сил на 
кожній з ділянок профілю. 

Для перевірки правильності проведених обчислень можна викорис-
тати умову еквівалентності моментів, вибравши моментну точку, відмінну 
від тієї, яка була використана при розрахунку потоку 0q . Наприклад, мож-

на вибрати центр площі 2F . В цьому випадку має виконуватися рівність 
 

   





 654

2

1
 qqqbhQba y .                  (4.13) 

 

Якщо похибка перевищує 3 %, то обчислення містять помилку. 
 



35 

 

4.6. Дотичні напруження 
 

Дотичне напруження на i-й ділянці контуру визначають за формулою 
 

i

i
i

q

d
  ,                                           (4.14) 

 

де id   дійсна товщина стінки на i-й ділянці контуру. 

Слід обчислити i  для i  = 1, 2, 3, 4 і порівняти їх значення з межами 
текучості при зсуві для сталі (500 МПа) і дюралю (180 МПа). 

У висновку щодо міцності стінок при зсуві слід вказати стінку, в якій 
досягається найбільше відношення діючого дотичного напруження до межі 
текучості і величину цього відношення. 
 
 

 
4.7. Центр жорсткості замкнутого профілю 

 
Знайдені в розд. 4 потоки дотичних зусиль у замкнутому профілі, спри-

чинені дією сили, можна використовувати для визначення положення центра 
жорсткості методом фіктивного моменту. Розрахунок зручно вести у вигляді 
таблиці (табл. 4.1). Алгоритм розрахунку можна розбити на такі етапи: 

1. Крутильна жорсткість однозамкнутого профілю 
 
 

,

G

dt
GJ





d

 2

кр                                         (4.15) 

 
 

де bh2 , а інтеграл в знаменнику для дискретного перерізу обчислю-
ють як суму елементів четвертого рядка: 
 
 

 




m

i
i

m

i i

i p
G

t

G

dt

11 d



d
.                           (4.16) 

 
 

Тут m   кількість ділянок на контурі; i   номер ділянки (на даному 
етапі розрахунку першою ділянкою вважається вся стінка правого лонже-
рона; m  = 6); it   довжина i -ї дільниці. У табл. 4.1 використовують ско-
рочене позначення (рядок 4): 
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 .                                           (4.17) 

 

2. Відносний кут закручування в перерізі 
 

 



 ,

G

dttq

d


1
                                     (4.18) 

 

причому інтеграл у дискретному перерізі обчислюють як суму: 
 

 
 







 m

i i

ii .
G

tq

G

dttq

1 d



d


                               (4.19) 

 

При розрахунку суми (4.19) в рядку 6 табл. 4.1 слід враховувати зна-
ки потоків iq . 
 

 
Таблиця 4.1 

 

Зведення обчислень при визначенні центра жорсткості 
 

Номер 
рядка Параметр 

Значення параметра на ділянці 
Номер ділянки 

1 2 3 4 5 6 
1 м ,ti        

2 м ,id        

3 2Н/м ,Gi        

4 /Нм 2,pi        

5 Н/м ,q i        

6 м ,pq ii         
 

3. Крутний момент. Визначають за формулою, відомою з курсу 
«Опір матеріалів» («Механіка матеріалів і конструкцій»): 
 
 

кркр GJM  .                                   (4.20) 
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4. Відстань від лінії дії сили yQ  до центра жорсткості. Розрахову-
ють з умови, що крутний момент в перерізі створюється заданою перері-
зуючою силою yQ : 
 

yQ

M
c

кр
 .                                          (4.21) 

 

Цю відстань відкладають вліво від yQ , якщо 0кр M  (рис. 4.7), або 

вправо, якщо 0кр M  (рис. 4.8). 
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Рис. 4.7. Перший варіант розташування центра жорсткості 
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Рис. 4.8. Другий варіант розташування центра жорсткості 
 

Центр жорсткості є геометричною характеристикою перерізу і  не 
залежить від навантаження, тому його положення слід поєднати з гео-
метрією перерізу. Наприклад, на рис. 4.7 відстань до центра жорсткос-
ті cad  . 

Приклади розв'язання задач з розрахунку однозамкнутого профілю 
наведені в дод. 7. 
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5. РОЗРАХУНОК ДВОЗАМКНУТОГО ПРОФІЛЮ 
 

5.1. Підготовка вихідних даних 
 

Вихідні дані наведені в дод. 8. Усі запропоновані перерізи симетричні 
відносно горизонтальної осі. Додатково слід визначити необхідні парамет-
ри перерізу: 12 , 22 , xJ . Для цього використовують методику розра-
хунку дискретного перерізу, тобто обшивка і стінки не працюють на норма-
льні напруги ( 0 ) і, отже, їх не враховують при розрахунку xJ  й xiS . 
Крім того необхідно розбити двозамкнутий контур на ділянки, пронумеру-
вати їх , знайти довжину it  кожної з них (рис. 5.1) і податливість ip   
за формулою 
 

ii

i
i

G

t
p




 .                                            (5.1) 

 
 

x

1 21

2

3

4

5

6

7

8

t1

t2
t3

t4

t5

t8

t6
t7

 
 

Рис. 5.1. Приклад розбиття двозамкнутого контуру на ділянки 
 

 
5.2. Вибір основної системи 

 
Використовують модифіковану процедуру методу сил, тому як  

основну систему вибирають відкритий контур. Необхідно ввести точкові 
розрізи в двох стінках на осі симетрії, вибравши таким чином початкові то-
чки в обох контурах. Напрямки контурних координат (обходів) слід вибрати 
так, щоб на початкових ділянках обходу координата y  була додатною, а 
на спільній ділянці напрямки обходів збігалися (рис. 5.2). 
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x

Напрямки обходу  
 

Рис. 5.2. Основна система і напрямки обходу 
 

Зайвими невідомими є крутні моменти в контурах 1X  і 2X  (рис. 5.3). 
 
 

x

X1 X2

 
 

Рис. 5.3. Крутні моменти в контурах 
 
 

 
5.3. Вантажний стан основної системи 

 
Епюру xiS  обчислюють для кожної ділянки контуру (враховують тіль-

ки зосереджені поздовжні елементи). Детально ця процедура розглянута в 
розд. 2. Побудуємо епюру xiS  (рис. 5.4). 
 

x

Sxi

 
 

Рис. 5.4. Вигляд епюри xiS  
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Знайдемо відповідні значення потоків дотичних сил на ділянках: 
 

xi
x

y
pi S

J

Q
q      ( n,i 1 ).                                 (5.2) 

 

Напрямки додатних потоків piq  збігаються з напрямками обходу, на-
прямки від’ємних потоків протилежні напрямкам обходу (див. розд. 2). 

Побудуємо епюру piq  ( n,i 1 ) (рис. 5.5). 
 

x

qxi

 
Рис. 5.5. Приклад епюри потоків piq  

 

Перевіримо виконання першої умови статичної еквівалентності між 
системою дотичних напружень у перерізі і силою yQ , що спричиняє їх: 
 

yi

n

i
pi Qyq 




1

.                                   (5.3) 

 

Тут iy   проекція it  на вісь y  (рис. 5.6). 
 

x

t1

t2
t3 = y3

t4

t5 y8

t6
t7 = y7

y6
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y5

 
Рис. 5.6. Визначення iy  на ділянках контуру 
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5.4. Перший одиничний стан 
 

Крутний момент 11 X  прикладемо в першому контурі (лівому)  
за годинниковою стрілкою (рис. 5.7). Визначимо величину потоку в замкну-
тому контурі (формула Бредта): 
 

1
1

2

1


q .                                             (5.4) 

 
 

x
X1 = 1

 
 

Рис. 5.7. Перший одиничний стан 
 

Побудуємо епюру потоків 1q  з вказівкою напрямку (рис. 5.8). 
 

x
1q

 
 

Рис. 5.8. Вигляд епюри потоків 1q  
 

Обчислимо два коефіцієнти системи канонічних рівнянь: 
 





1

1

2
111

n

i
ipq                                         (5.5) 

 

(тут 1n   кількість ділянок першого контуру); 
 





1

1
11

n

i
ipiP pqq                                         (5.6) 
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(при незбігу напрямків потоків 1q  і piq  їх добуток є від’ємним). 
 

 
5.5. Другий одиничний стан 

 
Крутний момент прикладаємо в другому контурі (правому) за годин-

никовою стрілкою (рис. 5.9). 
 

x
X2 = 1

 
 

Рис. 5.9. Другий одиничний стан 
 
 

Визначимо величину потоку дотичних сил 
 

2
2

2

1


q .                                             (5.7) 

 

Побудуємо епюру потоків 2q  із зазначенням напрямків у всіх ділян-
ках другого контуру (рис. 5.10). 
 
 

x

2q

 
 

Рис. 5.10. Вигляд епюри потоків 2q  
 
 

Обчислимо коефіцієнти канонічних рівнянь: 
 





2

1

2
222

n

i
ipq                                         (5.8) 
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(тут 2n   кількість ділянок другого контуру); 
 





2

1
22

n

i
ipiP pqq ;                                   (5.9) 

 

ст21
1

212112 pqqpqq
n

i
i  



 ,                  (5.10) 

 

де стp   податливість стінки середнього лонжерона (знак «» враховує 
незбіг напрямків потоків на загальній стінці двох контурів). 

Підсумовування результатів в рівняннях (5.8) і (5.9) поширюється на 
всі ділянки другого контуру. При незбігу напрямків потоків 2q  і piq  у фор-
мулі (5.9) їх добутки є від'ємними. Отримані результати зручно подати у 
вигляді таблиці (табл. 5.1). 
 

Таблиця 5.1 
 

Результати розрахунку вантажного і одиничних станів 
 

      11       12       P1  

      21       22       P2  
 

 
5.6. Рівняння для отримання розв’язку 

 
Запишемо закон спільності деформацій як рівності відносних кутів 

закручування обох контурів і відносного кута закручування перерізу в ці-
лому: 
 

01212111   PXX ;                        (5.11) 
 

02222121   PXX .                        (5.12) 
 

Для виключення з системи рівнянь невідомої величини  віднімемо 
перше рівняння з другого: 
 

      0122122211121  PPXX  .       (5.13) 
 

Рівняння (5.13) є першим з двох необхідних рівнянь. 
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Другим є рівняння статичної еквівалентності моментів. Моментну то-
чку вибираємо в нижньому поясі середнього лонжерона. Приймаємо пра-
вило знаків для моментів від сил: додатними вважаємо моменти, спрямо-
вані за годинниковою стрілкою, тоді умова статичної еквівалентності мо-
ментів має вигляд 
 

   yTpiT QMqMXX  21 .                       (5.14) 
 

Момент від потоків відкритого профілю piq  визначимо за формулою 
 

  



n

i
iipipiT trqqM

1

 ,                             (5.15) 

 

в якій ir   довжина перпендикуляра, опущеного з полюса на i -ту дільницю 

контуру; для визначення величини ir  можна, наприклад, використати від-
ношення 
 

      121121

1
yyxxxxyyabs

t
r TT

i
i 


,      (5.16) 

 

де пари координат  TT y,x  ,  11  y,x ,  22  y,x  визначають положення 

полюса і кінцевих точок ділянки. Після обчислення значень  yT QM  і 

 piT qM  рівняння статики будуть мати вигляд 
 

   piTyT qMQMXX  21 .                       (5.17) 
 

Розглянута система рівнянь (5.13) і (5.14) відрізняється від канонічної 
системи методу сил. Це обумовлено тим, що як основна система вибраний 
відкритий профіль, який формально є змінною системою, не може чинити 
опір крученню. Однак порівняння результатів розрахунків, одержаних за 
обома методами (канонічним і модифікованим), свідчить про те, що оста-
точні епюри дотичних напружень збігаються, але модифікований метод 
менш трудомісткий. 
 

 
5.7. Обчислення зайвих невідомих 

 
Розв’язувальні рівняння розглянутої задачі утворюють систему ліній-

них алгебраїчних рівнянь (СЛАР) другого порядку. Ця система може бути 
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розв’язана простим методом виключення невідомих, проте рекомендуєть-
ся застосувати більш формалізований прийом Крамера. В цьому випадку 
СЛАР наведено в такому вигляді: 
 

,BXaXa

BXaXa

2222121

1212111 ;




                               (5.18) 

 
де коефіцієнти jka  і jB  визначають з використанням  відповідних коефі-
цієнтів розв’язувальних рівнянь (5.13) і (5.17). 

Для розв’язання СЛАР (5.18)  визначення зайвих невідомих момен-
тів в обох контурах  можна використовувати формули Крамера 
 
 

D

D
X 1

1  ;    
D

D
X 2

2   ,                               (5.19) 
 
 

операндами яких є три визначники: 
 
 

2221

1211

aa

aa
D  ;    

222

121
1

aB

aB
D  ;    

221

111
2

Ba
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D  .          (5.20) 

 
 

Для перевірки отриманого розв’язку обчислені значення jX  підста-
вимо в обидва рівняння системи (5.18). Відносні похибки 
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B

XaXaB
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1

2121111
1


 ,                      (5.21) 

 
 

%
B

XaXaB
d  100

2

2221212
2


                        (5.22) 

 
 

не мають перевищувати 3 %. В іншому випадку перевіримо обчислення 
визначників. 

Слід звернути увагу на знаки отриманих величин 1X  і 2X : знак «+» 
підтверджує правильність початкового припущення про напрямки моментів 

jX  (за годинниковою стрілкою), знак «» відхиляє це припущення, і  
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в цьому випадку момент jX  слід спрямувати проти годинникової стрілки.  
У подальших розрахунках слід враховувати фактичні напрямки моментів і 
вважати їх додатними. 
 

 
5.8. Відносний кут закручування перерізу 

 
Відносний кут закручування першого контуру визначимо підстанов-

кою одержаних значень jX  у формулі (5.11): 
 

PXX 12121111   ; 
 
аналогічно для знаходження кута закручування другого контуру викорис-
таємо формулу (5.12): 
 

PXX 22221212   . 
 

Теоретично ці значення мають бути рівними, але через похибки окру-
глення повний збіг значень є неможливим. Похибка характеризується ве-
личиною відносної різниці 
 

% 1002
21

21









 ,                                (5.23) 

 

яка не має перевищувати 3 %; в іншому випадку слід перевірити обчис-
лення коефіцієнтів jk , jP  і моменту. 

При визначенні положення центра жорсткості розглянутого перерізу 
методом фіктивного моменту використаємо середнє значення 
 

 21сер
2

1
  .                                     (5.24) 

 
 

 
5.9. Сумарні потоки дотичних сил 

 
У багатозамкнутих контурах, що мають одну або кілька загальних сті-

нок, неможливо застосовувати загальне правило відповідності знаків і на-
прямків потоків дотичних сил (як це було у відкритому або однозамкнутому 
контурі). Тому для кожної ділянки контуру підсумовування або віднімання 
складових сумарного потоку проводять відповідно до їх фактичних  
напрямків. 
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Хоча процедура складання потоків не є складною, вона часто є при-
чиною помилок, тому її виконання потребує уваги і акуратності. Рекомен-
дується схематично зобразити всі чотири розглянуті стани в такому масш-
табі, щоб для кожної з ділянок можна було вказати напрямок і величину 
потоку дотичних сил. Цими станами є: 

а) вантажний стан основної системи (потоки piq  у відкритому  
контурі); 

б) дія моменту 1X  в першому контурі 
 

111 Xqq ii  ;                                      (5.25) 
 

в) дія моменту 2X  в другому контурі 
 

222 Xqq ii  ;                                      (5.26) 
 

г) сумарні потоки дотичних сил 
 

iipi qqqq 21 
,                              (5.27) 

 
де знак   означає векторне складання потоків. На кожній ділянці контуру 
кожний з доданків формули (6.26) може позначати тільки один з двох мож-
ливих напрямків залежно від орієнтації ділянки: для горизонтальних діля-
нок  вправо або вліво, для вертикальних  вгору або вниз, для похилих  
знизу зліва вгору направо або навпаки (або зверху зліва вниз направо або 
навпаки). Відповідно до цих напрямків можна ввести місцеве правило зна-
ків для кожної ділянки і провести підсумовування результатів за формулою 
(6.26) згідно з вибраним довільно місцевим правилом знаків. 

Виконати перевірку. Якщо сумарні потоки знайдені вірно, то має ви-
конуватися умова статичної еквівалентності моментів не тільки відносно 
першої моментної точки T  (див. підрозд. 5.8), а й будь-якої іншої момент-
ної точки 1T  (наприклад, нижнього поясу заднього лонжерона): 
 

   yTiT QMqM
11


.                                   (5.28) 

 
Якщо ліва частина виразу (5.28) відрізняється від правої не більше, 

ніж на 3%, то отриманий розв’язок слід визнати правильним. Одержання 
такого результату після проведення всіх чотирьох перевірок підтверджує 
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виконання як закону рівноваги, так і закону суцільності, що є гарантією 
правильного розв’язання задачі. 
 

 
5.10. Оцінювання міцності стінок і обшивок 

 
Перевірку стійкості не проводять, оскільки розрахункова схема тон-

костінного стрижня передбачає наявність жорстких діафрагм, що безпере-
рвно розподіляються по довжині стрижня. 

Оскільки всі ділянки обшивки мають однакову товщину і зроблені з 
одного матеріалу, для визначення максимальних дотичних напружень в 

обшивці досить знайти максимальний потік обш
maxq  і поділити на товщину: 

 

1

обш
обш


 max

max

q
 .                                      (5.29) 

 

Коефіцієнт запасу міцності обшивки при зсуві 
 

обш

гранобш

max

maxn



 ,                                      (5.30) 

 

де гран   границя текучості при зсуві матеріалу Д16Т (близько 180 МПа). 
Для оцінювання міцності стінок лонжеронів слід обчислити величину 

дотичного напруження в кожній з них за формулою 
 

ст

ст
ст

i

i
i

q


  ,                                         (5.31) 

 
де i   номер стінки, а потім із одержаних значень слід вибрати найбільше 
за абсолютною величиною і визначити запас міцності при зсуві матеріалу 
стінок 
 

ст

ст
гран

ст

max

n



 ,                                        (5.32) 

 

де 
ст
гран   границя текучості при зсуві матеріалу стінок сталі 30ХГСНА 

(прийняти 700 МПа). 
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5.11. Визначення центра жорсткості (метод фіктивного моменту) 
 

Метод фіктивного моменту базується на використанні двох підходів 
до визначення крутного моменту: 
 

 геометричного підходу 
 

ц.жкр aQM y  ,                                      (5.33) 
 

де ц.жa   відстань від центра жорсткості до лінії дії сили yQ ; 
 

 фізичного підходу 
 

кркр GJM  ,                                     (5.34) 
 
 

де крGJ   крутильна жорсткість перерізу;    дійсне значення відносно-
го кута закручування перерізу залежно від заданого навантаження. 

Метод фіктивного моменту застосовують в тих випадках, коли з по-
передніх розрахунків вже відома величина  . Однак в разі багатозамкну-
тих контурів (на відміну від однозамкнутого) не існує простої формули кру-
тильної жорсткості, і цю величину доводиться визначати за допомогою ме-
тоду фіктивного моменту. 

Відповідно до цього методу до розглянутого перерізу подумки прик-
ладають безрозмірний крутний момент 1ф M , спрямований, наприклад, 
за годинниковою стрілкою, і знаходять відносний кут закручування, спри-
чинений цим моментом. 

При цьому розв’язувальна система рівнянь походить із системи 
(5.13), (5.17) з урахуванням таких особливостей кручення без згинання: 
 

 потоки 0piq ; 
 

 момент   0piT qM ; 
 

 коефіцієнти 0jP ; 
 

 замість моменту, що залежить від сили yQ , за умови статичної 

еквівалентності моментів враховують фіктивний момент 1ф M . 
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Крім того, слід враховувати, що одиничні стани 1ф 1 Х  і 1ф 2 Х  
нічим не відрізняються від розглянутих раніше в підрозд. 5.4 і 5.5. Отже, 
коефіцієнти jk  вже відомі. Вони обчислені раніше за формулами (5.5), 

(5.8) і (5.10); розмірність цих коефіцієнтів  Нм2 . 
Таким чином, система рівнянь для пошуку розв’язку набуває вигляду 

 
   











.XX

,XX

1

0

ф2ф1

ф21222ф11121 
             (5.35) 

 
Розв’язок системи (5.35) приводить до безрозмірних моментів в кон-

турах ф1X   і ф2X  . Якщо 0ф jX , то момент спрямовано за годиннико-
вою стрілкою. 

Відносний кут закручування, спричинений дією фіктивного моменту, 
визначають за формулою 
 

 2ф1фсер.ф
2

1
  ,                                 (5.36) 

 
де 
 

.XX

XX

ф222ф1212ф

ф212ф1111ф ;








                              (5.37) 

 
Слід переконатися, що різниця між цими двома значеннями не пере-

вищує 3 %; інакше величини фjX   визначені неправильно. Розмірність ф  
 (Нм2)1. 

Проведений розрахунок профілю залежно від дії фіктивного моменту 
дозволяє визначити крутильну жорсткість перерізу 
 

  1
сер.ф

сер.ф

ф
кр




 


M
GJ .                              (5.38) 

 

Далі проводять виділення крутного моменту із заданого навантажен-
ня (розкладання системи внутрішніх силових факторів на згинання і кру-
чення): 
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серкркр GJM ,                                     (5.39) 
 
причому відносний кут закручування був обчислений раніше в підрозд. 5.8 
за формулою (5.23). Момент крM  спрямований так само, як і кут сер . 

Будемо вважати крM  додатним, якщо він спрямований за годинниковою 
стрілкою, і від’ємним в іншому випадку. 

Використовуючи геометричне визначення крутного моменту крM , 

знаходимо відстань від лінії дії заданої сили yQ  до центра жорсткості: 
 

.
Q

M
a

y

кр
1                                               (5.40) 

 
Додатне значення 1a  відкладають вправо від лінії дії сили yQ . Для 

прив'язки положення центра жорсткості до геометрії перерізу визначають 
відстань від носика перерізу до центра жорсткості: 
 

1ц.ж acx  .                                           (5.41) 
 

При додаванні слід враховувати знак 1a . 
 

 
5.12. Визначення центра жорсткості (метод фіктивної сили) 

 
Метод фіктивної сили засновано на тому, що дія поперечної сили не 

спричиняє крутіння ( 0 ), якщо лінія дії цієї сили проходить через 
центр жорсткості. Відповідно до цієі властивості центр жорсткості визнача-
ється як точка, через яку проходить рівнодіюча потоків дотичних сил (зги-
нання без кручення). 

У симетричних перерізах центр жорсткості лежить на осі симетрії, 
отже, в даному випадку  на осі Ox . Залишається визначити точку на осі 
Ox . Для цього потрібно дослідити дію сили yQ . Щоб визначити місце ро-

зташування сили yQ , слід обчислити момент відповідних потоків дотичних 
сил відносно довільної моментної точки і розділити цей момент на величи-
ну рівнодіючої сили yQ . 
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При використанні методу фіктивної сили до розглянутого перерізу 
подумки прикладають фіктивну силу, причому вважають, що лінія її дії 
проходить через центр жорсткості. 

Рекомендують як фіктивну силу використати діючу силу, подумки 
змістивши її до центра жорсткості. Далі слід розглянути три стани основної 
системи. 

У вантажному стані виникають потоки piq , які збігаються зі знайде-

ними раніше (див. підрозд. 5.3). Зайві невідомі  контурні моменти, які мо-
жна позначити в даному випадку ф1X   і ф2X    спочатку вважають спря-

мованими за годинниковою стрілкою. Перший і другий одиничні стани, а 

також коефіцієнти jk  і jP  не відрізняються від знайдених в під-

розд. 5.4, 5.5. 
Складають систему рівнянь для визначення зайвих невідомих ф1X   і 

ф2X  . У даному випадку, коли 0 , досить двох рівнянь сумісності де-
формацій (без умови статики): 
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                         (5.42) 

 
Зайві невідомі ф1X   і ф2X   визначаються розв’язком системи (5.42).  

У разі використання формул Крамера вільні члени слід перенести в праву 
частину з протилежними знаками. За знаками отриманих величин момен-

тів слід уточнити їх напрямки: якщо 0jX , то він спрямований за годин-

никовою стрілкою. Для обчислення моменту, залежного від потоку дотич-
них сил, моментну точку рекомендується вибрати нижній пояс середнього 
лонжерона, як і в підрозд. 5.8. Тоді можна скористатися вже знайденим 

моментом  piT qM . Якщо момент спрямовано за годинниковою стрілкою, 

приписуємо йому знак «+». 
Сумарний момент, залежний від потоків дотичних сил: 

 
   piT qMXXqM  2фф1 .                        (5.43) 
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Якщо отримана величина  qMT  є додатною, то момент спрямова-
но за годинниковою стрілкою. 

Відстань від моментної точки до лінії дії фіктивної сили yQ , що про-
ходить через центр жорсткості, визначається виразом 
 

 

yQ

qM
a

кр
2  .                                             (5.44) 

 
При додатних  qMT  і yQ  центр жорсткості розташовано зліва від 

моментної точки. 
Відстань від носика перерізу до центра жорсткості визначається  

формулою 
 

2ц.ж aax  ,                                            (5.45) 
 
де a   відстань від носика перерізу до стінки середнього лонжерона. 

Знайдене положення центра жорсткості має збігатися (з точністю до 
похибки округлення) з положенням центра жорсткості, знайденим в під-
розд. 5.11 ( ц.жx ). Для перевірки обчислень визначають відносну похибку 
 

%
ba

xx
 100

ц.жц.ж




.                                (5.46) 

 
Якщо ця величина не перевищує 3 %, то положення центра жорстко-

сті знайдено правильно (з точністю до 3 % хорди перерізу). 
 

Наявність двозамкнутого контуру в поперечному перерізі харак-

терна для крил і оперення літаків. Положення центра жорсткості є не-

обхідним для поділу напруженого стану цих агрегатів на згинання і кру-

чення при аналізі коливань і аеропружності. 

 
Приклади розрахунку двозамкнутого контуру наведено в дод. 9. 
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Додаток 1 
 

ВАРІАНТИ ВИХІДНИХ ДАНИХ ДО ЗАДАЧІ  
«ДОСЛІДЖЕННЯ НОРМАЛЬНИХ ЗГИНАЛЬНИХ НАПРУЖЕНЬ  

В ДИСКРЕТНОМУ НЕОДНОРІДНОМУ ПЕРЕРІЗІ КРИЛА» 
 

Таблиця Д.1.1 
 

Параметр 
Числове значення параметра  

за номером зосередженого елемента на рис. 1.1 
1 2 3 4 5 6 

0
ix , см 0 50 100 100 50 0 
0
iy , см 11 13 9 - 8 - 12 - 10 

if , см2 11 21 7 6 20 10 

iE , ГПа 200 70 200 70 200 70 
тi, МПа 1100 350 1100 350 1100 350 

xM  = - 800 000 Нм; ( 0 zy NM ) 
 

Таблиця Д.1.2 
 

Параметр 
Числове значення параметра  

за номером зосередженого елемента на рис. 1.1 
1 2 3 4 5 6 

0
ix , см 0 50 100 100 50 0 
0
iy , см 12 14 10 - 8 - 12 - 10 

if , см2 12 22 8 6 20 10 

iE , ГПа 70 200 70 200 70 200 
тi, МПа 350 1100 350 1100 350 1100 

xM  = - 450 000 Нм; ( 0 zy NM ) 
 

Таблиця Д.1.3 
 

Параметр 
Числове значення параметра  

за номером зосередженого елемента на рис. 1.1 
1 2 3 4 5 6 

0
ix , см 0 50 100 100 50 0 
0
iy , см 13 15 11 - 8 - 12 - 10 

if , см2 15 23 9 16 20 10 

iE , ГПа 200 70 200 200 70 200 
тi, МПа 1100 350 1100 1100 350 1100 

xM  = - 600 000 Нм; ( 0 zy NM ) 
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Таблиця Д.1.4 
 

Параметр 
Числове значення параметра  

за номером зосередженого елемента на рис. 1.1 
1 2 3 4 5 6 

0
ix , см 0 50 100 100 50 0 
0
iy , см 14 16 12 - 8 - 12 - 10 

if , см2 14 24 10 6 20 10 

iE , ГПа 200 70 200 200 70 200 
тi, МПа 1100 350 1100 1100 350 1100 

xM  = - 550 000 Нм; ( 0 zy NM ) 
 
 
 

Таблиця Д.1.5 
 

Параметр 
Числове значення параметра  

за номером зосередженого елемента на рис. 1.1 
1 2 3 4 5 6 

0
ix , см 0 50 100 100 50 0 
0
iy , см 15 17 13 - 8 - 12 - 10 

if , см2 15 35 11 16 20 10 

iE , ГПа 200 70 200 70 200 70 
тi, МПа 1100 350 1100 350 1100 350 

xM  = - 650 000 Нм; ( 0 zy NM ) 
 
 
 

Таблиця Д.1.6 
 

Параметр 
Числове значення параметра  

за номером зосередженого елемента на рис. 1.1 
1 2 3 4 5 6 

0
ix , см 0 50 100 100 50 0 
0
iy , см 16 18 14 - 8 - 12 - 10 

if , см2 16 26 12 16 20 20 

iE , ГПа 200 70 200 200 70 200 
тi, МПа 1100 350 1100 1100 350 1100 

xM  = - 1 450 000 Нм; ( 0 zy NM ) 
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Таблиця Д.1.7 
 

Параметр 
Числове значення параметра  

за номером зосередженого елемента на рис. 1.1 
1 2 3 4 5 6 

0
ix , см 0 50 100 100 50 0 
0
iy , см 17 19 15 - 9 - 13 - 11 

if , см2 16 36 6 16 30 10 

iE , ГПа 200 70 200 200 70 200 
тi, МПа 1100 350 1100 1100 350 1100 

xM  = - 1 500 000 Нм; ( 0 zy NM ) 
 
 
 

Таблиця Д.1.8 
 

Параметр 
Числове значення параметра  

за номером зосередженого елемента на рис. 1.1 
1 2 3 4 5 6 

0
ix , см 0 50 100 100 50 0 
0
iy , см 18 20 15 - 10 - 14 - 12 

if , см2 15 25 11 10 20 10 

iE , ГПа 200 70 200 200 70 70 
тi, МПа 1100 350 1100 1100 350 350 

xM  = - 1 600 000 Нм;  ( 0 zy NM ) 
 
 
 

Таблиця Д.1.9 
 

Параметр 
Числове значення параметра  

за номером зосередженого елемента на рис. 1.1 
1 2 3 4 5 6 

0
ix , см 0 50 100 100 50 0 
0
iy , см 18 20 16 - 11 - 15 - 13 

if , см2 14 25 12 9 15 11 

iE , ГПа 100 200 100 200 100 200 
тi, МПа 750 1100 750 1100 750 1100 

xM  = - 1 700 000 Нм; ( 0 zy NM ) 
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Таблиця Д.1.10 
 

Параметр 
Числове значення параметра  

за номером зосередженого елемента на рис. 1.1 
1 2 3 4 5 6 

0
ix , см 0 50 100 100 50 0 
0
iy , см 6 10 5 - 4 - 10 - 5 

if , см2 16 20 14 10 20 10 

iE , ГПа 200 100 100 200 100 100 
тi, МПа 1100 750 750 1100 750 750 

xM  = - 360 000 Нм; ( 0 zy NM ) 
 
 
 

Таблиця Д.1.11 
 

Параметр 
Числове значення параметра  

за номером зосередженого елемента на рис. 1.1 
1 2 3 4 5 6 

0
ix , см 0 100 200 200 100 0 
0
iy , см 10 15 12 - 8 - 12 - 8 

if , см2 16 18 20 22 24 26 

iE , ГПа 70 200 70 200 70 200 
тi, МПа 350 1100 350 1100 350 1100 

xM  = - 650 000 Нм; ( 0 zy NM ) 
 
 
 

Таблиця Д.1.12 
 

Параметр 
Числове значення параметра  

за номером зосередженого елемента на рис. 1.1 
1 2 3 4 5 6 

0
ix , см 0 50 100 100 50 0 
0
iy , см 20 22 20 - 10 - 15 - 10 

if , см2 20 30 10 30 20 10 

iE , ГПа 200 70 200 200 70 200 
тi, МПа 1100 350 1100 1100 350 1100 

xM  = - 1 600 000 Нм; ( 0 zy NM ) 
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Таблиця Д.1.13 
 

Параметр 
Числове значення параметра  

за номером зосередженого елемента на рис. Д.1.1 
1 2 3 4 5 6 7 8 

0
ix , см 0 35 70 100 100 70 35 0 
0
iy , см 10 15 20 8 - 10 - 20 - 15 - 8 

if , см2 4 6 8 10 11 9 7 5 

iE , ГПа 200 70 70 200 100 70 70 100 
тi, МПа 1100 350 350 1100 750 350 350 750 

xM  = - 1 500 000 Нм; ( 0 zy NM ) 
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Рис. Д.1.1. Схема перерізу крила 
 
 
 

 Таблиця Д.1.14  

 

 

Значення фіктивного модуля 
пружності 

 
 

 Варіант фE , ГПа  
 1 200  
 2 100  
 3 50  
 4 160  
 5 80  
 6 64  
 7 128  
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Додаток 2 
 

ВАРІАНТИ ВИХІДНИХ ДАНИХ ДО ЗАДАЧІ «ДОТИЧНІ НАПРУЖЕННЯ  
У ВІДКРИТОМУ ПРОФІЛІ» 
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Рис. Д.2.1 

 
Рис. Д.2.2 
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Рис. Д.2.3 

 
Рис. Д.2.4 
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Рис. Д.2.5 

 
Рис. Д.2.6 
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Рис. Д.2.7 Рис. Д.2.8 
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Рис. Д.2.13 
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Рис. Д.2.17 
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Рис. Д.2.21 
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Рис. Д.2.23 

 
Рис. Д.2.24 
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Рис. Д.2.25 
 

Рис. Д.2.26 
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Рис. Д.2.27 
 

Рис. Д.2.28 
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Рис. Д.2.31 
 

Рис. Д.2.32 
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Рис. Д.2.33 
 

Рис. Д.2.34 
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Рис. Д.2.35 

 
Рис. Д.2.36 
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Рис. Д.2.37 
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Рис. Д.2.39 
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Рис. Д.2.41 

 
Рис. Д.2.42 

 



66 

 

xh d

b

B = 30 см;

h = 30 см;

d = 1 см;
Qy = 200 кН

b = 20 см;
y

B

 

x

Hh

d

b
H = 32 см;

b = 20 см;

d = 1 см;
Qy = 300 кН

h = 20 см;

 
 

Рис. Д.2.43 
 

Рис. Д.2.44 
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Додаток 3 
 

ПРИКЛАДИ РОЗВ'ЯЗАННЯ ЗАДАЧ ЗА ТЕМОЮ «ДОТИЧНІ НАПРУЖЕННЯ  
У ВІДКРИТОМУ ПРОФІЛІ» 

 
Задача № 1 

 
Розглянути відкритий простий профіль без розгалужень  

(рис. Д.3.1.1), стінки якого працюють на нормальні напруження ( 0d ). 
Профіль є симетричним відносно осі x . 
 

 

Дано: d =1 см; 1а = 6 см; 
2а =10 см; 3а = 8 см; R = 16 см; 

a = 30º. 
Товщина стінок d  пос-

тійна на всьому контурі перері-
зу. Прикладена вгору сила  
Qy = 200 кН. У кінцевих точках  
А і Н розташовані зосереджені 
площі f =4 см2.  

Знайти розподіл дотич-
них напружень на контурній лі-
нії перерізу. 

x

a3

a2 a 1

a

a

a

R

A

BC
D

F

E G

H f

f

 
Рис. Д.3.1.1. Простий відкритий профіль 

 

 
 
 

Розв’язання 
 

Головні осі. Вісь x  є віссю симетрії, отже, однією з двох взаємно пер-
пендикулярних головних осей. Положення другої головної осі Oy  в цій за-
дачі визначати не потрібно. Координати iy  будь-якої точки на контурній лі-
нії можна обчислити за заданими геометричними параметрами. 
 

Момент інерції перерізу xJ . Загальна компактна формула для ви-
значення xJ  в тонкостінному профілі має вигляд (інтеграл Стілтьєса) 
 




dFyJ x
2                                           (Д.3.1.1) 
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або в розгорнутому вигляді 
 

    



су

1

2

1

2
n

j
jj

n

i
x fydttyJ

i

d ,                           (Д.3.1.2) 

 
де yn   кількість ділянок, на які розбивають контурну лінію; ділянкою нази-

вають частину контуру, в межах якої функція  tfy d  описується одні-
єю формулою; в даному випадку yn = 7; сn   кількість зосереджених еле-

ментів в перерізі (в даному випадку сn =2). 
Подальші обчислення реалізують формулу (Д.3.1.2). 
1. Зосереджений елемент в точці A  дає момент інерції 

 

180,5160,586sinRsinaayA  aa31 см. 
 

Звідси 1296184J 2
f  см4. Такий же внесок в момент інерції пере-

різу робить елемент в точці H . 
2. Ділянка AB  являє собою вертикально витягнутий прямокутник. 

Момент інерції ділянки AB  відносно власної центральної осі, паралельної 
Ox :  
 

18
61a

J AB 






1212

33
10 d

 см4. 

 
Координата центра ділянки AB  (див. рис. Д.3.1.1) 

 

15318
a

yy AAB 
2

1 см. 
 

Площа ділянки 661aFAВ  1d см2. Момент інерції ділянки AB  ві-
дносно осі Ox :  
 

136861518FyJJ ABABABAB  220 см4. 
 

Такий же внесок в момент перерізу робить і ділянка GH . 
3. Ділянка BC  є горизонтально витягнутим прямокутником. Власний 

момент інерції ділянки BC  відносно горизонтальної осі, що проходить через 
центр ділянки, до уваги береться, що 00 BCJ . Залишається тільки перенос-
ний момент. Координата центра ділянки BC  12618ayy ABC  1  см. 

Отже, 144011012FyJ BCBCBС  22  см4. Такий же внесок в момент 
інерції перерізу робить і ділянка FG . 
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4. Ділянка CD  є горизонтально витягнутим прямокутником, вісь якого на-
хилена під кутом a  до осі Ox . Момент інерції ділянки CD  відносно власної го-

ловної осі, перпендикулярної контуру: 42,67
12

81

12

a
J 







33
30 d

 см4. 

Власний момент інерції ділянки CD  відносно горизонтальної осі ви-
значаємо за формулою повороту осей: 10,67sinJJCD  a

200 см4. 
Координата центра ділянки 

 

100,5
2

8
12sin

2

a
yy BCCD  a3 см. 

 

Отже, момент інерції ділянки CD  відносно осі Ox   
 

810,6781010,67FyJJ CDCDCDCD  220 см4. 
 

Такий же внесок в момент інерції перерізу робить і ділянка EF . 
5. Ділянка DE  являє собою кільцевий сектор, вісь симетрії якого збіга-

ється з головною віссю перерізу. Використовуємо формулу (3.1.2) для визна-
чення криволінійних стінок: 
 

 
l

DE dtyJ d2 . 

 

Оскільки контур ділянки є дугою кола, замість дугової координати t  
вводимо кутову координату  , причому aa  , тобто відлічуємо від 
осі Ox  вгору (проти годинникової стрілки). В результаті отримуємо вирази 

sinRy  ; dRtd  , які підставляємо в підінтегральний вираз:  
 

.371
4

3

6
116

2

2dsin
RdsinRdRsinRJ DE

43

32322

см 

















 





addd
a

a

a

a  

 

6. Повний момент інерції перерізу визначаємо підсумовуванням вкладів 
ділянок: 
 

 

  .10200810,67144013681296271

JJJJ2JJ CDBCABfDEx

4см 3 

 
 

 

Епюра поточних статичних моментів. Формула поточного статич-
ного моменту в контурній точці з координатою t  має вигляд 
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t

x dFytS
0

 .                                   (Д.3.1.3) 

 

На відміну від формули (Д.3.1.1) в даному випадку маємо змінну вер-
хню межу інтегрування. У розгорнутому вигляді формула (3.1.3) також має 
змінні верхні межі: 
 

     
 

 



t tm

j
jjx

c

fydytS
0 1

d ,                     (Д.3.1.4) 

 

де  tmc   кількість зосереджених елементів, розташованих в інтервалі 
[ t;0 ],    допоміжна змінна інтегрування ( t0 ). 

Ураховуючи правило стикування ділянок, епюру поточного статично-
го моменту будуємо незалежно на кожній з ділянок контурної лінії за фор-
мулою 
 

      d dyStS
it

ii  
0

0 , 

 

де 0
iS   статичний момент в початковій точці i -ї ділянки контурної лінії. 
Початком відліку дугової координати слід вибрати ту з двох вільних 

точок контурної лінії, яка знаходиться в зоні додатних значень y . Оскільки 
в початковій точці розглянутого профілю (точка A) знаходиться зосере-
джена площа f , а згідно з правилом початкового нуля поточний статич-
ний момент на початку відліку має дорівнювати нулю, вводимо додаткову 
фіктивну ділянку нульової довжини так, щоб початок і кінець цієї ділянки 
(точка 0A ) розташовувалися перед зосередженим елементом f . Ясно, що 
на цій ділянці статичний момент дорівнює нулю. Аналогічну фіктивну до-
даткову ділянку створюємо подумки і за зосередженим елементом f  в то-
чці H . Початкова точка цієї ділянки (точка 0H ) розташована за зосере-
дженим елементом f . 

Таким чином, дугова координата t  обходить точки контурної лінії 
профілю в послідовності 00ABCDEFGHHA , причому в точках 0A  і 0H  
статичний момент дорівнює нулю. 

Для оцінювання напруженого стану в перерізі тонкостінного профілю 
при зсуві слід використовувати графічні зображення досліджуваних функ-
цій, аргументом яких є контурна координата t . Значення досліджуваної 
функції відкладаємо від точки на контурній лінії за перпендикуляром до 
дотичної в цій точці. 
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Такі графіки називаються епюрами. Щоб не визначати значення фун-
кції у всіх точках контурної лінії, використовують математичні методи ана-
лізу поведінки функції, зокрема пошук екстремуму і характер опуклості  
в інтервалі. 

Ділянка AB . Початкове значення 0
1S  на ділянці AB  визначаємо за 

правилом стикування ділянок, а саме: початкове значення поточного ста-
тичного моменту на даній ділянці дорівнює кінцевому значенню поточного 
статичного моменту на попередній ділянці плюс статичний момент зосе-
редженої площі на межі цих ділянок. У даному випадку 
 

72418fyS А 0
1 см3. 

 

Використання правила стикування ділянок дозволяє на кожній новій 
ділянці вводити нову дугову координату з початковим значенням 0t  в 
початковій точці розглянутої ділянки. Цю можливість використовуємо в по-
дальшому для всіх ділянок контуру. 

Параметрична залежність підінтегрального вираження 
 

      dd  Ayy . 
 

Інтегрування прирощення дає можливість одержати функцію від вер-
хньої межі t  

    
t

A
2

t
18tdytS

0

2

1 d . 

 

Отримана функція є квадратною параболою, тому потрібно провести 
її аналіз на екстремум і опуклість. Умовою екстремуму є 
 

  t18S
td

d
1 . 

 

На ділянці AB  координата t  змінюється в межах  6;0 . Отже, екстре-
мум відсутній, похідна всюди є додатною, тобто функція монотонно зрос-
тає. Друга похідна 

  112

2

S
dt

d
  

 

всюди є від'ємною. Отже, перегинів немає, і функція всюди опукла. 
При побудові графіка функції  tSx  як нульову лінію будемо викорис-

товувати контурну лінію профілю. Додатні значення функції будемо відк-
ладати вліво, якщо дивитися в напрямку додатних t  (правило «лівої ру-
ки»). В цьому випадку опуклість означає, що всі точки кривої лежать лівіше 
дотичної до неї в будь-якій точці (рис. Д.3.1.2). 
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A

B

t

S1x (t)  см3

162

72

 
 

Рис. Д.3.1.2. Епюра  tS x1  
 

Скінченне значення приросту ( 6t  см) 
 

90
2

6
618S

2
* 1  см3. 

 

Скінченне значення функції *S1  на першій ділянці 
 

1629072SSS  *
1

0
1

*
1 см3. 

 

Ділянка BC  (рис. Д.3.1.3). Початкове значення 162SS  *
1

0
2  см3. 

 

162

282

S2x (t)  см3

BC
t

 
 

Рис. Д.3.1.3. Епюра  tS x2  
 

Параметрична залежність   12yy B 2  см = сonst. 

Інтеграл приросту    
t

t12d112tS
0

2  . 

Отримана функція є лінійною, в цьому випадку не потрібно проводи-
ти аналіз. 

Скінченне значення приросту (при 10t  см) 1201012S* 2  см3. 
Повний поточний статичний момент в кінці ділянки 
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282120162SSS **  2
0
22  см3. 

 

Ділянка CD  (рис. Д.3.1.4). Початкове значення 282SS *  2
0
3  см3. 

 

t 282

362

C
D

 tS x3

 
 

Рис. Д.3.1.4. Епюра  tS x3  
 

Параметрична залежність       dad
2

1
12sinyy С 3 . 

Інтеграл приросту  
4

t
t12d

2
12tS

t 2

0

3 







  


 . 

Аналіз функції: перша похідна 
2

t
12f  , при 8t 0  похідна всю-

ди є додатною, тобто функція монотонно зростає, екстремуму не має. Дру-

га похідна 
2

1
f   всюди є додатною, тобто перегинів немає, функція 

опукла вправо і вниз (див. рис. Д.3.1.4). 

Скінченне значення приросту 80
4

8
812S* 

2

3  см3. 

Поточний статичний момент в кінці ділянки 36280282S* 3 см3. 
 

Ділянка DE  (рис. Д.3.1.5). Початкове значення в початковій точці че-
твертої ділянки 362SS *  3

0
4 см3. 

Для побудови параметричної залежності  y  на дуговій ділянці за-
мість контурної координати   (див. формулу (Д.3.1.4)) вводимо кутову ко-
ординату   так, що R  ,  Rdd   . У результаті отримуємо 
     a  sinRyy . 
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362

S4x (t)  см3

t

362

E

D

396,3

 
 

Рис. Д.3.1.5. Епюра  tS x4  
 

Інтеграл приросту     


da
0

4 dRsinRS . 

Використовуючи стандартні тригонометричні співвідношення і табли-
цю інтегралів, знаходимо 
 

      daad fRcoscosRS  22
4 . 

 

Аналіз функції починаємо з перевірки наявності екстремуму. Перша 
похідна    a  sinf  дорівнює нулю при a  . Ця точка лежить на 
горизонтальній осі симетрії перерізу. Тут є екстремум. 

Друга похідна    a  cosf  є від’ємною у всьому діапазоні 
можливих значень  aa  ;: . Отже, екстремум є максимумом. Число-
ве значення максимуму приросту 
 

  34,30,1340116RS  22
max4 cos1 ad  см3. 

 

Відповідне максимальне значення повного поточного статичного мо-
менту 
 

396,334,3362SSS  max4
0
4max4 см3. 
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Скінченне значення приросту в точці E  ( a 2 ) 
 

   022
4  aaad coscosRS* . 

 

Отже, поточний статичний момент в точці E  
 

362SS  0
4

*
4 см3. 

 
Ділянка EF  (рис. Д.3.1.6). Початкове значення 362SS *  4

0
5 см3. 

 

t

282

S5x (t)  см3
362

E

F

 
 

Рис. Д.3.1.6. Епюра  tS x5  
 

Параметрична залежність (прямолінійна ділянка)  
 

  a
2

1
8sinyy Е 2 . 

 

Інтеграл приросту 
 

 
4

8
2
18

2

0
5

ttdtS
t









  d . 

 

Аналіз функції починаємо з пошуку екстремуму  
2

85
tS

dt
d

 . 

У діапазоні ( 80  t ) перша похідна всюди є від’ємною, отже, екст-

ремуму немає, функція монотонно убуває. Друга похідна  
2
1

52

2
 S

dt
d  

всюди є негативною, отже, перегинів немає, функція опукла. Скінченне 
значення приросту є від’ємним ( 10t   см): 
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80
4

8
88

2

5 *S  см3. 
 

Повний поточний статичний момент в кінці ділянки 
 

28280362SSS **  5
0
55   см3. 

 

 
Ділянка FG  (рис. Д.3.1.7). Початкове значення 282SS *  5

0
6 см3. 

 

162

282

S6x (t)  см3

F G t
 

 
Рис. Д.3.1.7. Епюра  tS x6  

 
Параметрична залежність 

 

  12yy F 6 см. 
 

Інтеграл приросту 
 

    
t

tdtS
0

6 1212 d . 

 

Аналіз функції не потрібен (функція лінійна). 
Скінченне значення приросту є від’ємним ( 10t   см): 

 

120S* 6  см3. 
 

Повний поточний статичний момент в кінці ділянки FG  
 

162120282SSS **  6
0
66   см3. 

 
 

Ділянка GH  (рис. Д.3.1.8). Початкове значення 162SS *  6
0
7 см3. 
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G

H

t

S7x (t)  см3

162

72

 
 

Рис. Д.3.1.8. Епюра  tS x7  
 

Параметрична залежність 
 

    127 Gyy . 
 

Інтеграл приросту 
 

   
2

12112
2

0

7

t
tdtS

t

   . 

 

Аналіз функції: перша похідна – функція   tS
dt

d
 127  є 

від’ємною на всій ділянці GH . Екстремум відсутній, функція монотонно 

убуває. Друга похідна   17

2

S
dt

d
  всюди є від’ємною: перегинів немає, 

функція опукла. 
Скінченне значення приросту ( 6t   см) поточного статичного моменту 

 

90
36

6S* 
2

127  см3. 
 

Повний поточний статичний момент в кінці ділянки GH  
 

7290162SSS **  7
0
77   см3. 

 

Ділянка 0HH  (додаткова). Початкове значення  fySS H
*
7

0
8  

  0 41872 см3. 
 

Оскільки додаткова дільниця не має ні довжини, ні товщини, приріст 
відсутній. Отже, отримано нульове значення в кінцевій точці контурної лі-
нії, що відповідає правилу «кінцевого нуля». 
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Зведена епюра поточних статичних моментів показана  
на рис. Д.3.1.9. Видно, що епюра поточних статичних моментів вийшла 
симетричною відносно осі симетрії перерізу. Цей факт відповідає загальній 
теоремі про симетрію: якщо переріз є симетричним осі Ox , то епюра пото-
чних статичних моментів  tSx  також симетрична осі Ox . 

x

Sx (t),  см3

72

72

162
162

162

162

282

282

362

362

362

362

396,3

 
 

Рис. Д.3.1.9. Епюра  tSx  
 

Найбільше значення функції  tSx  (рис. Д.3.1.9), а отже, і максимум 
дотичного напруження досягаються в точці перетину контуру з віссю симе-
трії. 

Розглянемо визначення напрямків дотичних сил і їх величин в харак-
терних точках. 

Епюра потоків дотичних сил подібна епюрі поточних статичних моме-
нтів на рис. Д.3.1.9. Слід знайти значення потоку в характерних точках. 
Характерними точками в цьому прикладі є точки, позначені на рис. Д.3.1.1. 

Точка A   крайня верхня точка 
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смкН 1,41720,0196172
10200

200
S

J

Q
)t(q A

x
x

y
 . 

Коефіцієнт 0,01961
J

Q

x

y
  є загальним для всіх точок перерізу. Для 

визначення величини дотичного напруження необхідно величину потоку 
поділити на товщину стінки в даній точці контуру. У розглянутому прикладі 

1d  см. Отже, 
 

МПа 
5

14,1
0,01

101,41qA
A 




d
 . 

 

Аналогічно обчислюємо дотичні напруження в інших характерних то-
чках. Епюра  t  показана на рис. Д.3.1.10. 
 

x

 (t),  МПа

-14,1

-1,41

-31,8

-31,8

-31,8

-55,3

-55,3

-71,0

-71,0

-71,0

-77,7

-31,8

-71,0

 
 

Рис. Д.3.1.10. Епюра  t  
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Для визначення напрямку потоків дотичних сил і дотичних напружень 
застосовуємо правило, загальне для профілів з відкритим контуром: якщо 
дотичне напруження є додатним, то його напрямок збігається з напрямком 
контурної координати; від'ємні дотичні напруження спрямовані проти кон-
турної координати. 

У всіх точках контуру значення  t  і  t  – від'ємні; значить, у всіх 
точках контуру зберігається один і той самий напрямок потоків дотичних 
сил: проти напрямку контурної координати, тобто за годинниковою стріл-
кою. 

Відповідно до цих правил побудовано епюру на рис. Д.3.1.10, де вид-
но, що рівнодіюча дотичних напружень в перерізі спрямована вгору, як і 
задана сила yQ . 
 
 

Задача № 2 
 

Розглянути відкритий простий профіль без розгалужень  
(рис. Д.3.2.1), стінки якого працюють на нормальні напруження ( 0d ). 
Профіль симетричний відносно осі x . 
 
 

R

d

x

I

II

III

f

f
 

 
 
 
Дано: товщина стінок d  

постійна по всьому контуру 
перерізу (d =1 см). Прикладе-
на вгору сила yQ = 400 кН. 
R = 20 см. Зосереджені площі 
f =5 см2. 

Знайти розподіл потоків 
дотичних сил на контурній лі-
нії перерізу. 

 
Рис. Д.3.2.1. Відкритий профіль 

 

Центр ваги перерізу шукати не потрібно. Він знаходиться на осі x . 
Визначаємо момент інерції площі перерізу відносно осі x : 
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.32560
1203,14

201205

R
RRRfI x

4
3

32

3
22

см 
2

22

2
22







d

d
 

Визначаємо функцію поточного статичного моменту площі перерізу 
відносно осі x . Розбиваємо переріз на три ділянки (див. рис. Д.3.2.1). 

Перша ділянка (рис. Д.3.2.2). Контурна координата t   Rt 0  . До-
поміжна координата    t0 ; 

x

R



t

dF

 
 

Рис. Д.3.2.2. Перша ділянка 
 

  Ry 1 ; 00
1 xS ; 

   

.400201R

RtRRdtSStS
Rtt

t
t

xxx

322

00
0

1
0
11

см 

0






d

ddd
 

 

Друга ділянка (рис. Д.3.2.3). Контурна координата     0  . До-
поміжна координата     0 ; 
 

x





dF

y 2



 
 

Рис. Д.3.2.3. Друга ділянка 
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   cosRy 2 ; 3
1 см 400Sx  ; dd RdddF  ; 

 

   

.500900500sin400500

sin201500sinR500sinR500

RdcosR205400SfRSS xxx

33

2

3

0

22

0

2

0

212

см см см 





















dd

d

 

 
 

Третя ділянка (рис. Д.3.2.4). Контурна координата t   Rt 0  . До-
поміжна координата    t0 ; 
 
 
 
 

x



t

dF

y 3



 
 

Рис. Д.3.2.4. Третя ділянка 
 

 
  Ry 3 ;  2

0
3 xx SS ; 

 

       

. см 

1

3

0

0

0

3
0
33

0400400400t20400

20t400Rt400R400

dR205500tSRfStS

Rtt

t

t

xxx











dd

d

 

 
Побудуємо епюру поточного статичного моменту xS  (рис. Д.3.2.5). 
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x

400

400

500

500

900

Sx(t), см3

 
 

     Рис. Д.3.2.5. Епюра  tSx  
 

Визначимо функцію потоків дотичних сил 
 

       

кН/см. кН/см кН/см 33

3

см 900см 500

см 400

2

4

11,066,1424,914

tS101,229tS
103,256

400
tS

I

Q
tq

ss

sxxx
x

y
p














 

 

Побудуємо епюру потоків дотичних сил  tqp  (рис. Д.3.2.6). 
 

x

-4,914
-6,142

-11,06

qp(t), кН/см

-4,914
-6,142  

 

       Рис. Д.3.2.6. Епюра  tqp  
 

Визначимо найбільше діюче дотичне напруження 
 

МПа Па 6

22

3

110,610110,6
10101

1011,06qp







d
 . 
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Задача № 3 
 

Розглянути відкритий простий профіль без розгалужень  
(рис. Д.3.3.1), стінки якого працюють на нормальні напруження ( 0d ). 
Профіль симетричний відносно осі y . 

d a

b

f

f

f

f

I

II

III

x
x'

x"
y c

y

 
 

                                Рис. Д.3.3.1. Відкритий профіль 
 
 

Дано: товщина стінок d  постійна по всьому контуру перерізу  
(d =1 см). Прикладена вгору сила Qy = 400 кН; см 40a ; см 20b ; 

2см 5f . Знайти розподіл потоків дотичних сил на контурній лінії перері-
зу. 
 

Переріз несиметричний відносно осі x . Знаходимо центр ваги пере-
різу на осі y  (переріз симетричний відносно осі y ). Визначаємо положен-
ня центра ваги перерізу відносно осі x  : 

    2см 42 10054402021fabF d ; 

3см 
2

22
2

22 600
20

201205
b

bfbSx  d ; см 6
100

600

F

S
y x

c  



. 

 

Розраховуємо момент інерції площі перерізу відносно осі x : 
 

     

   

  .57336140
120

6
2

20
120656205

ya
b

y
b

byfybfI

3

ccccx

42

2
22

2
32

22

см 
12

2

222

12
2

2
222
























 d

d
d
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Визначаємо функцію поточного статичного моменту площі перерізу 
відносно осі x . Розбиваємо переріз на три ділянки (див. рис. Д.3.3.1). 

Перша ділянка (рис. Д.3.3.2). Контурна координата t   bt 0  . До-
поміжна координата    t0 ; 

x
b

t

y c

dF

y 1
(

)
 

 

Рис. Д.3.3.2. Перша ділянка 
 

      cyby1 ; 00
1 xS ; 

         

   

.16815070
t

14t70

1470d62070dyb145

dybybftSybfStS

cybtbt
t

t
tt

c

t

ccxcxx

333

0

2

0

2

00

0

1
0
11

см см см 
2

2















dd

d

 

 

Друга ділянка (рис. Д.3.3.3). Контурна координата t   at 0  . До-
поміжна координата    t0 ; 
 

x

y cy 2
(

)

t


dF

 
Рис. Д.3.3.3. Друга ділянка 

 

  cyy 2 ; 3
1 см 150Sx  ; dddF  ; 

         

  .1201206t120y120dy120

tS65150tSyfStS

att

t

c

t

c

xxcxx

33

00
0

2212

см см 







 dd
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Третя ділянка (рис. Д.3.3.4). Контурна координата t : bt 0 .  Допо-
міжна координата  :  t0 ; 

x
b

t



y cdF

y3()

 
 

Рис. Д.3.3.4. Третя ділянка 
 

    cyy3 ;  2
0
3 xx SS ; 

       

 

.см см см 

22

333

0

2

0

2

0

0

3
0
33

16870150

6t
t

1150ty
t

150y150

dy65120tSyfStS

cytbt

tt

c

t

c

t

cxcxx








































dd

d

 

 

Побудуємо епюру поточного статичного моменту xS  (рис. Д.3.3.5). 
 

x

y

Sx(t), см3

70 -70

168 -168

150
-150

120

-120

 
 

Рис. Д.3.3.5. Епюра  tSx  
 

Визначаємо функцію потоків дотичних сил  tqp : 
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кН/см.кН/см 

кН/см кН/см

3
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3
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см 150см 168

см 70

8,34 10,42

11,674,86 

tS0,0698tS
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400
tS
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y
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Побудуємо епюру потоків дотичних сил  tqp  (рис. Д.3.3.6). 
 

x

y
-4,86 4,86

-11,67 11,67

-10,42
8,34

-8,34
10,42

qp(t), кН/см

 
 

Рис. Д.3.3.6. Епюра  tqp  
 

Визначаємо найбільше діюче дотичне напруження: 
 

МПа Па 6

22

3

116,710116,7
10101

1011,67qp







d
 . 

 
 

 
Задача № 4 

 

Розглянути профіль з розгалуженнями (рис. Д.3.4.1), стінки якого 
працюють на нормальні напруження ( 0d ). Профіль симетричний від-
носно осі x . 

Дано: товщина стінок d  постійна на всьому контурі перерізу (d =1 см). 
Прикладена вгору сила кН 200yQ ; aR  ; см 10a ; 2см 5f .  

Знайти розподіл потоків дотичних сил на контурній лінії перерізу і 
перевірити правильність визначення функцій потоків дотичних сил, тобто 
виконання умови статичної еквівалентності цих потоків поперечної сили, 
що діє в перерізі. 
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Рис. Д.3.4.1. Відкритий профіль з розгалуженнями 
 
 

Центр ваги перерізу шукати не потрібно. Він знаходиться на осі x . 
Визначаємо момент інерції площі перерізу відносно осі x : 

     
     

 

    .52240 105811048,24

8fa48,24aafa
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R
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Визначаємо функцію поточного статичного моменту площі перерізу 
відносно осі. В перерізі є шість вільних точок, для кожної пари яких вводи-
мо свою контурну координату ( 1t , 2t , 3t ) (див. рис. Д.3.4.1). 

Розбиваємо переріз на одинадцять ділянок. Через наявність симетрії 
перерізу досить розглянути ділянки, які знаходяться вище осі x . 
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За контурною координатою 1t . 
Перша ділянка (рис. Д.3.4.2). Контурна координата 1tt   ( aRt   ), 

2
0


  . Допоміжною є координата  :  0 ; dd dadRdF  ; 

 

x




dF
y 1

R

 
 

Рис. Д.3.4.2. Перша ділянка на контурній координаті 1t  
 
 

   sinay 1 ; 00
1 xS ; 

   

  .S100110aacos

adsinaydFSSS

x

xxx






 

1
322

2
0

2

00

1
0
11

см 01

0

dd

d






. 

 

Друга ділянка (рис. Д.3.4.3). Контурна координата 1tt   ( at 0 ). 
Допоміжною є координата   ( t0 ); dddF  ; 
 

x

t


dF

y 2

a

 
Рис. Д.3.4.3. Друга ділянка на контурній координаті 1t  
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   tS250100
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10t100tS x
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 2
22
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2

2 см см  . 

 

Перша похідна   t10tSx 2 наростає зі збільшенням t , що свідчить 
про характер функції на епюрі. 
 

Третя ділянка (рис. Д.3.4.4). Контурна координата 1tt   ( at 20  ). 
Допоміжна координата   t0 ; dddF  ;   ay 23  ; 
 

2a



t

dF

x

y 3

 
 

Рис. Д.3.4.4. Третя ділянка на контурній координаті 1t  
 

   tSStS xxx 3
0
33  ; 
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Тут AB
xS  – повний статичний момент площі відгалуження AB ; 

 

  20tt110taadaydFtS
t

tt

x   2222
0

00

3 ddd ; 
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   tS950202050050020t500tS x
attx




 3

2

2

2

03 см см  . 
 

Четверта ділянка (рис. Д.3.4.5). Контурна координата 1tt   

( at 40  ). Допоміжна координата   ( t0 ); dddF  ;     ay 24 ; 
 

x

tzdF

y 42a

 
 

Рис. Д.3.4.5. Четверта ділянка на контурній координаті 1t  
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Перша похідна   ttSx  204  зменшується зі збільшенням t , що сві-
дчить про характер функції на епюрі. 
 

За контурною координатою 2t . 
Восьма ділянка (рис. 3.4.6). Контурна координата 2tt   ( at 0 ). 

Допоміжна координата   ( t0 ); dddF  ;     ay 38 ; 
 

x

t


dF
y 8

3a

 
 

Рис. Д.3.4.6. Восьма ділянка на контурній координаті 2t  
 
 

   tSStS xxx 8
0
88  ; 00

4 xS ; 
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2
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0,5t30t
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t1103

t
taadaydFtS

ttt
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d

d
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dd

 

 

  22

0

2
8 см 250100,5103000,5t30ttS

att
x 


. 

 

Перша похідна   ttSx  308  зменшується зі збільшенням t , що сві-
дчить про характер функції на епюрі. 
 

За контурною координатою 3t . 
Десята ділянка (рис. Д.3.4.7). Контурна координата 3tt   ( at 0 ). 

Допоміжна координата   ( t0 ); dddF  ;     ay 210 ; 
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2a



t

dF

x

y 1
0

f

 
 

Рис. Д.3.4.7. Десята ділянка на контурній координаті 3t  
 

   tSStS xxx 8
0
1010  ; 20

4 см 2 1001025afSx  ; 

  tt110taadaydFtS
t

tt

x 202222
0

00

10   ddd ; 

  22

010 см см 20100 3001020100100ttS
attx 


. 

 

Побудуємо епюру поточних статичних моментів площі  tSx   
(рис. Д.3.4.8). 
 

x

Sx(t), см3

100
100

250

500
900

300
100

1200

1400

 
 

Рис. Д.3.4.80. Епюра  tSx  
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Визначаємо функцію потоків дотичних сил 
 

       

кН/см. кН/см 

кН/смкН/см кН/см 

кН/см кН/см

0038280
52240

200
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33
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3

см 1400
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0,9571 0,3828

tS,tStS
I

Q
tq

s

sss

ss

sxxx
x

y
p

















 

 

Побудуємо епюру потоків дотичних сил  tqp  (рис. Д.3.4.9). 
 

x

-0,3828

qp(t), кН/см
-0,3828

-0,9571

-1,914
-3,446

-0,3828 -1,149

-4,594

-5,360

 
 

Рис. Д.3.4.9. Епюра  tqp  
 

Розраховуємо найбільше діюче дотичне напруження 
 

 
МПа 0Па 6

4

3

53,61053,60
101

105,360qmax p







d
 . 
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Виконаємо перевірку правильності розв’язання. Перевіримо чи вико-
нується умова y

p

Qdyq  . 

Підсумуємо інтеграли на всіх ділянках. Додатний напрямок при під-
рахунку спрямовано вгору. Природно, що горизонтальні ділянки матимуть 
нульові інтеграли. Для зручності підсумовуємо функції  tSx . 

На першій ділянці 
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I
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На другій ділянці 
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На четвертій ділянці (половині) 
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На восьмій ділянці 
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Підсумуємо результати на ділянках і подвоїмо отриману величину  

з урахуванням симетрії 
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x

y

x

y
y

I

Q
52236,62151666,71333,326666,7

I

Q
Q  2 . 

 

Згадаймо, що 4см 52240Ix  , очевидно, що похибка дуже мала. 
 
 

Задача № 5 
 

Розглянути профіль (рис. Д.3.5.1), стінки якого не працюють на нор-
мальні напруження ( 0d ). Профіль симетричний відносно осі x . 

Дано: прикладена вгору сила кН 20yQ ; см 2031  hh ; 

см 402 h ; 2
1 см 5f ; 2

32 см 10 ff ; 2
4 см 15f . 

Знайти розподіл потоків дотичних сил на контурній лінії перерізу і 
перевірити правильність визначення функцій потоків дотичних сил, тобто 
виконання умови статичної еквівалентності цих потоків поперечної сили, 
що діє в перерізі. 
 

a

h 3

f1

x

b

f2f3

f4

f1

f2f3

f4

h 1 h 2

c

4

1

2

3

t

5

6

7

 
 

Рис. Д.3.5.1. Відкритий профіль 0d  
 

Центр ваги перерізу шукати не потрібно. Він знаходиться на осі x . 
Визначаємо момент інерції площі перерізу відносно осі x : 

 



97 

 

  .0 2000

hfhfhfhf

h
f

h
f

h
f

h
fI x

42222

2
34

2
23

2
22

2
11

2

3
4

2

2
3

2

2
2

2

1
1

см201540104010105
2

1

2

1

2
2

2
2

2
2

2
2










































 

 

Знаходимо функцію поточного статичного моменту площі перерізу 
відносно осі. Спрямовуємо контурну координату t  від однієї вільної точки 
перерізу до іншої (див. рис. Д.3.5.1). 

Розбиваємо переріз на сім ділянок. Через наявність симетрії перерізу 
досить розглянути ділянки, які знаходяться вище осі x . 
 

Перша ділянка (див. рис. Д.3.5.1). Контурна координата t  ( 10  t ). 
Допоміжна координата   ( t0 ); 0 dddF . Оскільки переріз дис-
кретний, то на кожній ділянці   0tSxi . Тому величини a , b , c  і i  на 
розрахунок  tSxi  впливу не мають. Тоді 
 

00
1 xS ,   .S50

20
5

h
fStS xxx









 1

31
1

0
11 см 

2
0

2
 

 
Друга ділянка (див. рис. Д.3.5.1). Контурна координата t  ( 20  t ). 

Допоміжна координата   ( t0 ); 
 

  .S250
40

10
h

fStS xxx
 








 2

32
212 см 

2
50

2
 

 
Третя ділянка (див. рис. Д.3.5.1). Контурна координата t  ( 30  t ). 

Допоміжна координата   ( t0 ); 
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32
323 см 

2
250

2
 

 
Четверта ділянка (див. рис. Д.3.5.1). Контурна координата t  

( 40  t ). Допоміжна координата   ( t0 ); 
 

  .650
20

1
h

fStS xx
33

434 см 
2

5450
2
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Побудуємо епюру поточних статичних моментів площі  tSx   
(рис. Д.3.5.2). 
 

x
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250
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450

450

600

 
 

Рис. Д.3.5.2. Епюра  tSx  
 
 
 

Визначаємо функцію потоків дотичних сил 
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Побудуємо епюру потоків дотичних сил  tqp  (рис. Д.3.5.3). 
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Рис. Д.3.5.3. Епюра  tqp  
 

Виконаємо перевірку правильності розв’язання. Перевіримо чи вико-
нується умова y

p

Qdyq  . 

Підсумуємо інтеграли на всіх ділянках. Додатний напрямок при роз-
рахунку спрямовано вгору. Горизонтальні ділянки мають нульові інтеграли. 

На першій ділянці (отримана величина має знак мінус, оскільки потік 
спрямовано вниз): 
 

Н 
22

12
111 500

2040
50

hh
qyqdyq pp

p








 








 
  . 

 

На третій ділянці 
 

Н 
22

12
333 4500

2040
504

hh
qyqdyq pp

p








 








 
  . 

 

На четвертій ділянці 
 

Н 3444 12000206000hqyqdyq pp

p

  . 

 

Враховуємо симетрію і, підсумовуючи, отримуємо 
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  Н 20000  2  120004500500dyq
p

. 

 

Результати перевірки підтвердили правильність розрахунків. 
 
 

Задача № 6 
 

Розглянути профіль (рис. Д.3.6.1), стінки якого працюють на норма-
льні напруження ( 0d ). Профіль несиметричний відносно осі x . 

Дано: прикладена вгору сила кН 10Q ; см 18a ; см 1d ; 
2см 6f . 

Знайти розподіл потоків дотичних сил на контурній лінії. 
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y0 y'
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Рис. Д.3.6.1. Відкритий несиметричний профіль 
 

У цьому випадку слід скористатися формулою (2.3) для визначення 
потоків дотичних сил, спочатку необхідно знайти розташування головних 
центральних осей в перерізі. 

Знайдемо розташування центра ваги перерізу відносно осей 0x  і 0y : 
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a
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d

d
. 

 

Через центр ваги проведемо центральні осі x  і y  паралельно осям 

0x  і 0y  (див. рис. Д.3.6.1). Обчислимо моменти інерції перерізу щодо 
центральних осей x  і y : 
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Визначимо кут повороту центральних x  і y  осей до положення го-
ловних осей x  і y : 
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1319,142152,29
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II

I
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  0993419031
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1
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Покажемо головні осі на рис. Д.3.6.1. 
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Розрахуємо моменти інерції перерізу в головних осях: 
 

    ;см 2

 2

4

22

22

2857,3734,099sin1041,43

34,099sin1319,1434,099cos2152,29

sinIsinIcosII yxyxx
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22

22
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 2





 







 

 

Зазначимо ділянки для розрахунку поточного статичного моменту, 
напрямок контурної координати (див. рис. Д.3.6.2) і обчислимо проекції си-
ли на головні осі: 
 

x

y



Qx

f
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t
1

2

A

B

Qy

 
 

Рис. Д.3.6.2. Головні осі інерції несиметричного перерізу 
 

Н 5606,2934,099sin10000sinQQx   ; 

Н 8286,6734,099cos10000cosQQy   . 
 

За наведеними формулами  
 

     sinyycosxxx cicii  00 ; 
     sinxxcosyyy cicii  00  

 

визначимо необхідні в подальшому координати точок A  і B : 
 

см  3,293xA  ; см  11,744yA  ; см  6,798-xB  ; см  3,161yB  . 
 



103 

Запишемо вирази поточних статичних моментів xiS  й yiS   на першій 
і другій ділянках: 
 

cos
t

tyyfS AAx
2

 
2

1  ;   sin
t

txxfS AAy
2

 
2

1  ; 

sin
t

tySS Bxx
2

 
2

12   ;   cos
t

tx SS Byy
2

2

12   . 
 

Тепер можна скористатися формулою (2.3) для розрахунку потоків 
дотичних сил на двох ділянках: 
 

     tS
I

Q
tS

I

Q
tq yi

y

x
xi

x

y
Pi  . 

 

Отримані числові значення наведемо в табл. Д.3.6.1 
 
 

Таблиця Д.3.6.1 
 

Числові значення потоку дотичних сил в різних точках контуру перерізу 
 

t , см 1Pq , Н/см 2Pq , Н/см 
0 -384,6 -320,5 
1 -445,0 -252,3 
2 -497,8 -189,9 
3 -543,1 -133,5 
4 -580,9 -83,1 
5 -611,2 -38,6 
6 -633,9 -0,0048 
7 -649,1 32,6 
8 -656,9 59,4 
9 -657,1 80,1 
10 -649,7 95,0 
11 -634,9 103,9 
12 -612,5 106,8 
13 -582,7 103,9 
14 -545,3 95,0 
15 -500,4 80,1 
16 -447,9 59,4 
17 -388,0 32,5 
18 -320,5 0,0004 

 
Як видно з табл. Д.3.6.1, у кінці другої ділянки значення потоку приб-

лизно дорівнює нулю (вільна точка). Це свідчить про правильність обчис-
лень. 
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Побудуємо епюру потоку дотичних сил на контурі перерізу  
(рис. Д.3.6.3). 
 

-384,6

-657,1

-320,5

-320,5

-106,8

qp(t), H/см

-320,5  
 

Рис. Д.3.6.3. Епюра  tqp  
 
 

Природно, що рівнодіюча потоків дотичних сил на ділянці, яка почи-
нається зосередженою площею, дорівнює заданій величині поперечної си-
ли Q . Крім того, рівнодіюча цих потоків на другій ділянці дорівнює нулю. 
Це підтверджується проведеною перевіркою: інтеграцією потоків дотичних 
сил в межах кожної ділянки. 
 

Зауваження: для проведення розрахунків потоків дотичних сил 
в несиметричних перерізах (рис. Д.3.6.4) може бути застосована й 
інша методика, в якій як робочі осі використовують центральні осі 
поперечного перерізу. 

Розрахунки виконують в такій послідовності: 
 

1) визначають положення центра ваги перерізу; 
 

2) обчислюють центральні моменти інерції перерізу xI  , yI   і yxI  ; 
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3) встановлюють функції поточних статичних моментів площі xS   і 

yS  ; 
 

4) розраховують потоки дотичних сил за формулами: 
 

      ; 
2

tSItSI
III

Q
tq yyxxy

yxyx

y
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      ; 
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III

Q
tq xyxyx

yxyx

y
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     tqtqtq yxP   . 
 
 

y'

x'

Центр ваги

 
 

Рис. Д.3.6.4. Несиметричний переріз 
 

 
Для визначення потоків дотичних сил в несиметричному перерізі мо-

жна застосовувати будь-яку з двох методик. 
 



106 

Додаток 4 
 

ВАРІАНТИ ВИХІДНИХ ДАНИХ ДО ЗАДАЧІ «ЦЕНТР ЗГИНАННЯ  
ВІДКРИТОГО ПРОФІЛЮ» 

 
 
 
 

x

b

h

d
h = 30 см;
b = 20 см;

d = 1 см.

c

c = 10 см;

Знайти xц.з.

Дано:

 

xh H

b

d

H = 30 см;

b = 20 см;
d = 1 см.

h = 20 см;

Знайти xц.з.

Дано:

 
Рис. Д.4.1 Рис. Д.4.2 

 
 
 
 

x

Hh

d

b
H = 30 см;

b = 10 см;
d = 1 см.
Знайти xц.з.

h = 20 см;

Дано:

 

x

b

h

d

H

H = 20 см;

b = 10 см;
d = 1 см.

h = 5 см;

Знайти xц.з.

Дано:

 
Рис. Д.4.3 Рис. Д.4.4 

 
 
 
 

x h

ba

d

f

f
d = 1 см.

h = 40 см;
b = 25 см;

f = 5 см2;
a = 15 см;

Знайти xц.з.

Дано:

 

x

y

a
R

d = 1 см;
R = 20 см;

d

a = 30o;

f

f
f = aRd/2.

Знайти xц.з.

Дано:

 
 

Рис. Д.4.5 
 

Рис. Д.4.6 
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xh

b b

d

h = 40 см;
b = 20 см;
d = 1 см.
Знайти xц.з.

Дано:

 

h = 40 см;
b1 = 10 см;

d2 = 2 см.

b2 = 20 см;
d1 = 1 см;xh

b1

d
2

d1

d
2

b2

Знайти xц.з.

Дано:

 
 

Рис. Д.4.7 
 

Рис. Д.4.8 
 
 
 

x

R

d

b

d = 1 см.

R = 20 см;
b = 20 см;

f = 10 см2;

f

f
Знайти xц.з.

Дано:

 

x

y

R

d
b

d = 1 см.

R = 20 см;
b = 20 см;
f = 10 см2;

Знайти xц.з.

f

f

Дано:

 
 

Рис. Д.4.9 
 

Рис. Д.4.10 
 
 
 

x

h = 30 см;

b = 20 см;

d = 1 см.
Знайти xц.з.b

h

d Дано:

 

xh H

b

d H = 30 см;

b = 20 см;
d = 1 см.

h = 20 см;

Знайти xц.з при d s= 0.

Провести дис-
кретизацію.

Дано:

 
 

Рис. Д.4.11 
 

Рис. Д.4.12 
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x

Hh

d
b H = 30 см;

b = 10 см;
d = 1 см.

h = 20 см;

Знайти xц.з при d s= 0.

Провести дис-
кретизацію.

Дано:

 

x

b

h

d

H

H = 20 см;

b = 10 см;
d = 1 см.

h = 5 см;

Знайти xц.з при d s= 0.

Провести дис-
кретизацiю.

Дано:

 
 

Рис. Д.4.13 
 

Рис. Д.4.14 
 
 
 

x h

ba

d

f

f
d = 1 см.

h = 40 см;
b = 25 см;

f = 5 см2;
a = 15 см;

Знайти xц.з.

Дано:

 

x

y

a
R d = 1 см;

R = 20 см;

d
a = 20o.

Знайти xц.з.

Дано:

 

 
Рис. Д.4.15 

 
Рис. Д.4.16 

 
 
 

xh

b b

d

h = 40 см;
b = 20 см;
d = 1 см.

Знайти xц.з при d s= 0.

Провести дис-
кретизацію.

Дано:

 

h = 40 см;
b1 = 10 см;

d2 = 2 см.

b2 = 20 см;
d1 = 1 см;xh

b1

d
2

d1

d
2

b2

Знайти xц.з при d s= 0.

Провести дис-
кретизацію.

Дано:

 
 

Рис. Д.4.17 
 

Рис. Д.4.18 
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x

y

R
d

b

d = 1 см.

R = 10 см;
b = 20 см;

Знайти xц.з.

Дано:

 

x

y

R

d

b

d = 1 см.

R = 20 см;
b = 20 см;
f = 10 см2;

Знайти xц.з.

f

f

Дано:

 
 

Рис. Д.4.19 
 

Рис. Д.4.20 
 
 
 
 

x

h = 30 см;
b = 20 см;

d = 1 см.

b

h

d

Знайти xц.з при d s= 0.

Провести дис-
кретизацію.

Дано:

 

xh H

b

d H = 30 см;

b = 20 см;

d = 1 см.

h = 20 см;

Знайти xц.з.

f = 20 см2;
f

f Дано:

 

 
Рис. Д.4.21 

 
Рис. Д.4.22 

 
 

 

x

Hh

d

b
H = 30 см;

b = 10 см;

d = 1 см.
Знайти xц.з.

h = 20 см;

f = 10 см2;

f

f Дано:

 

x

b

h

d

H

H = 20 см;

b = 10 см;

d = 1 см.

h = 5 см;

f
f

f = 10 см2;

Знайти xц.з.

Дано:

 
 

Рис. Д.4.23 
 

Рис. Д.4.24 
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x h

ba

d

d = 1 см.

h = 40 см;
b = 25 см;
a = 15 см;

Знайти xц.з 
при d s= 0.

Провести дис-
кретизацію.

Дано:

 

x

y

a
R d = 1 см;

R = 20 см;

d
a = 60o.
Знайти xц.з.

Дано:

 

 
Рис. Д.4.25 

 
Рис. Д.4.26 

 
 

h = 40 см;
b1 = 10 см;

d2 = 2 см.

b2 = 20 см;

d1 = 1 см;xh

b1

d
2

d1

d
2

b2

Знайти xц.з.f

f
f = 10 см2;

Дано:

 

x

R

d

b

d = 1 см.

R = 20 см;
b = 20 см;

f = 10 см2;f

f
Знайти xц.з.

Дано:

 
 

Рис. Д.4.27 
 

Рис. Д.4.28 
 
 
 

x

y

R

d

b

d = 1 см.

R = 10 см;
b = 20 см;

Знайти xц.з.

Дано:

 

x

b

h

d h = 30 см;
b = 20 см;

d = 1 см.

c c = 10 см;

Знайти xц.з.

f
f f = 10 см2;

Дано:

 

 
Рис. Д.4.29 

 
Рис. Д.4.30 
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xh H

b

d H = 30 см;

b = 20 см;

d = 1 см.

h = 20 см;

Знайти xц.з.

f = 20 см2;

f

f
Дано:

 

x

Hh

d

b H = 30 см;

b = 10 см;

d = 1 см.
Знайти xц.з.

h = 20 см;

f = 10 см2;
f

f

Дано:

 
 

Рис. Д.4.31 
 

Рис. Д.4.32 
 
 
 

x

b

h

d

H

H = 20 см;

b = 10 см;

d = 1 см.

h = 5 см;

f

f

f = 10 см2;

Знайти xц.з.

Дано:

 

x h

ba

d
d = 1 см.

h = 40 см;

b = 25 см;

a = 15 см;

Знайти xц.з.

Дано:

 
 

Рис. Д.4.33 
 

Рис. Д.4.34 
 
 
 

x

y

a
R d = 1 см;

R = 20 см;

d

Знайти xц.з.

a = 60o;

f = aRd/2.

Дано:

 

h = 40 см;
b1 = 10 см;

d2 = 2 см.

b2 = 20 см;

d1 = 1 см;

xh

b1

d
2

d1

d
2

b2

f

f

f = 10 см2;

Знайти xц.з при d s= 0.
Провести дискретизацію.

Дано:

 
 

Рис. Д.4.35 
 

Рис. Д.4.36 
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x

b

h

d
h = 30 см;
b = 20 см;

d = 1 см.

c c = 10 см;

Знайти xц.з.

f

f
f = 10 см2;

Дано:

 

x

Hh

d

b
H = 30 см;

b = 10 см;

d = 1 см.
Знайти xц.з.

h = 20 см;

f = 10 см2;

f

f
Дано:

 
 

Рис. Д.4.37 
 

Рис. Д.4.38 
 
 
 

x

b

h

d

H

H = 20 см;

b = 10 см;

d = 1 см.

h = 5 см;

f

f

f = 10 см2;

Знайти xц.з.

Дано:

 

x

R

d

d = 1 см.
R = 20 см;

Знайти xц.з.

Дано:

 

 
Рис. Д.4.39 

 
Рис. Д.4.40 

 
 

xH

b

d

H = 40 см;
b = 20 см;

d = 1 см.

2. Провести дискретизацію 
та знайти xц.з при d s= 0.

Дано:

1. Знайти xц.з при .0sd

 

x

b

h

d

H

H = 20 см;

b = 10 см;

d = 1 см.

h = 5 см;

f
f

f = 10 см2;

Знайти xц.з.

f

f

Дано:

 

Рис. Д.4.41 Рис. Д.4.42 
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x
R

d
d = 1 см.
R = 20 см;

Знайти xц.з.

Дано:

 
x

d

h

H

ba

H = 40 см;

a = 20 см;

d = 1 см.

h = 20 см;

Знайти xц.з.

b = 10 см;

Дано:

 
 

Рис. Д.4.43 
 

Рис. Д.4.44 
 
 

xH h

d

b

H = 40 см;

d = 1 см.

h = 30 см;

Знайти xц.з.

b = 20 см;

Дано:

 

xH h

d

b

H = 40 см;

d = 1 см.

h = 30 см;

Знайти xц.з.

b = 20 см;

Дано:

 
 

Рис. Д.4.45 
 

Рис. Д.4.46 
 
 
 

xHh 1

d

b

H = 60 см;

d = 1 см.

h1 = 40 см;

Знайти xц.з.

b = 20 см;

h 2

h2 = 30 см;

Дано:

 

x

d

R R

b

b = 30 см;

d = 1 см.
Знайти xц.з.

R = 20 см;
Дано:

 

 
Рис. Д.4.47 

 
Рис. Д.4.48 
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x
d

h

H
ba

H = 40 см;

a = 20 см;

d = 1 см.

h = 20 см;

Знайти xц.з.

b = 10 см;

f

f f = 5 см2;

Дано:

 

xH h

d

b

H = 40 см;

d = 1 см.

h = 30 см;

Знайти xц.з.

b = 20 см;

f

f

Дано:

 
 

Рис. Д.4.49 
 

Рис. Д.4.50 
 
 
 
 
 

x

R

d

b

d = 1 см.

R = 20 см;
b = 10 см;

Знайти xц.з.

R

Дано:

 

x

R

d

R
d = 1 см.

R = 20 см;

Знайти xц.з.

Дано:

 
 

Рис. Д.4.51 
 

Рис. Д.4.52 
 
 
 
 
 

x

R

d

b

d = 1 см.

R = 20 см;
b = 10 см;

f = 5 см2;

f

f
Знайти xц.з.

R

Дано:

 

x

R

d

R

d = 1 см.

R = 20 см;

Знайти xц.з.
f

f
f = 5 см2;

Дано:

 
 

Рис. Д.4.53 
 

Рис. Д.4.54 
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Додаток 5 
 

ПРИКЛАДИ РОЗВ'ЯЗАННЯ ЗАДАЧ ЗА ТЕМОЮ «ЦЕНТР ЗГИНАННЯ  
ВІДКРИТОГО ПРОФІЛЮ» 

 
Задача № 1 

 
Розглянути відкритий простий профіль без розгалужень  

(рис. Д.5.1.1), стінки якого працюють на нормальні напруження ( 0sd ). 
Профіль симетричний відносно осі x . 
 

 
 
Дано: товщина сті-

нок d  постійна на всьому 
контурі перерізу; d =1 см; 
а= 20 см; b =10 см;  
R = 20 см; в кінцевих точ-
ках розташовані зосере-
джені площі f =5 см2. 

Знайти положення 
центра згинання. 
 

x

a

R b
a

f

f

R

l
d 

  
 

 

Рис. Д.5.1.1. Простий відкритий профіль 
 

 
Розв’язання 

 
Положення центра ваги перерізу шукати не потрібно. Він внаслідок 

симетрії знаходиться на осі x . На цій же осі знаходиться і центр згинання. 
 

Визначимо момент інерції площі перерізу відносно осі x . 
Позначимо відстань від осі x  до центра ваги похилої ділянки контуру c .  

Обчислимо деякі геометричні параметри: 
 
 
 

см 
2

2

2

2

22

2 15

20
20

a
R

a
a

R
c =


=


=


= ; 

см 
22

2
2

2
2

14,1410
20

20b
a

R =







=








= ; 
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0,7071
14,14

20
20

a
R

sin =


=


= 22


a ;     0,5sin =a2 . 

 

Симетричний переріз складається з двох зосереджених площ, двох 
похилих смужок, двох горизонтальних смужок і півкільця. Обчислимо мо-
мент інерції 
 

.21165

20
20

114,140,5
114,14

20
110

20
5

120,

csin
a

b
a

f
R

I

3

x

4

2

223

22
3223

см 
2

2

12
2

2
2

2
2

2

143

12
2

22
2

2

=





























































=

=































= d

d
d

d




 

 

Визначимо функцію  tSx  поточного статичного моменту площі пере-
різу відносно осі x . Напрямок контурної координати t , що з'єднує вільні 
точки в перерізі, показано на рис. Д.5.1.2. 
 

1

x

2

3

4

5

t

t

t

 
 

Рис. Д.5.1.2. Напрямок контурної координати і номери ділянок в перерізі 
 

Розіб’ємо переріз на п'ять ділянок. В цьому випадку кожна ділянка 
обмежена двома зламами контурної лінії. 
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Розглянемо ділянку 1 (рис. Д.5.1.3): bt 0 ; t 0 ; dddF = ; 

00
1 =xS . 

 

1

x

y 1
=

a/
2

t

dF

 
Рис. Д.5.1.3. Перша ділянка 

 

 

.S15050t10501050d1050

d1
2020

5d
aa

fdFy
a

fStS

x
tt

t
t

ttt

xx



== ======

====





1
2

см 10

2

00
0

000

1
0
11

см см 

22222



d

 

 

Розглянемо ділянку 2 (рис. Д.5.1.4):  t0 ; t 0 ; dddF = ; 
= 1

0
2 xx SS ; 

 

x

a/
2

t

dF



a

2

y 2
=

(a
/2

+

si

na


 
 

Рис. Д.5.1.4. Друга ділянка 
 

 

  .S362,1150t0,3536t10150

0,707110150d0,7071d10150

d
2

120
150dsin

a
SdFyStS

x
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t
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Розглянемо ділянку 3 (рис. Д.5.1.5): Rt = ,;  0 ;  0 ; 

dRddF = ; = 2
0
3 xx SS ; 

 

x

3 t




R

d 

dF

y 3
=

Rc
os


 

 
Рис. Д.5.1.5. Третя ділянка 

 

 

   

.762,1362,1362,1

sin400362,1sin400362,1dcos400362,1

dcos120362,1RdcosRSdFyStS xxx

2

2

22

00
0

0

2

0

2

0

3
0
33

см см см ===

====

====

==

=



















d

 

Далі симетрично. 
Побудуємо епюру поточного статичного моменту (рис. Д.5.1.6). 
 

x

S, см2

50
150

150

362,1362,1

762,1
qp

T

r
1

r 2

r3

 
Рис. Д.5.1.6. Епюра  tSx  
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Для спрощення розрахунків положення центра згинання приймаємо 
чисельно xy IQ = . Визначимо функцію потоків дотичних сил  tqp . Тоді 
 

     .tStS
I

Q
tq xx

x

y
p ==  

 

Тепер епюра потоків дотичних сил буде збігатися з епюрою поточно-
го статичного моменту (рис. Д.5.1.6). Покажемо напрямок потоків  
на рис. Д.5.1.6. 

Визначимо положення центра згинання на осі x . Для цього знайдемо мо-
мент, створюваний потоком  tqp  відносно точки Т  (такий же момент відносно 

цієї точки створюватиме і фіктивна сила yQ , що проходить через центр згинання). 

Спочатку обчислимо плечі ir , на яких під впливом потоку дотичних 
сил  tqp  сформовується момент на кожній ділянці: 
 

см 
22

1 10
20a

===r ;          см 2 14,140,707120cosR === ar ; 

        см 3 20R ==r . 
 

Обчислення моменту на третій ділянці внаслідок симетрії проведемо 
тільки на верхній її половині. 

На кожному диференціальному елементі першої ділянки сила діє в 
одному напрямку, тому для обчислення моменту можна скористатися 
площею епюри потоків (рівнодіючою потоку на ділянці): 
 

5
1

2
0
1

1 см
22

 100001010
15050

b
SS

M
*
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=












 
= r . 

 

На другій ділянці для отримання рівнодіючої потоку дотичних сил не-
обхідно вибрати інтеграл 
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120 

На третій ділянці для отримання рівнодіючої потоку дотичних сил не-
обхідно вибрати інтеграл 
 

   

     .3873991,57,cos,

Rdsin,RdSM x

522
0

3

2

0

3

2

0

33

см 20400136220204001362

4001362
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rr

 

 

Сумарний момент з урахуванням симетрії 
 

    5
321 см 22 8325083873994885510000MMMM === . 

 

Знайдемо відстань від моментної точки до центра згинання 
 

см  39,33
21165

832508

I

M

Q

M
d

xy

====  . 

 

Покажемо на рис. Д.5.1.7 положення центра згинання (відкладаємо 
вліво, оскільки 0d ). 
 

x

a

R b

a

f

f

R

l
d 

ц.з.

d

 
 

 
Рис. Д.5.1.7. Положення центра згинання 
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Задача № 2 
 

Розглянути відкритий профіль з розгалуженнями (рис. Д.5.2.1), стінки 
якого не працюють на нормальні напруження ( 0sd ). Профіль симетрич-
ний відносно осі x . 
 

xR

I

II

III 4R

T

 
 

Рис. Д.5.2.1. Відкритий профіль з розгалуженнями 
 

Дано: товщина стінок d  постійна на всьому контуру перерізу. 
Знайти положення центра згинання. 

 
Розв’язання 

 

Положення центра ваги перерізу шукати не потрібно. Він внаслідок си-
метрії знаходиться на осі x . На цій же осі розташовано і центр згинання. 
 

Визначимо момент інерції площі перерізу відносно осі x : 
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RR
I x

6

340

2
2

12

864

2
2

12

24

33

3
2

233


d


d

d
d

d


=








=

=


=
 

 

Виберемо моментну точку T  (див. рис. Д.5.2.1). Визначимо  tSx   
функцію поточного статичного моменту площі перерізу відносно осі x . Ро-
зіб’ємо переріз на три ділянки (рис. Д.5.2.1). Причому з урахуванням зроб-
леного вибору моментної точки на першій ділянці зазначену функцію не 
слід і шукати. 
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Друга ділянка. Контурна координата t . Допоміжна координата  ; 
 

Rt 0 ; t 0 ; 

  Ry =2 ; 00
2 =xS ; 

    2

00
0

2
0
22 0 RRtRRdtSStS

Rtt

t
t

xxx dddd ====== == . 

 

Третя ділянка. Внаслідок наявності симетрії розглянемо половину 
цієї ділянки. Контурна координата  . Допоміжна координата  ; 

2
0


  ;  0 ; 

   cosRy =2 ; dd RdddF == ; 

   

.RRsinRR

sinRRRdcosRRRR

SSSS xxxx

dddd

ddddd











2

7

2

5

2

5

2

5

2

3

2

0

2

0

22

0

32
відросток
13

===

===

==

==



  

 

Побудуємо епюру  tSx  поточного статичного моменту (рис. Д.5.2.2). 
 

x
Sx(t)

dR2

1,5dR2

3,5dR2

2,5dR2

1,5dR2

dR2

2,5dR2

 
 

Рис. Д.5.2.2. Епюра  tSx  
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Визначимо функцію потоків дотичних сил 
 

   tS
I

Q
tq x

x

y
p = . 

 

Приймемо, що чисельно xyy IQQ =ф . Тепер маємо    tStq xp = . 

Покажемо напрямок потоків дотичних сил  tqp  (рис. Д.5.2.3). 
 

xT

qp(t)ц.з

 
 

Рис. Д.5.2.3. Напрямок потоків дотичних сил 
 
 

Визначимо величину моменту відносно моментної точки T : 
 

  dttqM ipiT r =


0

; 

   

.RRR

dRsinRtdtR

RdqRdttqM

R

p

R

pT

2

25
1

22

5
2

2

5
22

22

444

2
2

0

22

0

2

0

3

0

2


=








=

=







=

==






d


dd

dd







 

 

Знайдемо відстань від моментної точки T  до лінії дії поперечної сили 
(до центра згинання): 
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R,R

R

R

Q

M
a

y

T
T 0751

340

25
3

6

340
2

25

3

4

ф

=



=





==





d


d

. 

Цю відстань відкладаємо вліво від моментної точки T  (рис. Д.5.2.3). 
 
 

Задача № 3 
 

Розглянути відкритий профіль з розгалуженнями (рис. Д.5.3.1), стінки 
якого працюють на нормальні напруження ( 0sd ). Профіль є симетрич-
ним осі x . 
 

x

d
a 2a

I II

a
a

T

 
 

Рис. Д.5.3.1. Відкритий профіль з розгалуженнями 
 

Дано: товщина стінок d  постійна на всьому контурі перерізу. 
Знайти положення центра згинання. 

 
Розв’язання 

 

Положення центра ваги перерізу шукати не потрібно. Він унаслідок 
наявної симетрії знаходиться на осі x . На цій же осі знаходиться і центр 
згинання. 
 

Визначимо момент інерції площі перерізу відносно осі x : 
 

 
d

d
d 3

3
2

3

20

12

2
32 a

a
aaaI x == . 

 

Виберемо моментну точку T . Визначимо функцію  tSx  поточного 
статичного моменту площі перерізу відносно осі x  тільки на двох ділянках 
верхньої полиці (на інших ділянках потоки дотичних сил проходять через 
моментну точку). 
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Перша ділянка. Контурна координата t . Допоміжна координата  . 
 

at 20  ; t 0 . 

  ay =1 ; 00
1 =xS ; 

    dddd 2

200
0

1
0
11 20 aRtadatSStS

att

t
t

xxx ====== == . 

 
Друга ділянка. Контурна координата t . Допоміжна координата  : 

 

at 0 ; t 0 ; 

  ay =2 ; 00
1 =xS ; 

    dddd 2

00
0

2
0
22 0 ataadatSStS

att

t
t

xxx ====== == . 

 
Визначимо функцію потоків дотичних сил 

 

   tS
I

Q
tq x

x

y
p = . 

 
Приймемо, що чисельно xyy IQQ =ф . Тепер маємо    tStq xp = . 

Покажемо напрямок потоків дотичних сил  tqp  (рис. Д.5.3.2). 
 

x

T

2da2
da2

ц.з
qp(t)

Sx(t)

 
 

Рис. Д.5.3.2. Потоки дотичних сил 
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Визначимо величину моменту відносно моментної точки T : 
 

  dttqM ipiT r =


0

; 

ddd 422 3
2

1
2

2

1
22 aaaaaaMT =








= . 

 

Тут було використано ту обставину, що рівнодіюча дотичних сил  
на ділянці чисельно дорівнює площі епюри потоків дотичних сил. 
 

Визначимо відстань від моментної точки T  до лінії дії поперечної си-
ли (до центра згинання) 
 

a

a

a

Q

M
a

y

T
T

20

9

3

20

3

3

4

ф

===
d

d
. 

 

Цю відстань відкладемо вліво (момент TM  діє за годинниковою стрі-
лкою) від моментної точки T  (див. рис. Д.5.3.2). 
 
 

Задача № 4 
 

Ця задача аналогічна попередній. Розглянемо відкритий простий 
профіль з розгалуженнями (рис. Д.5.4.1), стінки якого працюють на норма-
льні напруження ( 0sd ). Профіль симетричний відносно осі x . 
 

x

d
a 2a

III

a
a

III

I

 
 

Рис. Д.5.4.1. Відкритий профіль з розгалуженнями 
 

Дано: товщина стінок d  постійна на всьому контурі перерізу. 
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Необхідно провести дискретизацію і визначити місце розташування 
центра згинання перерізу. 
 

Розв’язання 
 

При дискретизації перерізу здатність обшивки сприймати нормальні 
напруги передається зосередженим поздовжнім елементам. Однак збері-
гається здатність обшивки сприймати дотичні напруження ( 0=sd , 0d   
модель Вагнера). При цьому кожна зі складових перерізу смужок ( d ) 
замінюється трьома зосередженими площами (рис. Д.5.4.2) – двома кінце-
вими та серединною. 
 

fкін fкінfcер
 

 

d
6

1
кін =f , d

3

2
сер =f  

 

Рис. Д.5.4.2. Переріз смужки 
 

Проведемо дискретизацію. Виділимо в перерізі два типи смужок 
(всього п'ять смужок) і кожну смужку подамо у вигляді трьох зосереджених 
площ. Типи смужок позначено на рис. Д.5.4.1 римськими цифрами. 
 

Перший тип смужок: dd aaf I

3

1
2

6

1
кін == , dd aaf I

3

4
2

3

2
сер == . 

Другий тип смужок: daf II

6

1
кін = , daf II

3

2
сер = . 

 

Покажемо дискретний переріз (рис. Д.5.4.3). Позначимо зосереджені 
площі (поздовжні елементи). Елемент № 3 ( 3F ) містить суму внесків трьох 
смужок. Нижче осі симетрії знаходяться симетричні елементи: 
 

x

F1F2F3F4F5

F6

F1F2F3F4F5

1254

t2 t1

T

3

 
 

Рис. Д.5.4.3. Дискретний переріз 
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daF
3

1
1 = ;     daF

3

4
2 = ;     dd aaffF III

6

5

6

1

3

1
22 кркр3 =








== ; 

daF
3

2
4 = ;     daF

6

1
5 = ;     daF

3

4
6 = . 

 
Положення центра ваги перерізу шукати не потрібно. Він унаслідок 

симетрії знаходиться на осі x . На цій же осі розташовано і центр згинання. 
Визначимо момент інерції площі перерізу відносно осі x . Зауважимо, 

що ayi =  при 5 1,i = . 
 

dd 322
5

1 3

20

6

1

3

2

6

5

3

4

3

1
22 aaaaFI

i
ix =








=








= 

=
. 

 
Зауважимо, що результат одержимо такий ж, як і в попередній задачі. 

 

Виберемо моментну точку T  (рис. Д.5.4.3). Визначимо функцію xS  
поточного статичного моменту площі перерізу щодо осі x  тільки на чоти-
рьох ділянках верхньої полиці. 
 

Перша ділянка. Контурна координата t . Допоміжна координата  : 
 

at 0 ;     t 0 ; 

  ay =1 ;     00
1 =xS ; 

  ===== 1
2

11
3

1

3

1
xx SconstaaayFtS dd . 

 
Друга ділянка. Контурна координата t . Допоміжна координата  : 

 
at 0 ;     t 0 ; 

  ay =2 ;     d3
1

0
2

3

1
aSS xx ==  ; 

==== 2
33

2
0
22

3

5

3

4

3

1
xxx SaaaayFSS ddd . 

 
Четверта ділянка. Контурна координата t . Допоміжна координата  : 

2
0

a
t  ;     t 0 ; 

  ay =4 ;     00
4 =xS ; 
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==== 4
3

5
0
44

6

1

6

1
xxx SaaayFSS dd . 

 

П’ята ділянка. Контурна координата t . Допоміжна координата  : 
 

2
0

a
t  ;     t 0 ; 

  ay =5 ;     = 4
0
5 xx SS ; 

==== 5
322

4
0
55

6

5

3

2

6

1
xxx SaaayFSS ddd . 

 

Покажемо епюру поточного статичного моменту  tSx  (рис. Д.5.4.4). 
 

x

T

ц.з.
qp(t)

da2/3

5da2/3

da2/6

5da2/6

aT Sx(t)

 
 

Рис. Д.5.4.4. Епюра  tSx  
 

Визначимо функцію потоків дотичних сил 
 

   tS
I

Q
tq x

x

y
p = . 

 

Приймемо, що чисельно xyy IQQ =ф . Тепер маємо    tStq xp = . 

Напрямок потоків дотичних сил  tqp  показано на рис. Д.5.4.4. 
Визначимо величину моменту відносно моментної точки T : 

 

  dttqM ipiT r =


0

; 
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ddddd 42222 3
26

5

26

1

3

5

3

1
2 a

a
a

a
aaaaaaMT =








= . 

 

Тут було використано ту обставину, що рівнодіюча дотичних сил  
на ділянці чисельно дорівнює площі епюри потоків дотичних сил. 
 

Зауважимо, що результат одержуємо такий же, як і в попередній задачі. 
 

Визначимо відстань від моментної точки T  до лінії дії поперечної си-
ли (до центра згинання): 
 

a

a

a

Q

M
a

y

T
T

20

9

3

20

3

3

4

ф

===
d

d
. 

 

Цю відстань відкладаємо вліво (момент TM  спрямовано за годинни-
ковою стрілкою) від моментної точки T  (див. рис. Д.5.4.4). 
 

Зауважимо, що результат одержуємо такий же, як і в попередній задачі. 
 

Висновок: положення центра згинання після проведеної дискре-
тизації не змінилося. 
 
 

Задача № 5 
 

Розглянемо відкритий простий профіль (рис. Д.5.5.1), стінки якого 
працюють на нормальні напруження ( 0sd ). Профіль симетричний від-
носно осі x . 

x

48

(см)

30о

f=5 см2

f=5 см2

I

I

II

II

II

24

 
 

Рис. Д.5.5.1. Відкритий профіль 
 

Дано: товщина стінок см 1=d  постійна на всьому контурі перерізу. 
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Необхідно провести дискретизацію і визначити місце розташування 
центра згинання перерізу. 
 

Розв’язання 
 

При дискретизації перерізу здатність обшивки сприймати нормальні 
напруги передається зосередженим поздовжнім елементам. Однак збері-
гається здатність обшивки сприймати дотичні напруження ( 0=sd , 0d   
модель Вагнера). При цьому кожну зі складових перерізу смужок можна 
зобразити трьома зосередженими площами (див. рис. Д.5.4.2). 

Проведемо дискретизацію. Виділимо в перерізі два типи смужок 
(всього п'ять смужок) і кожну смужку зобразимо трьома зосередженими 
площами. Типи смужок позначені на рис. Д.5.5.1 римськими цифрами. 
 

Перший тип смужок: 2
кін см 2112

6

1
==If , 2

сер см 8112
3

2
==If . 

Другий тип смужок: 2
кін см 4124

6

1
==IIf , 2

сер см 16124
3

2
==IIf . 

 

Покажемо дискретний переріз (рис. Д.5.5.2). Позначимо зосереджені 
площі (поздовжні елементи). Елементи № 3 ( 3F ) та № 5 ( 5F ) містять суму 
від внесків трьох смужок. В елементі № 1 ( 1F ) врахована наявна в перерізі 
площа ( f ). Нижче осі симетрії знаходяться симетричні елементи. 
 

x

F1

F2

F3F4

F5

F6

F1

F2
F3

F4

F5

1
2

3
4

5
t

312 312

(см)

T

 
 

Рис. Д.5.5.2. Дискретний переріз 
 

2
кін1 см 725 === IffF ;     2

сер2 см 8== IfF ;  
2

кінкін3 см 624 === III ffF ;     2
сер4 см 16== IIfF ; 
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2
кінкін5 см 844 === IIII ffF ;     2

сер6 см 16== IIfF . 
 

Положення центра ваги перерізу шукати не потрібно. Він унаслідок 
симетрії знаходиться на осі x . На цій же осі розташовано і центр згинання. 

Визначимо момент інерції площі перерізу відносно осі x . Зауважимо, 

що см 1251 == yy ; см 18
2

1224
42 =


== yy ; см 243 =y ; 

    

     .

FFFFFyFI
i

iix

2222

2
3

2
42

2
51

5

1

2

см 267842461816812872

24181222

==

==







= 

=  

Виберемо моментну точку T  (див. рис. Д.5.5.2). Визначимо функцію 
xS  поточного статичного моменту площі перерізу відносно осі x  на п’яти 

ділянках перерізу (далі симетрично). 
 

Перша ділянка. Контурна координата t . Допоміжна координата  : 
 

at 0 ;    t 0 ; 

00
1 =xS ; 

  ===== 1
2

11 см 8412712 xx SconstFtS . 
 

Друга ділянка. Контурна координата t . Допоміжна координата  : 
 

at 0 ;     t 0 ; 
2

1
0
2 см 84== 

xx SS ; 
==== 2

2
2

0
22 см 2281888418 xxx SFSS . 

 
Третя ділянка. Контурна координата t . Допоміжна координата  : 

 

at 0 ;     t 0 ; 
2

2
0
3 см 228== 

xx SS ; 
==== 3

2
3

0
33 см 37224622824 xxx SFSS . 

 
Четверта ділянка. Контурна координата t . Допоміжна координата  : 

 

at 0 ;     t 0 ; 
2

3
0
4 см 372== 

xx SS ; 
==== 4

2
4

0
44 см 660181637218 xxx SFSS . 
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П’ята ділянка. Контурна координата t . Допоміжна координата  : 
 

at 0 ;     t 0 ; 
2

4
0
5 см 660== 

xx SS ; 
==== 5

2
5

0
55 см 75612866012 xxx SFSS . 

 

Покажемо епюру поточного статичного моменту  tSx  (рис. Д.5.5.3). 
 

x

312 312

84

228

372
660

756

Sx(t), см2

Симетрія

qp(t)

ц.з

aT

T

(см)

 
 

Рис. Д.5.5.3. Епюра  tSx  

 
Визначимо функцію потоків дотичних сил 

   tS
I

Q
tq x

x

y
p = . 

Приймемо, що чисельно xyy IQQ =ф . Тепер маємо    tStq xp = . 

Покажемо напрямок потоків дотичних сил  tqp  (див. рис. Д.5.5.3). 
Визначимо величину моменту відносно моментної точки T : 

 

  dttqM ipiT r =


0

; 

      
.,

MT

5см 3299298

312127563122622831226842

=

==
 

 

Тут було використано ту обставину, що рівнодіюча дотичних сил  
на ділянці чисельно дорівнює площі епюри потоків дотичних сил. 

Відстань від моментної точки T  до лінії дії поперечної сили  
(до центра згинання) 
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см 1711
26784

3299298

ф

,
,

Q

M
a

y

T
T === . 

 

Цю відстань відкладемо вліво (момент TM  спрямовано проти годинни-
кової стрілки) від моментної точки T  ( см 7820312 ,= ) (див. рис. Д.5.5.3). 
 
 

Задача № 6 
 

Розглянути відкритий простий профіль (рис. Д.5.6.1), стінки якого 
працюють на нормальні напруження ( 0sd ). Його отримано із замкнутого 
введенням розрізу. Профіль симетричний відносно осі x . 
 

x

y

a

a

d

 
 

Рис. Д.5.6.1. Відкритий профіль, отриманий розрізом  
перерізу із замкнутого контуру 

 

Дано: товщина стінок d  постійна на всьому контурі перерізу. 
Необхідно провести дискретизацію і визначити місце розташування 

центра згинання перерізу. 
 
 

Розв’язання 
 

При дискретизації перерізу здатність обшивки сприймати нормальні 
напруги передається зосередженим поздовжнім елементам. Однак збері-
гається здатність обшивки сприймати дотичні напруження ( 0=sd , 0d   
модель Вагнера). При цьому кожну зі складових перерізу смужок подамо 
трьома зосередженими площами. 

Проведемо дискретизацію. Покажемо дискретний переріз  
(рис. Д.5.6.2). Позначимо зосереджені площі (поздовжні елементи). 
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Елементи № 3 ( 3F ) та № 5 ( 5F ) містять суму від внесків трьох сму-
жок. Нижче осі симетрії знаходяться симетричні елементи: 
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Рис. Д.5.6.2. Дискретний переріз 
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Визначимо момент інерції площі перерізу відносно осі x : 
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Виберемо моментну точку T  (нижній лівий кут). Визначимо функцію 
поточного статичного моменту площі перерізу відносно осі x  тільки на чо-
тирьох перших ділянках. 
 

Перша ділянка 
 

00
1 =xS . 

 

Друга ділянка 
 

1243
0

4

2
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dd aaaa
FSS xx === . 
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Третя ділянка 
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24122

22

323
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FSS xx === . 

 

Четверта ділянка 
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ddd aaaaa
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Покажемо епюру поточного статичного моменту  tSx  (рис. Д.5.6.3). 
 

x
Sx(t)
da2/12
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Рис. Д.5.6.3. Епюра  tSx  
 
 

Функція потоків дотичних сил 
 

   tS
I

Q
tq x

x

y
p = . 

 

Приймемо, що чисельно xyy IQQ =ф . Тепер маємо    tStq xp = . 

Покажемо напрямок потоків дотичних сил  tqp  (див. рис. Д.5.6.3). 
Визначимо величину моменту відносно моментної точки T : 

  dttqM ipiT r =


0

; 
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Тут було використано ту обставину, що рівнодіюча дотичних сил  
на ділянці чисельно дорівнює площі епюри потоків дотичних сил. 

Визначимо відстань від моментної точки T  до лінії дії поперечної си-
ли (до центра згинання): 

a
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ф
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d

d
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Цю відстань відкладаємо вліво на рис. Д.5.6.3. 
 

Зауваження. Такий же результат одержимо і в разі розрахунку без 
проведення дискретизації. 
 

Наведемо результати для підтвердження цього зауваження. 
Зобразимо епюру поточного статичного моменту  tSx   

(рис. Д.5.6.4) і запишемо вираз для визначення моменту потоку доти-
чних сил TM  відносно тієї ж точки T : 
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Рис. Д.5.6.4. Епюра  tSx  
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Величина моменту збіглася з отриманим значенням моменту дискре-
тного перерізу, а значить, одержано таке ж положення центра згинання. 
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Задача № 7 
 

Розглянути відкритий простий профіль (рис. Д.5.7.1), стінки якого 
працюють на нормальні напруження ( 0sd ). Його отримано із замкнутого 
введенням розрізу. Профіль симетричний відносно осі x . 

Необхідно в заданому перерізі отримати загальну формулу для ви-
значення положення центра згинання. 
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II
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Рис. Д.5.7.1. Відкритий профіль, отриманий розрізом  
перерізу із замкнутого контуру 

 
 

Розв’язання 
 

Переріз симетричний відносно осі x , на ній і буде знаходитись центр 
згинання. Визначимо момент інерції площі перерізу відносно осі x : 
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Виберемо моментну точку T  (нижній лівий кут). Визначимо функцію 
 tSx  поточного статичного моменту площі перерізу відносно осі x  тільки 

на двох ділянках. 
 

Перша ділянка (від розрізу до верхньої кутової точки) 
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Друга ділянка (між двома верхніми кутовими точками) 
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Функція потоків дотичних сил 
 

   tS
I

Q
tq x

x

y
p = . 

 

Приймемо, що чисельно xyy IQQ =ф . Тепер маємо    tStq xp = . 

Покажемо напрямок потоків дотичних сил  tqp  на рис. Д.5.7.1. 
Визначимо величину моменту відносно моментної точки T : 

 

  dttqM ipiT r =
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; 
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Розрахуємо відстань від моментної точки T  до лінії дії поперечної 
сили (до центра згинання) 
 

см 1711
26784

3299298

ф

,
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Q
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T === . 

 

Цю відстань відкладемо вліво від моментної точки T   
(див. рис. Д.5.7.1). 
 
 
 

Задача № 8 
 

Розглянути відкритий профіль (рис. Д.5.8.1), стінки якого працюють 
на нормальні напруження ( 0sd ). Профіль симетричний відносно осі x . 

Дано: R ; d , 
4


a = . Товщина стінок d  постійна на всьому контурі пе-

рерізу. 
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Знайти положення центра згинання. 
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d
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xT

 
 

Рис. Д.5.8.1. Відкритий профіль 
 

 
 

Розв’язання 
 

Визначимо момент інерції площі перерізу відносно осі x : 
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Знайдемо функцію  tSx  поточного статичного моменту площі пере-
різу відносно осі x  (маємо тільки одну ділянку). 
 

Контурна координата  . Допоміжна координата  : 
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Функція потоків дотичних сил 

   tS
I

Q
tq x

x

y
p = . 

 

Приймемо, що чисельно xyy IQQ =ф . Тепер маємо    tStq xp = . 

Напрямок потоків дотичних сил  tqp   проти годинникової стрілки. 
Визначимо величину моменту відносно моментної точки T : 
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Розрахуємо відстань від моментної точки T  до лінії дії поперечної 
сили (до центра згинання): 

R,
R,

R,

Q

M
x

y

T 0852
3563

9976
3

4

ф
ц.з ===

d

d
. 

 

Цю відстань відкладемо вліво від моментної точки T . 
 

Зауваження: з метою дослідження були проведені розрахунки при 
інших значеннях зосередженої площі f . 
 

При 0=f  одержуємо d38562 R,Ix = , d4804 R,MT = , R,x 441ц.з = . 
 

При Rf d=  одержуємо d38563 R,Ix = , d4158 R,MT = , R,x 442ц.з = . 
 

Якщо переріз, що розглянуто в задачі, являє собою переріз фюзеля-
жу літака при відкритому люці, важливо, щоб рівнодіюча аеродинамічних 
сил, діючих на кермо напрямку, проходила через центр згинання перерізу. 
Цього можна домогтися варіюванням геометричних характеристик жорст-
кості параметрів, у тому числі величини зосереджених площ. З розрахун-
ків, проведених в даній задачі, випливає, що збільшення зосереджених 
площ видаляє центр згинання від центра кола перерізу (рис. Д.5.8.2). 
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aa
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ff
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Рис. Д.5.8.2. Переріз фюзеляжу 
 

 

Додатково в табл. Д.5.8.1 наведемо довідкові дані щодо розташуван-
ня центра згинання в поперечному перерізі тонкостінного стрижня. 
 

Таблиця Д.5.8.1 
 

Довідкові дані з розташування центра згинання 
 

Схема перерізу Довідкові дані 

ц.з
x

0sd

 

d 3RI x = ; Rx 2ц.з =  

ц.з
x

0sd

 

d350 R,Ix = ; R,
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x 271
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f=dR/4
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f=dR/4

x

ds=0

 

d350 R,Ix = ; R,
R

x 571
2

ц.з ==


 

 

Зауваження. З табл. П.5.8.1 видно, що в двох півкільцях з однако-
вим осьовим моментом інерції перерізу, але різною здатністю до сприй-
няття нормальних напружень положення центра згинання є різним. Це 
означає, що за наявності в тонкостінному перетині контурної лінії з 
криволінійними ділянками після проведення його дискретизації можна очі-
кувати зміщення положення центра згинання. 
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Задача № 9 
 

Розглянути відкритий профіль (рис. Д.5.9.1), стінки якого працюють 
на нормальні напруження ( 0sd ). 

Дано: d =1 см; а= 24 см. Товщина стінок d  постійна на всьому конту-
рі перерізу.  

Знайти положення центра згинання. 
 
 

a
a

a

2a

d

x'

 
 

Рис. Д.5.9.1. Відкритий несиметричний профіль 
 
 

Розв’язання 
 

Для спрощення розрахунків застосуємо дискретизацію поперечного 
перерізу. Замінимо кожну зі смужок трьома зосередженими площами (на 
стиках смужок зосереджені площі підсумовуємо). Дискретний переріз 
( 0=sd ) складається з семи зосереджених площ (рис. Д.5.9.2): 
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Рис. Д.5.9.2. Переріз після дискретизації 
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Знайдемо положення центра ваги перерізу відносно осей x   і y   
(рис. Д.5.9.2): 
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Покажемо центральні осі x  і y  в перерізі (рис. Д.5.9.3). 
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Рис. Д.5.9.3. Центральні осі x  і y  в перерізі 
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Визначимо положення головних центральних осей інерції перерізу x  
і y . Для цього розрахуємо моменти інерції перерізу відносно центральних 
осей інерції перерізу x  і y : 
 

 

 

;см 
15

52

15

52

5

4

3

1

3

4

3

2

5

4

3

4

5

4
2

2

1

3

2

6

1

5

4
 

5

4

5

4
2 

433

22

22

765

2

4

2

321

7

2

2

47923,2124a

a
a

a
aa

a
aa

a
FFF

a
aF

a
aFFFyFI

i
iix

===

=












































=



























== 

=

d

dd

d
 

 

 

 

 

;см 
4

7

4

7

2
2

3

1

23

2

3

4

2

1
0

3

2

23

4

6

1

2
2

2
 

222
 

433
2

2
2

2

2

7

2

543

2

2

2

61

7

2

2

24192124a
a

aa

a
a

a
aa

a
aF

a
FFF

aa
F

a
aFFxFI

i
iiy

===












































=

=



































== 

=

dd

dd

 

 

 

.13824124a

aa
a

aa
a

aa
a

aa
a

aa
a

aa
a

aa
aF

aa
aF

aa
F

a
a

a
F

a
a

a
F

a
aF

a
a

a
aFyxFI

i
iiixy

433

76

543

21

7

2

см 

5

4

2

3

3

1

5

4

23

4

5

4

23

2

5

6

23

4

5

6

22

1

0
5

6

26

1

5

4

2
2

5

4

2

5

4
 

25

4

25

4
2

2

5

4
2 0

5

4
2

2

===

=

=





















































































































== 

=

d

ddddd

d  

 



146 

Знайдемо кут повороту   центральних осей інерції перерізу, при 
якому ці осі стають головними: 
 

 
1,165

aa

a

II

I
tg

yx

xy ==



=


=

103

120

4

7

15

52

22
2

33

3

dd

d
 ; 

49,3591,165arctg ==2 ; 24,68= . 
 

Запишемо моменти інерції перерізу відносно головних центральних 
осей інерції перерізу x  і y : 
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Покажемо на рис. Д.5.9.4 переріз із зазначеними головними центра-
льними осями інерції. 
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Рис. Д.5.9.4. Головні центральні осі x  та y  в перерізі 
 
 

Головні центральні координати точок розташування зосереджених 
площ визначаємо таким чином: 
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 sinycosxx iii = ,  sinxcosyy iii = . 
 

Виберемо моментну точку T  (див. рис. Д.5.9.4). Внаслідок цього ви-
бору положення моментної точки функції  tSx  та  tS y  поточного статич-
ного моменту площі перерізу щодо осей x  та y  треба визначати тільки на 
першій и другій ділянках: 
 

111 yFSx = ; 22112 yFyFSx = ; 111 xFSy = ; 22112 xFxFS y = . 
 

Визначимо функцію потоків дотичних сил  tqp  окремо від попереч-

них сил хQ  і yQ : 
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Q
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x
xp = ;    tS
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Q
tq x
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y
yp = . 

 

Приймемо, що чисельно yxx IQQ =ф  та xyy IQQ =ф . Тепер має-

мо    tStq yxp =  та    tStq xyp = . 

Покажемо єдиний напрямок для двох потоків дотичних сил  tq xp  та 

 tq yp  на рис. Д.5.9.4. 
Визначимо величину моментів відносно моментної точки T  залежно 

від двох потоків дотичних сил  tq xp  та  tq yp : 
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Знайдемо відстані від моментної точки T  до лінії дії кожної попереч-
ної сили (до центра згинання): 
 

  

ф
ц.з

y

ypT

Q

tqM
x = , 

  

ф
ц.з

x

xpT

Q

tqM
y = . 

 

Обидві ці відстані відкладемо вліво від моментної точки T  (див. рис. Д.5.9.4). 
Наведемо результати розрахунків: 

 

см 1 22,93x = ; см 1 21,16y = ; см 1 12,03x = ; см 1 26,17y = ; 
 

3
1 см 84,64Sx = , 3

1 см 91,72Sy = ; 3
2 см 503,34Sx = ; 3

2 см 284,12Sy = ; 
 

см 246ц.з ,x = , см 1312ц.з ,y = . 
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Положення центра згинання показано на рис. Д.5.9.4. 
По-іншому положення центра згинання можна знайти за методикою 

визначення потоків дотичних сил, яка розглянута в задачі 6 дод. 3. 
При цьому слід використати тільки центральні осі перерізу  

(рис. Д.5.9.5). 
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xц.з

y ц
.з
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t

 
 

Рис. Д.5.9.5. Центральні осі x  і y  
 

Як і раніше виберемо моментну точку T  (див. рис. Д.5.3.1). Тоді фун-
кції  tSx  та  tSx  поточного статичного моменту площі перерізу відносно 
осей x  і y  треба визначити тільки на першій і другій ділянках: 
 

111 yFSx = ; 22112 yFyFSx = ; 111 xFSy = ; 22112 xFxFS y = . 
 

Знайдемо функцію потоків дотичних сил  tqp  окремо від поперечних 

сил xQ  та yQ : 
 

      tSItSI
III

Q
tq xxyyx

xyyx

x
px 


=

2
; 

      tSItSI
III

Q
tq yxyxy

xyyx

y
py 


=

2
. 

 

Покажемо єдиний напрямок для двох потоків дотичних сил  tqpx  та 

 tqpy  (див. рис. Д.5.9.5). 
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Визначимо величину моментів відносно моментної точки T  залежно 
від двох потоків дотичних сил  tqpx  та  tqpy : 
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Знайдемо відстані від моментної точки T  до лінії дії кожної попереч-
ної сили (до центра згинання): 
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Обидві ці відстані відкладемо вліво від моментної точки T  (див. рис. Д.5.9.4). 
Наведемо числові результати розрахунків: 
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Положення центра згинання показано на рис. Д.5.9.5. Це місце розташу-

вання збігається з отриманим місцем за першим наведеним способом. Досить 
врахувати поворот координатних осей, щоб переконатися в цьому. 

Слід зазначити, що при розв’язанні цієї задачі другий спосіб є менш 
трудомістким. 
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Додаток 6 
 

ВАРІАНТИ ВИХІДНИХ ДАНИХ ДО ЗАДАЧІ «ЗСУВ І КРУЧЕННЯ  
ЗАМКНУТОГО ПРОФІЛЮ» 

 
 

Таблиця Д.6.1 
 

Геометричні параметри перерізу, що розраховують 
 

Номер 
варіанта 1f , см2 2f , см2 1 , мм 3 , мм 2 , мм 

1 10 40 1 5 2 
2 15 35 2 4 4 
3 20 30 3 3 6 
4 25 25 4 2 8 
5 30 20 5 1 2 
6 35 15 1 5 4 
7 40 10 2 4 6 
8 10 40 3 3 8 
9 15 35 4 2 2 

10 20 30 5 1 4 
11 25 25 1 5 6 
12 30 20 2 4 8 
13 35 15 3 3 2 
14 40 10 4 2 4 
15 10 40 5 1 6 
16 15 35 1 5 8 
17 20 30 2 4 2 
18 25 25 3 3 4 
19 30 20 4 2 6 
20 35 15 5 1 8 
21 40 10 1 5 2 
22 10 40 2 4 4 
23 15 35 3 3 6 
24 20 30 4 2 8 
25 40 10 2 4 4 
26 35 15 2 4 6 
27 25 25 4 6 2 
28 30 20 3 2 3 
29 35 15 3 4 2 
30 20 30 4 6 2 
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Продовження табл. 6.1 
 

Номер 
варіанта 1f , см2 2f , см2 1 , мм 3 , мм 1 , мм 

31 12 38 1 5 2 
32 17 33 2 4 4 
33 22 28 3 3 6 
34 27 23 4 2 8 
35 32 18 5 1 2 
36 37 13 1 5 4 
37 42 8 2 4 6 
38 12 38 3 3 8 
39 17 33 4 2 2 
40 22 28 5 1 4 
41 27 23 1 5 6 
42 32 18 2 4 8 
43 37 13 3 3 2 
44 42 8 4 2 4 
45 12 38 5 1 6 
46 17 33 1 5 8 
47 22 28 2 4 2 
48 27 23 3 3 4 
49 32 18 4 2 6 
50 37 13 5 1 8 
51 42 8 1 5 2 
52 12 38 2 4 4 
53 17 33 3 3 6 
54 22 28 4 2 8 
55 42 8 2 4 4 
56 37 13 2 4 6 
57 27 23 4 6 2 
58 32 18 3 2 3 
59 37 13 3 4 2 
60 22 28 4 6 2 
61 13 37 1 5 2 
62 18 32 2 4 4 
63 23 27 3 3 6 
64 28 22 4 2 8 
65 33 17 5 1 2 
66 38 12 1 5 4 
67 43 7 2 4 6 
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Закінчення табл. 6.1 
 

Номер 
варіанта 1f , см2 2f , см2 1 , мм 3 , мм 1 , мм 

68 11 39 1 5 2 
69 16 34 2 4 4 
70 21 29 3 3 6 
71 26 24 4 2 8 
72 31 19 5 1 2 
73 36 14 1 5 4 
74 41 9 2 4 6 
75 11 39 3 3 8 
76 16 34 4 2 2 
77 21 29 5 1 4 
78 26 24 1 5 6 
79 31 19 2 4 8 
80 36 14 3 3 2 
81 41 9 4 2 4 
82 11 39 5 1 6 
83 16 34 1 5 8 
84 21 29 2 4 2 
85 26 24 3 3 4 
86 31 19 4 2 6 
87 36 14 5 1 8 
88 41 9 1 5 2 
89 11 39 2 4 4 
90 16 34 3 3 6 
91 21 29 4 2 8 
92 41 9 2 4 4 
93 36 14 2 4 6 
94 26 24 4 6 2 
95 31 19 3 2 3 
96 36 14 3 4 2 
97 21 29 4 6 2 
98 6 44 1 5 2 
99 14 36 2 4 4 
100 19 31 3 3 6 
101 24 26 4 2 8 
102 29 21 5 1 2 
103 34 16 1 5 4 
104 39 11 2 4 6 
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Додаток 7 
 

ПРИКЛАДИ РОЗВ'ЯЗАННЯ ЗАДАЧ ЗА ТЕМОЮ «ЗСУВ І КРУЧЕННЯ  
ЗАМКНУТОГО ПРОФІЛЮ» 

 
Задача № 1 

 

Розглянути замкнутий профіль прямокутної форми (рис. Д.7.1.1), сті-
нки якого працюють на нормальні напруження ( 0 ). Профіль симетри-
чний відносно осі x . 
 

b

a
Qy

h x


 

 f1

f1

f2

f2

 
 

Рис. Д.7.1.1. Замкнутий профіль прямокутної форми 
 

Дано: кН 11,2QQ y  ; м 0,2h  ; м 0,8b  ; м 0,003 ; м 0,4a  ; 
24

1 м  1020f ; 24
2 м  1010f ; матеріал в перерізі однаковий. 

Знайти положення центра жорсткості перерізу і відносний кут закру-
чування тонкостінного стрижня. 
 
 
 

Розв’язання 
 

Положення центра ваги перерізу шукати не потрібно. В силу симетрії 
центр ваги знаходиться на осі x . На цій же осі розташовано і центр жорст-
кості. 
 

Визначимо момент інерції площі перерізу відносно осі x : 
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Знайдемо функцію  tSx  поточного статичного моменту площі пере-
різу відносно осі x . Зробимо в перерізі розріз. З'єднаємо пару вільних то-
чок контурною координатою t . Пронумеруємо ділянки (рис. Д.7.1.2). Епюра 
симетрична відносно осі x . 
 

x

13

4

5

2

t

 
 

                    Рис. Д.7.1.2. Напрямок контурної координати 
і номери ділянок в перерізі 

 
Поділимо переріз на п'ять ділянок. Кожна ділянка обмежена двома 

зламами контурної лінії, які збігаються з розташуванням зосереджених 
площ. Обчислення для зручності проведемо в сантиметрах. 
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Ділянка 3: ht 0 ; t 0 ; ddF  ; 
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Ділянка 4: bt 0 ; t 0 ; ddF  ; 
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Ділянка 5: 
2

0
h

t  ; t 0 ; ddF  ; 
2

5

h
y ; 3

3 см 115
xS ; 

 

 

0.15t,t

t,t,tthh
fS

hh
fSdy

h
fStS

h
tt

x

t

x

t

xx

























2

3

0

2

22

21

0

2

24

0

5245

   см 150315

2

30

2

3020

2

20
10115

222

2222






 

 

Побудуємо епюру поточного статичного моменту (рис. Д.7.1.3). 
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Рис. Д.7.1.3. Епюри  tSx  та  tqp  
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Визначимо змінну складову функції потоку дотичних сил: 
 

       Н/см 
11200

11200
tStStS
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Q
tq xxx
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y
p  . 

 

Таким чином, епюра  tqp  (див. рис. Д.7.1.3) збігається з функцією 

 tSx  і має напрямок, протилежний контурній координаті t . 
Перевіряємо правильність визначення  tqp . Має виконуватися умова 
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Умова виконана. 
Визначаємо постійну складову функції потоку дотичних сил 0q . Як мо-

ментну вибираємо точку T  (див. рис. Д.7.1.3). Скористаємося формулою 
 

  dtqaQq py 


1
0 , 

 

де 2см 208022 3200bh  . 
Величина а  збігається з наведеною у вихідних даних. Скористав-

шись даними епюри  tqp , отримаємо значення для розрахунку інтеграла: 
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тоді 

  Н/см. 3840004011200
3200

1
0 260q   

 

Покажемо епюру 0q  на рис. Д.7.1.4. 
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Рис. Д.7.1.4. Епюра 0q  
 
 

Розрахуємо сумарні потоки дотичних сил    tqqtq p 0  на ділянках: 
 

  2
1 150260 t,tq  ; 

 

  tttq 314531152602  ; 
 

  22
3 15032951503555260 t,tt,ttq  ; 

 

  tttq 39533552604  ; 
 

  22
5 1503245150315260 t,tt,ttq  . 

 

Покажемо епюру  tq  без указання знака числових значень, але за-
значивши напрямок потоків (рис. Д.7.1.5). 
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Рис. Д.7.1.5. Епюра  tq  
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Перевіримо правильність розрахунку потоків дотичних сил  tq . 
Переконаємося, що момент, який створюють потоки  tq  відносно точки 

1T  (див. рис. Д.7.1.5), дорівнює моменту, який створює сила yQ  в перерізі 
відносно тієї ж точки: 
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Якщо зазначені моменти збігаються за величиною, то потоки  tq  
визначені правильно. 

Знайдемо, де розташовується центр жорсткості заданого перерізу, 
скориставшись методом виділення моменту. 

Визначимо крутильну жорсткість поперечного перерізу 
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Для обчислення погонного кута закручування перерізу проведемо 
попередньо розрахунок такого інтеграла: 
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Визначимо погонний кут закручування 
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  3смН 
3200
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  . 

 

Тепер можна обчислити крутний момент 
 

смН 15360
1253

кркр  48000G
G

,
GIM  . 

 

Розрахуємо величину відстані, яка позиціонує центр жорсткості: 
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48000кр
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Q

M
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 . 

 

Цю відстань відкладаємо вліво від діючої в перерізі сили yQ  відпові-

дно до напрямку моменту крM  (рис. Д.7.1.6). Від носка профілю центр жо-
рсткості видалено на відстань 
 

см 286440ц.ж 35,714,cax  . 
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Рис. Д.7.1.6. Положення центра жорсткості в перерізі 
 

Знайдемо, де розташовується центр жорсткості заданого перерізу, 
застосовуючи метод фіктивної сили. Вважаємо, що поперечна сила в пе-
рерізі проходить через центр жорсткості. Для скорочення розрахунків за-
лишимо колишню величину цієї сили. 

Якщо сила, що діє в поперечному перерізі, проходить через центр 
жорсткості, то крутіння не відбудеться і погонний кут закручування буде 
дорівнювати нулю. Виходячи з відсутності крутіння, обчислимо постійну 
частину потоку дотичних сил, величину якої визначимо за формулою: 
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де L  – периметр контуру; 
 

см 20280222 200hbL  . 
 

Розрахуємо верхній інтеграл 
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Цей інтеграл являє собою площу епюри pq  (див. рис. Д.7.1.3). 
Таким чином, постійна частина потоку дотичних сил 

 

 
Н/см 

200

49000
0 245

L

dttq
q

p


 . 
 

Зобразимо епюру 0q  потоку дотичних сил, який діє в перерізі, коли 
сила проходить через центр жорсткості (рис. Д.7.1.7). 
 

x

q0, Н/см

245

245
245

245

245

245
245

245

 
 

Рис. Д.7.1.7. Епюра 0q  
 

Підрахуємо сумарні потоки дотичних сил    tqqtq p 0  по ділянках: 
 

  2
1 150245 t,tq  ; 
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  tttq 313031152452  ; 
 

  22
3 15033101503555245 t,tt,ttq  ; 

 

  tttq 311033552454  ; 
 

  22
5 1503230150315245 t,tt,ttq  . 

 

Покажемо на рис. Д.7.1.8 епюру  tq  без указання знака числових 
значень, але зазначаючи напрямок потоків. 
 

x

q, Н/см

245325

310

310

110

110

230

230T

130

130

 
 

Рис. Д.7.1.8. Епюра  tq  
 
 

Розрахуємо момент відносно точки T , створюваний сумарним пото-
ком дотичних сил: 
 

   

.hbqdtq

dtqdtqdtqqdtqqM

p

ppT

20

00












 

 
Перший інтеграл було знайдено раніше: 

 

  смН 0802022453840002384000 0  40000hbqqMT  . 
 

Визначимо положення центра жорсткості. Він віддалений вправо від 
моментної точки T  (носка профілю) на відстань 
 

 
см 

11200

400000
ц.ж 35,714

Q

qM
x T   . 

 
Як бачимо, розрахунок двома способами положення центра жорстко-

сті в перерізі привів до однакових результатів. 
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Задача № 2 
 

Умови залишаються такими, як в попередній задачі, але тепер роз-
рахунки необхідно виконати після дискретизації перерізу. 
 
 

Розв’язання 
 

Використаємо модель Вагнера 0 . Початковий переріз містить 
чотири зосереджені площі і чотири полоси: верхню і нижню обшивки і пра-
ву і ліву стінки. Кожна зі смужок передає здатність сприймати нормальні 
напруження на три зосереджені площі, розташовані по її краях і в середи-
ні. Площі в серединах стінок можна не враховувати, оскільки вони розта-
шовані на осі, яка є нейтральною віссю (в цих площах нормальні напру-
ження дорівнюють нулю). Переріз після дискретизації буде містити шість 
зосереджених площ і мати вигляд, показаний на рис. Д.7.2.1. 
 

b

a
Qy

h x


 

 F1

F4

F5

F6

F2

F3

b/2

 
 

Рис. Д.7.2.1. Дискретний переріз 
 

Розрахуємо площі iF . Додатки до наявних «кутових» площ від обши-
вок 
 

2
обш см 

6

1

6

1
40,380bF    

і від стінок 
 

2
ст см 

6

1

6

1
10,320hF   . 

 

Утворені після дискретизації зосереджені площі: 
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2
65 см 

3

2

3

2
160,380hbFF  ; 

 
2

стобш141 см 251420FFfFF   ; 
 

2
стобш232 см 151410FFfFF   . 

 

Унаслідок симетрії перерізу положення центра ваги перерізу шукати 
не потрібно. Він знаходиться на осі x , де буде розташовуватися і центр 
жорсткості. 

Визначимо момент інерції площі перерізу відносно осі x : 
 

    .11200
20

161525
h

FFFyFI i
i

ix
4

22

521
2

6

1

см 
4

2
4

2  


 

 

Природно, що результат збігся з отриманим в попередній задачі. 
Знайдемо функцію xS  поточного статичного моменту площі перерізу 

щодо осі x . Введемо в переріз розріз (рис. Д.7.2.2). З'єднаємо пару віль-
них точок контурною координатою. Пронумеруємо ділянки. Епюра xS  буде 
симетричною відносно осі x . 
 
 

x

F1 F5

F6

F2

F3F4

t

2

1

3

4

5 6
7

 
 

Рис. Д.7.2.2. Напрямок контурної координати і номери ділянок в перерізі 
 
 

Ділянка 1: 
2

0
h

t  ; 
 

01 xS . 
 

Ділянка 2: 
2

0
b

t  ; 
 

3
22 см 

22
150

20
15

h
FSx  . 
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Ділянка 3: 
2

0
b

t  ; 
 

3
523 см 

22
310

20
16150

h
FSS xx  . 

 

Ділянка 4: 
2

0
h

t  ; 
 

3
134 см 

22
560

20
25310

h
FSS xx  . 

 

Далі маємо симетричні ділянки. 
Покажемо на рис. Д.7.2.3 епюру xS . 

 

x
Sx(t), см3

qp(t), Н/см

150

150
310

310

560

T
 

 
Рис. Д.7.2.3. Епюри  tSx  та  tqp  

 
 

Визначимо змінну складову функції потоку дотичних сил: 
 

       Н/см tStS
11200

11200
tS

I

Q
tq xxx

x

y
p  . 

 

Таким чином, епюра  tqp  збігається з функцією  tSx  і має напря-
мок, протилежний контурній координаті t . 

Перевіримо правильність визначення  tqp . Має виконуватися умова 
 

  yp Qdytq   ; 
 

  Н  4 1120020560hqdytq pp  . 
 

Умова виконана. 
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Визначаємо постійну складову функції потоку дотичних сил 0q . Як 
моментну вибираємо точку T  (див. рис. Д.7.2.3): 
 

  dtqaQq py 


1
0 , 

 

де 2см 3200208022  bh . 
 

Величина а  збігається з наведеною у вихідних даних. Скористав-
шись даними епюри  tqp , отримаємо значення інтеграла 
 

    см.Н 
22

32  36800020
80

310150h
b

qqdtq ppp  

 
Тоді 

 

  Н/см. 0 2553680004011200
3200

1
q   

 

Зобразимо на рис. Д.7.2.4 епюру 0q . 

x

q0, Н/см
255255

255

255

255

255
255

 
 

Рис. Д.7.2.4. Епюра 0q  
 

Розрахуємо сумарні потоки дотичних сил    tqqtq p 0  на ділян-
ках: 
 

  Н/см 1 255tq  ; 
 

  Н/см 1502552 105tq  ; 
 

  Н/см 3102553 55tq  ; 
 

  Н/см 5602554 305tq  . 
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Покажемо на рис. Д.7.2.5 епюру  tq  без указання знака числових 
значень, але зазначаючи напрямок потоків. 

x

q, Н/см

105
105

305

55

255
255

T2
 

 
Рис. Д.7.2.5. Епюра  tq  

 

Перевіримо правильність визначення потоків дотичних сил  tq . 
Переконаємося, що момент, який створюють потоки  tq  відносно точки 

2T  (див. рис. Д.7.2.5), дорівнює моменту сили yQ  в перерізі відносно тієї ж 
точки: 
 

    h
b

qh
b

qhbqtqМT
22

2342 

44800020
80

10520
80

558020305 
22

 Нсм; 

      448000408011200abQQМ yyT 
2

 Нсм. 
 

Якщо зазначені моменти збігаються за величиною, то потоки  tq  
визначені правильно. 

Знайдемо, де розташовується центр жорсткості заданого перерізу, 
скориставшись методом виділення моменту. 

Визначимо крутильну жорсткість поперечного перерізу (розрахована 
раніше) 

.G15360
2080

0,3G3200

hb

G

dt

G

G

dt
GI

2
4

222

кр см 
2222

















 

Для обчислення погонного кута закручування перерізу проведемо 
попередньо підрахунок інтеграла 
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2

2
2

2

2
2

2
2 4321

300020305
80

55
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10520255
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b
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.

G

10000

0,3G

3000

G

dttq
смН 





  

 

Визначимо погонний кут закручування 
 

  3смН 
1

G

3,125

G3200

10000

G

dttq



 


  . 

 

Цей результат збігся з отриманим раніше результатом щодо задано-
го перерізу (з працюючою на нормальні напруження обшивкою). 

Тепер можна обчислити крутний момент 
 

 кркр 48000G15360
G

3,125
GIM   Нсм. 

 

Розрахуємо величину відстані, яка позиціонує центр жорсткості: 
 

см 
кр

4,286
11200

48000

Q

M
c

y

 . 

 

Цей результат збігся з отриманим раніше результатом щодо задано-
го перерізу (з працюючою на нормальні напруження обшивкою). 

Цю відстань c  відкладемо вліво від діючої в перерізі сили yQ  відпо-

відно до напрямку моменту крM  (рис. Д.7.2.6). Від носка профілю центр 
жорсткості видалено на відстань 
 

см ц.ж 35,7144,28640cax  . 

b

a
Qy

h x


 

 

ц.жx

F1 F5 F2

F3F2

F6

 
 

Рис. Д.7.2.6. Положення центра жорсткості в перерізі 
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Знайдемо, де розташовується центр жорсткості заданого перерізу, 
застосовуючи метод фіктивної сили. 

Вважаємо, що поперечна сила в перерізі проходить через центр жорст-
кості. Для скорочення розрахунків залишимо колишню величину цієї сили. 

Якщо сила, що діє в поперечному перерізі, проходить через центр 
жорсткості, то крутіння не відбувається і погонний кут закручування буде 
дорівнювати нулю. Виходячи з відсутності крутіння, обчислимо величину 
постійної частини потоку дотичних сил 0q  за формулою 
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0 , 

де L  – периметр контуру; 
 

см 2222 2002080hbL  . 
 

Розрахуємо верхній інтеграл 
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Цей інтеграл являє собою площу епюри pq . 
Таким чином, постійна частина потоку дотичних сил 

 

 
Н/см 0 240

200

48000

L

dttq
q

p


 . 

Покажемо на рис. Д.7.2.7 епюру потоку дотичних сил 0q  за умови  
відсутності крутіння. 

x

q0, Н/см
240240

240

240

240

240
240

 
 

Рис. Д.7.2.7. Епюра 0q  
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Зобразимо сумарну епюру потоків дотичних сил  tq  в цьому випа-
дку (рис. Д.7.2.8). 
 

x

q, Н/см
9070

90

320

70

240
240

T
 

Рис. Д.7.2.8. Епюра  tq  
 

Розрахуємо момент відносно точки T  (див. рис. Д.7.2.8), створюва-
ний сумарним потоком дотичних сил: 
 

   

.hbqdtq

dtqdtqdtqqdtqqM

p

ppT

20

00












 

 

Перший інтеграл було знайдено раніше: 
 

   22368000 0 4000008020240368000hbqqMT   Нсм. 
 

Визначимо положення центра жорсткості. Він віддалений вправо від 
моментної точки (носка профілю) на відстань 
 

 
см ц.ж 35,714

11200

400000

Q

qM
x T   . 

 

Як бачимо, розрахунок двома способами положення центра жорстко-
сті в перерізі привів до однакових результатів, які збіглися з отриманими 
раніше (без проведення дискретизації). 
 

Зауваження. Дослідимо додатково вплив дискретизації на положен-
ня центра жорсткості перерізу в даній задачі. Проведемо спрощену дис-
кретизацию. 

Спочатку переріз після проведення звичайної дискретизації містив 
чотири зосереджені площі і чотири полоси: верхню і нижню обшивки і пра-
ву і ліву стінки. Раніше кожна зі смужок (стінок) передавала здатність 
сприймати нормальні напруження на три зосереджені площі, розташовані 
на її краях. Площі в серединах стінок можна не враховувати, оскільки вони 
розташовані на осі, яка є нейтральною віссю (в цих площах нормальні на-
пруження дорівнюють нулю). 
 



171 

 

Тепер кожна обшивка являє собою дві площі також за умови збере-
ження осьового моменту інерції смужки відносно горизонтальної осі симе-
трії. Переріз після дискретизації буде містити чотири зосереджені площі і 
мати вигляд, показаний на рис. Д.7.2.9. 
 

b

a
Qy

h x


 

 

b/2

1F 
2F 

3F 
4F 

 
 

Рис. Д.7.2.9. Спрощений дискретний переріз 
 

Розрахуємо ці площі iF  . Додатки до наявних «кутових» площ від об-
шивок 
 

2
обш см 3080

2

1

2

1
12,bF   , 

 

а додатки від стінок 
 

2
ст см 3020

6

1

6

1
1,hF   . 

 

Утворені після дискретизації зосереджені площі: 
 

2
стобш141 см 11220 33FFfFF   , 

 
2

стобш232 см 11210 23FFfFF   . 
 

Унаслідок симетрії перерізу положення центра ваги перерізу шукати 
не потрібно. Він знаходиться на осі x , там же буде розташовуватися і 
центр жорсткості. 

Визначимо момент інерції площі перерізу відносно осі x : 
 

    .11200
h

FFyFI i
i

ix
4

22

21

4

1

см 
4

20
23332

4
2  



 

 

Природно, що результат збігся з отриманим раніше. 
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Визначимо функцію поточного статичного моменту площі перерізу 
щодо осі x . Введемо в переріз розтин (рис. Д7.2.10). З'єднаємо пару віль-
них точок контурною координатою t . Пронумеруємо ділянки. Епюра  tSx  
симетрична відносно осі x . 
 

xt

2

13

4
5

1F  2F 

3F 
4F 

 
 

Рис. Д.7.2.10. Напрямок контурної координати і номери ділянок в перерізі 
 
 

Ділянка 1: 
2

0
h

t  ; 

01 xS . 
 

Ділянка 2: bt 0 ; 
3

22 см 
2

20
23

2
230

h
FSx  . 

 

Ділянка 3: ht 0 ; 
3

123 см 
2

20
33230

2
560

h
FSS xx  . 

 

Далі маємо симетричні ділянки. 
Покажемо на рис. Д.7.2.11 епюру  tSx . 

 

x
Sx(t), см3

qp(t), Н/см

230

230

560

T
 

 
Рис. Д.7.2.11. Епюри  tSx  та  tqp  

 

Визначимо змінну складову функції потоку дотичних сил 
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       Н/см 
11200

11200
tStStS

I

Q
tq xxx

x

y
p  . 

 

Таким чином, епюра  tqp  збігається з функцією  tSx  і має напря-
мок, протилежний контурній координаті (див. рис. Д.7.2.11). 

Перевіримо правильність визначення  tqp . Має виконуватися умова 
 

  yp Qdytq   ; 

  Н20560 4  11200hqdytq pp  . 
 

Умова виконана. 
Визначимо постійну складову функції потоку дотичних сил 0q . Як 

моментну виберемо точку T  (див. рис Д.7.2.11): 
 

  dtqaQq py 


1
0 , 

де 
2см 208022 3200bh  . 

 

Величина а  наведена у вихідних даних. Скориставшись даними 
епюри  tqp  (див. рис Д.7.2.11), отримаємо значення для інтеграла 
 

368000h
b

qdtq pp  2080230
2

2  Нсм. 
 

Тепер 

  Н/см. 3680004011200
3200

1
0 255q   

 

Результат одержали такий же, як і при першій дискретизації. Зобра-
зимо епюру 0q  (рис Д.7.2.12). 

 

x

q0, Н/см
255255

255

255

255

255
255

 
 

Рис. Д.7.2.12. Епюра 0q  
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Розрахуємо сумарні потоки дотичних сил    tqqtq p 0  на ділянках: 
 

  Н/см 1 255tq  ; 
 

  Н/см 2302552 25tq  ; 
 

  Н/см 5602553 305tq  . 
 

Покажемо на рис. Д.7.2.13 епюру  tq  без указання знака числових 
значень, але зазначаючи напрямок потоків. 
 

x

q, Н/см
25

25
305

255
255

T2  
 

Рис. Д.7.2.13. Епюра  tq  
 

Перевіримо правильність визначення потоків дотичних сил  tq . 
Переконаємося, що момент, який створюють потоки відносно точки 2T  
(див. рис. Д.7.2.13), дорівнює моменту сили yQ  в перерізі відносно тієї ж 
точки: 
 

   448000bhqhbqtqМT  2080258020305232   Нсм; 
 

      448000abQQМ yyT  408011200
2

 Нсм. 
 

Зазначені моменти збігаються за величиною, тобто потоки  tq  ви-
значені правильно. 

Знайдемо, де розташовується центр жорсткості заданого перерізу, 
скориставшись методом виділення моменту. 

Крутильна жорсткість поперечного перерізу (розрахована раніше) 
 

.G15360

G

dt
GI 4

2

кр см 

 


 

 

Для обчислення погонного кута закручування перерізу проведемо 
попередньо розрахунок інтеграла 
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а також 
 

.
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dttq
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Обчислимо погонний кут закручування 
 

  3смН 
3200

100001

G

3,125

GG

dttq



 


  . 

Цей результат збігся з отриманою величиною для вихідного перерізу (з 
працюючою на нормальні напруги обшивкою і при раніше проведеній дискре-
тизації). 

Тепер можна обчислити крутний момент: 
 

 15360
1253

кркр 48000G
G

,
GIM   Нсм. 

 

Розрахуємо відстань с , яка позиціонує центр жорсткості перерізу 
 

см 
11200

48000кр
4,286

Q

M
c

y

 . 

 

Цей результат також збігся з отриманою величиною для вихідного 
перерізу (з працюючою на нормальні напруги обшивкою і при раніше про-
веденій дискретизації). 

Цю відстань відкладемо вліво від діючої в перерізі сили yQ  відповід-

но до напрямку моменту крM  (рис. Д.7.2.14). Від носка профілю центр жо-
рсткості віддалений на відстань 
 

см 286440ц.ж 35,714,cax  . 
 

b

a
Qy

h x


 

 

ц.жx

1F 
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4F 

 
 

Рис. Д.7.2.14. Положення центра жорсткості в перерізі 
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Знайдемо, де розташовується центр жорсткості заданого перерізу, 
застосовуючи метод фіктивної сили. 

Вважаємо, що поперечна сила в перерізі проходить через центр жор-
сткості. Для скорочення розрахунків залишимо колишню величину цієї си-
ли. 

Якщо сила, що діє в поперечному перерізі, проходить через центр 
жорсткості, то крутіння не відбувається, і погонний кут закручування буде 
дорівнювати нулю. Виходячи з відсутності крутіння, обчислимо постійну 
частину потоку дотичних сил 0q , величину якої визначимо за формулою 
 

 
   

L

dttq

dt

dttq
constG

G

dt
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dttq

q
pp
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0 , 

 

де L  – периметр контуру 
 

см 20280222 200hbL  . 
 

Розрахуємо верхній інтеграл 
 

  Н 205608023022 32 48000hqbqdttq ppp   . 
 

Цей інтеграл являє собою площу епюри pq . 
Таким чином, постійна частина потоку дотичних сил 

 

 
Н/см 240

200

48000
0 


L

dttq
q

p . 
 

Результат збігається з отриманим у першому варіанті дискретизації. 
Покажемо на рис. Д.7.2.15 епюру 0q  за умови відсутності крутіння. 
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240
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Рис. Д.7.2.15. Епюра 0q  
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Зобразимо на рис. Д.7.2.16 сумарну епюру потоків дотичних сил в 
цьому випадку. 
 

x

q, Н/см10

10

320 240
240

T
 

 
Рис. Д.7.2.16. Епюра  tq  

 
Обчислимо момент відносно точки T  (рис. Д.7.2.16), створюваний 

сумарним потоком дотичних сил: 
 

    hbqdtqdtqdtqdtqqdtqqM pppT 2000    . 
 

Перший інтеграл розраховано раніше: 
 

  смН 802022403840002368000 0  400000hbqqMT  . 
 

Визначимо положення центра жорсткості. Він віддалений вправо від 
моментної точки T  (носка профілю) (див. рис. Д.7.2.14) на відстань 
 

 
см 

11200

400000
ц.ж 35,714

Q

qM
x T   . 

 
Як бачимо, розрахунок двома способами положення центра 

жорсткості в перерізі привів до однакових результатів, які збігли-
ся з отриманими раніше (без проведення дискретизації і при 
першому варіанті дискретизації). 
 

Додатково наведемо результати розрахунків при дослідженні 
залежності потоків дотичних сил від положення поперечної сили  
у розглянутій задачі (з використанням спрощеної дискретизації)  
(рис. Д.7.2.17). 

Отримані результати узагальнимо. Покажемо на рис. Д.7.2.18 , як 
змінюються потоки дотичних сил на контурі перерізу при зміні положення 
діючої поперечної сили. 
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Рис. Д.7.2.17. Епюри  tq0  і  tq  при різних значеннях a  
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Рис. Д.7.2.18. Залежність  tq i  та 0q  від a  
 

Можна помітити, що величини потоків на ділянках лінійно залежать 
від положення поперечної сили, отже, достатньо обчислити їх при двох 
положеннях сили: в будь-якому іншому положенні сили потоки дотичних 
сил можна визначити за лінійною залежністю. 
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Задача № 3 
 

Розглянути замкнутий профіль – кільцевий переріз (рис. Д.7.3.1), сті-
нки якого працюють на нормальні напруження ( 0 ).  
 

Qy

R 

 
 

Рис. Д.7.3.1. Кільцевий переріз 
 

Дано: матеріал в перерізі однаковий; const . 
Необхідно побудувати епюру потоків дотичних сил. 

 
Розв’язання 

 

Унаслідок симетрії перерізу центр його ваги шукати не потрібно. Він 
знаходиться в центрі кола, там буде розташовуватися і центр жорсткості. 

Визначаємо момент інерції площі перерізу відносно осі x : 
 

 3RI x  . 
 

Визначаємо функцію xS  поточного статичного моменту площі перері-
зу, в якому попередньо введемо розріз праворуч на осі x  (рис. Д.7.3.2), ві-
дносно осі x . З'єднуємо пару вільних точок контурною координатою t . 
Причому Rt  . Додатково введемо допоміжну координату R  .  
 





xt

 
 

Рис. Д.7.3.2. Кільцевий переріз 
 

Епюра xS  симетрична відносно осі x : 
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Rt 20  ;  20  ; t 0 ;  0 ;    sinRy  ; 

 

  .RRcosR

cosRdsinRRdsinRRdySx
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На рис. Д.7.3.3 покажемо епюру  xS . 
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Рис. Д.7.3.3. Епюра  xS  
 

Визначимо змінну складову функції потоку дотичних сил 
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Зобразимо на рис. Д.7.3.4 епюру  pq , яка має напрямок, протиле-
жний контурній координаті. 
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Рис. Д.7.3.4. Епюра  pq  
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Перевіримо правильність визначення  pq . Має виконуватися умова 
 

  yp Qdyq    : 
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Умова виконана. 
Визначимо постійну складову функції потоку дотичних сил 0q . Як 

моментну вибираємо точку T  (див. рис. Д.7.3.4): 
 

  dtqaQq py 


1
0 ; 

 
22 R  . 

 

Величина а  дорівнює нулю. Скориставшись даними епюри  pq , 
отримаємо значення інтеграла 
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Зобразимо на рис. Д.7.3.5 епюру 0q . 
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Рис. Д.7.3.5. Епюра 0q  
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Розрахуємо сумарні потоки дотичних сил     pqqq  0 : 
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yyy
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Покажемо на рис. Д.7.3.6 епюру  tq , вказавши напрямок потоків. 
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Рис. Д.7.3.6. Епюра  tq  
 

Розподіл потоків при інших варіантах дії поперечної сили yQ   
(рис. Д.7.3.7) буде таким же самим. 
 

Qy Qy/2 Qy/2 Qy/2

Qy/2
 

 
Рис. Д.7.3.7. Варіанти дії поперечної сили yQ  

 

Такий розподіл потоків дотичних сил не зміниться при іншому способі 
прикладення навантаження за умови відсутності крутного моменту. 

Якщо в перерізі діє крутний момент, то задачу можна поділити на дві 
і при її розв’язанні скористатися методом суперпозиції (рис. Д.7.3.8). 
 

Qy Mк=QyR
Qy

 
 

Рис. Д.7.3.8. Суперпозиція розв’язання 
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Задача № 4 
 

Розглянути замкнутий профіль (рис. Д.7.4.1), стінки якого не працю-
ють на нормальні напруження 0  (модель Вагнера). 
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Рис. Д.7.4.1. Поперечний переріз 
 

Дано: матеріал в перерізі однаковий. 
Необхідно побудувати епюру потоків дотичних сил і визначити поло-

ження центра жорсткості. 
 

Розв’язання 
 

Унаслідок симетрії перерізу положення центра його ваги шукати не 
потрібно. Він знаходиться на осі x , де буде розташовуватися і центр жорс-
ткості. 

Момент інерції площі перерізу відносно осі x : 
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Визначимо функцію xS  поточного статичного моменту площі віднос-
но осі x  перерізу, в якому попередньо введемо розріз праворуч по осі x . 
З'єднуємо пару вільних точок контурною координатою t . Нумеруємо ділян-
ки. Епюра xS  симетрична відносно осі x . 
 

Ділянка 1: 
2

0
a

t  ; 01 xS . 
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Ділянка 2: at 0 : 
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  . 

Ділянка 3: at
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5
0  ; 2

2

23
222

a
a

a
aa

fSS xx 


 . 
 

Далі маємо симетричні ділянки. 
Покажемо на рис. Д.7.4.2 епюру  tSx . 
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Рис. Д.7.4.2. Епюра  tSx  
 

Визначимо змінну складову функції потоку дотичних сил 
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Епюра  tqp  має напрямок, протилежний контурній координаті. Об-
числимо значення цієї функції на ділянках: 
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Покажемо на рис. Д.7.4.3 епюру  tqp . 
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Рис. Д.7.4.3. Епюра  tqp  
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Перевіримо правильність визначення  tqp . Має виконуватися умова 
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Умова виконана. 
Визначимо постійну складову функції потоку дотичних сил 0q . Як 

моментну виберемо точку T  (див. рис. Д.7.4.3): 
 

  dtqaQq pTy 
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Скориставшись даними епюри  tqp , отримаємо значення інтеграла і 

потоку 0q : 
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Покажемо на рис. Д.7.4.4 епюру  tq0 . 
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Рис. Д.7.4.4. Епюра  tq0  
 

Розрахуємо сумарні потоки дотичних сил    tqqtq p 0  на ділян-

ках: 
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Покажемо на рис. Д.7.4.5 епюру  tq  без указання знака числових 
значень, але зазначаючи напрямок потоків. 
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Рис. Д.7.4.5. Епюра  tq  
 
 

Перевіримо правильність визначення потоків дотичних сил  tq . 
Переконаємося, що момент, який створюється потоками  tq  відносно 
точки 1T  (рис. Д.7.4.6), дорівнює моменту сили yQ  в перерізі відносно тієї ж 
точки (останній момент дорівнює нулю): 
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Рис. Д.7.4.6. Розташування моментної точки 1T  в перерізі 
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Зазначені моменти збіглися за величиною, отже, потоки  tq  визна-
чені правильно. 

Знайдемо, де розташовується центр жорсткості заданого перерізу, 
скориставшись методом виділення моменту. 

Крутильна жорсткість поперечного перерізу 
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Визначимо погонний кут закручування 
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Тепер можна обчислити крутний момент 
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Розрахуємо відстань с , яка позиціонує центр жорсткості: 
 

a0,6460
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M
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64600кр . 

 

Цю відстань відкладаємо вліво від діючої в перерізі сили yQ  відпові-

дно до напрямку моменту крM  (рис. Д.7.4.7). Від носка профілю центр жо-
рсткості видалено на відстань 
 

a1,354a,acax  6460022ц.ж . 
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Рис. Д.7.4.7. Розміщення центра жорсткості в перерізі 
 
 

Знайдемо, де розташовується центр жорсткості заданого перерізу, 
застосувавши метод фіктивної сили. 

Вважаємо, що поперечна сила в перерізі проходить через центр жорсткості. 
Якщо сила, що діє в поперечному перерізі, проходить через центр 

жорсткості, то крутіння не буде і погонний кут закручування буде дорівню-
вати нулю. Виходячи з відсутності крутіння обчислимо постійну частину 
потоку дотичних сил 0q , величину якої визначимо за формулою 
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де L  – периметр контуру; 
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Розрахуємо верхній інтеграл 
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Цей інтеграл являє собою площу епюри pq . 
Таким чином, постійна частина потоку дотичних сил 
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На рис. Д.7.4.8 показана епюра 0q  за умови відсутності крутіння. 
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q0 (t)

x
0,6180Qy/a

 
 

Рис. Д.7.4.8. Епюра  tq0  за умови відсутності крутіння 
 
 

На рис. Д.7.4.9 зобразимо сумарну епюру потоків дотичних сил в 
цьому випадку. 
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Рис. Д.7.4.9. Епюра  tq  за умови відсутності крутіння 
 
 

Розрахуємо момент відносно точки T (див. рис. Д.7.4.9), створюваний 
сумарним потоком дотичних сил q : 
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Перший інтеграл було розраховано раніше: 
 

  .361800
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Визначимо центр жорсткості. Він віддалений вправо від моментної 
точки T  (носка профілю) на відстань 
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Як бачимо, розрахунок двома способами положення центра жорстко-
сті в перерізі привів до однакових результатів. 
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Задача № 5 
 

Розглянути замкнутий профіль (рис. Д.7.5.1), стінки якого не працю-
ють на нормальні напруження 0  (модель Вагнера). 
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a x
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Рис. Д.7.5.1. Поперечний переріз 
 

Дано: матеріал в перерізі однаковий. 
Необхідно побудувати епюру потоків дотичних сил і визначити поло-

ження центра жорсткості. 
 

Розв’язання 
 

Унаслідок симетрії перерізу центр ваги перерізу шукати не потрібно. 
Він знаходиться на осі x , де буде розташовуватися і центр жорсткості. 

Момент інерції площі перерізу відносно осі x  

2
22

8

5

4
4

2
4 fa

a
f

a
fI x 





























 . 

Визначаємо функцію xS  поточного статичного моменту площі відно-
сно осі x  перерізу, в якому попередньо введемо розріз праворуч на осі x . 
З'єднуємо пару вільних точок контурною координатою t  (рис. Д.7.5.2). Ну-
меруємо ділянки. Епюра xS  симетрична відносно осі x . 
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Рис. Д.7.5.2. Нумерація ділянок перерізу 
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Ділянка 1: 01 xS . 

Ділянка 2: 
2

2

a
fSx  . 

Ділянка 3: 
4

a3
f

a
f

a
f

a
fSS xx 

424
23 . 

 

Далі маємо симетричні ділянки. 
Покажемо на рис. Д.7.5.3 епюру  tSx . 
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Рис. Д.7.5.3. Епюра  tSx  
 

Визначимо змінну складову функції потоку дотичних сил 
 

     tS

fa

Q
tS

I

Q
tq x

y
x

x

y
p

2

8

5
 . 

 

Епюра  tqp  має напрямок, протилежний контурній координаті. Об-
числимо значення цієї функції на ділянках: 
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5 2
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далі  симетричні ділянки. 
Покажемо на рис. Д.7.5.4 епюру  tqp . 
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Рис. Д.7.5.4. Епюра  tqp  
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Перевіримо правильність визначення  tqp . Має виконуватися умова 
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Умова виконана. 
Визначимо постійну складову функції потоку дотичних сил 0q . Як 

моментну виберемо точку T  (рис. Д.7.5.4): 
 

  dtqaQq pTy 


1
0 ; 

 
22a ; aaT 2 . 

 

Скориставшись даними епюри  tqp , отримаємо значення інтеграла і 

потоку 0q : 
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Покажемо на рис. Д.7.5.5 епюру  tq0 . 
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Рис. Д.7.5.5. Епюра  tq0  
 
 

Розрахуємо сумарні потоки дотичних сил    tqqtq p 0  на ділян-

ках: 
a

Q
q

y
1 , 

a

Q

a

Q

a

Q
q

yyy

55

4
2  , 

a

Q

a

Q

a

Q
q

yyy

55

6
3  . 

 



194 

 

Покажемо на рис. Д.7.5.6 епюру  tq  без указання знака числових 
значень, але зазначаючи напрямок потоків. 
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Рис. Д.7.5.6. Епюра  tq  

 

Перевіримо правильність визначення потоків дотичних сил  tq . Пере-
конаємося, що момент, який створюють потоки  tq  відносно точки 1T  (див. 
рис. Д.7.5.6), дорівнює моменту сили yQ  в перерізі відносно тієї ж точки. Обид-

ва моменти дорівнюють нулю, отже, потоки  tq  визначені правильно. 
Знайдемо, де розташовується центр жорсткості заданого перерізу, 

скориставшись методом виділення моменту. 
Крутильна жорсткість поперечного перерізу 
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Визначимо погонний кут закручування 
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Тепер можна обчислити крутний момент 
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Розрахуємо відстань с , яка позиціонує центр жорсткості: 
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Цю відстань відкладаємо вліво від діючої в перерізі сили yQ  відпові-

дно до напрямку моменту крM  (рис. Д.7.5.7). Від носка профілю центр жо-
рсткості видалено на відстань 
 

a1,610a,acax  3904022ц.ж . 
 
 

x

1,610a 0,3904a
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Рис. Д.7.5.7. Розміщення центра жорсткості в перерізі 
 
 

Знайдемо, де розташовується центр жорсткості заданого перерізу, 
застосувавши метод фіктивної сили. 

Вважаємо, що поперечна сила в перерізі проходить через центр жорсткості. 
Якщо сила, що діє в поперечному перерізі, проходить через центр 

жорсткості, то крутіння не відбудеться, і погонний кут закручування буде 
дорівнювати нулю. Виходячи з відсутності крутіння, обчислимо постійну 
частину потоку дотичних сил 0q , величину якої визначимо за формулою 
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де L  – периметр контуру; 
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Розрахуємо значення верхнього інтеграла 
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Зауважимо, що цей інтеграл являє собою площу епюри pq . 
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Таким чином, постійна частина потоку дотичних сил 
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На рис. Д.7.5.8 показана епюра  tq0  за умови відсутності крутіння. 
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Рис. Д.7.5.8. Епюра  tq0  за умови відсутності крутіння 
 

Зобразимо на рис. Д.7.5.9 сумарну епюру потоків дотичних сил в 
цьому випадку. 
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Рис. Д.7.5.9. Епюра  tq  за умови відсутності крутіння 
 
 

Розрахуємо момент відносно точки 2T  (див. рис. Д.7.5.9), створюва-
ний сумарним потоком дотичних сил q : 
 

   

.qdtq

dtqdtqdtqqdtqqM

p

ppT





0

002








 

 

Перший інтеграл дорівнює нулю, тоді 
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Визначимо центр жорсткості. Він віддалений вправо від моментної 
точки 2T  (носка профілю) на відстань 
 

 
a1,610

Q

aQ,

Q

qM
x

y

yT


6101
2

ц.ж

 . 

 

Як бачимо, розрахунок двома способами положення центра жорстко-
сті в перерізі привів до однакових результатів. 
 

Зауваження: як і очікувалося, товщина обшивки при її сталості, а та-
кож однорідність матеріалу обшивки за контуром не впливає на положення 
центра жорсткості перерізу. 
 

Проведемо додаткове дослідження. Припустимо, що товщина стінки 
становить 2  (рис. Д.7.5.10). Встановимо, яке це вплинуло на положення 
центра жорсткості перерізу. 
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Рис. Д.7.5.10. Змінений переріз 
 

Проведемо розрахунки, що стосуються зміни товщини стінки. 
Знайдемо, де розташовується центр жорсткості заданого перерізу, 

скориставшись методом виділення моменту. 
Крутильна жорсткість поперечного перерізу 
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Визначимо погонний кут закручування 
 

 
.

Ga

Q

G

Q

a

Q
a

a

Q
a

a

Q

GG

dttq yyyyy


 

2
0,25

25
2

5
2

2

11









   

 
 



198 

 

Тепер можна обчислити крутний момент 
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Розрахуємо відстань с , яка позиціонує центр жорсткості 
 

a0,2163
Q

aQ,

Q

M
c

y

y

y


21630кр . 

 

Цю відстань відкладаємо вліво від діючої в перерізі сили yQ  відпові-

дно до напрямку моменту крM  (рис. Д.7.5.11). Від носка профілю центр 
жорсткості видалено на відстань 
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Рис. Д.7.5.11. Розміщення центра жорсткості в перерізі 
 
 

Знайдемо, де розташовується центр жорсткості заданого перерізу, 
застосувавши метод фіктивної сили. 

Вважаємо, що поперечна сила в перерізі проходить через центр жор-
сткості. 

Якщо сила, що діє в поперечному перерізі, проходить через центр 
жорсткості, то крутіння не відбувається, і погонний кут закручування буде 
дорівнювати нулю. Виходячи з відсутності крутіння, обчислимо постійну 
частину потоку дотичних сил 0q , величину якої визначимо за формулою 
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де L  – периметр контуру; 
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Розрахуємо значення верхнього інтеграла 
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Зауважимо, що цей інтеграл являє собою площу епюри pq . 
Таким чином, постійна частина потоку дотичних сил 
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Розрахуємо момент відносно точки 2T  (див. рис. Д.7.5.9), створюва-
ний сумарним потоком дотичних сил q :  
 

    .qdtqdtqdtqdtqqdtqqM pppT  000    
 

Перший інтеграл дорівнює нулю, а другий 
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Визначимо центр жорсткості. Він віддалений вправо від моментної 
точки (носка профілю) ( рис. Д.7.5.12) на відстань 
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Рис. Д.7.5.12. Розміщення центра жорсткості в перерізі 
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Знайдемо, де розташовується центр жорсткості розглянутого перері-
зу, застосувавши метод фіктивної сили. 

Вважаємо, що поперечна сила в перерізі проходить через центр жор-
сткості. 

Якщо сила, що діє в поперечному перерізі, проходить через центр 
жорсткості, то крутіння не відбудеться, і погонний кут закручування буде 
дорівнювати нулю. Виходячи з відсутності крутіння, обчислимо постійну 
частину потоку дотичних сил 0q , величину якої визначимо за формулою 
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Розрахуємо значення верхнього інтеграла 
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Визначимо величину нижнього інтеграла 
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Таким чином, постійна частина потоку дотичних сил 
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Розрахуємо момент щодо точки 2T  (див. рис. Д.7.5.10), створюваний 
сумарним потоком дотичних сил q : 
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Перший інтеграл дорівнює нулю, тоді 
 

  .783712891800 2
02

aQ,a
a

Q
,qqM y

y
T    

 



201 

 

Визначимо центр жорсткості. Він віддалений вправо від моментної 
точки 2T  (носка профілю) на відстань 
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Як бачимо, розрахунок двома способами положення центра жорстко-
сті в перерізі привів до однакових результатів. 

Висновок: при збільшенні товщини стінки центр жорсткості змістився 
у напрямку до цієї стінки. 
 

Тепер припустимо, що товщина обшивки становить 2  (рис. Д.7.5.13). 
Встановимо, як це вплинуло на положення центра жорсткості перерізу. 
 

a

Qy

a x


2

2

a

f
f

f
f

T2

 
 

Рис. Д.7.5.13. Третій варіант перерізу 
 

Проведемо розрахунки, що стосуються зміни товщини стінки. 
Знайдемо, де розташовується центр жорсткості заданого перерізу, 

скориставшись методом виділення моменту. 
Крутильна жорсткість поперечного перерізу 
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Визначимо погонний кут закручування 
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Тепер можна обчислити крутний момент 
 

aQ,aG,
Ga

Q
,GIM y

y
653303065150 3

2кркр  


 . 
 

Розрахуємо відстань с , яка позиціонує центр жорсткості: 
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M
c

y

y

y

65330
65330кр

 . 

 

Цю відстань відкладаємо вліво від діючої в перерізі сили yQ  відпові-

дно до напрямку моменту крM  (рис. Д.7.5.14). Від носка профілю центр 
жорсткості видалений на відстань 
 

a,a,acax 346716533022ц.ж  . 
 

x

1,3467a 0,6533a

ц.ж

 
 

Рис. Д.7.5.14. Розміщення центра жорсткості в перерізі 
 
 

Знайдемо, де розташовується центр жорсткості розглянутого перері-
зу, застосувавши метод фіктивної сили. 

Вважаємо, що поперечна сила в перерізі проходить через центр жор-
сткості. 

Якщо сила, що діє в поперечному перерізі, проходить через центр 
жорсткості, то крутіння не відбудеться, і погонний кут закручування буде 
дорівнювати нулю. Виходячи з відсутності крутіння, обчислимо постійну 
частину потоку дотичних сил, величину якої визначимо за формулою 
 

   

















dt

dt
tq

constG

G

dt
G

dttq

q

pp

0 . 

 



203 

 

Розрахуємо значення верхнього інтеграла 
 

 



yyyyp Q
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Q
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Q
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Обчислимо величину нижнього інтеграла 
 



a
,

aa
a

dt
061631

2

17

4

17
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  . 

 
 

Таким чином, постійна частина потоку дотичних сил 
 

a

Q
,

a
,

Q
,

q
y

y

67340

06163

06162

0 



 . 

 

Розрахуємо момент відносно точки 2T  (рис. Д.7.5.13), створюваний 
сумарним потоком дотичних сил: 
 
 

    .qdtqdtqdtqdtqqdtqqM pppT  0002
   

 
 

Перший інтеграл дорівнює нулю, тоді 
 

  .346712673400 2
02

aQ,a
a

Q
,qqM y

y
T    

 

Визначимо центр жорсткості. Він віддалений вправо від моментної 
точки 2T  (носка профілю) на відстань 
 
 

 
a,

Q

aQ,

Q

qM
x

y

yT 34671
34671

ц.ж   . 

 
 

Як бачимо, розрахунок двома способами положення центра жорстко-
сті в перерізі привів до однакових результатів. 
 
 

Висновок: при збільшенні товщини обшивки центр жорсткості зміс-
тився у напрямку до носка профілю. 
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Задача № 6 
 

Розглянути замкнутий профіль рис. Д.7.6.1, стінки якого не працюють 
на нормальні напруження 0  (модель Вагнера). 
 
 

x


2f



2f

R

 
 

Рис. Д.7.6.1. Поперечний переріз 
 
 

Дано: матеріал в перерізі однаковий. 
Необхідно побудувати епюру потоків дотичних сил і визначити поло-

ження центра жорсткості. 
 

Розв’язання 
 

Унаслідок симетрії перерізу положення його центра ваги шукати не 
потрібно. Він знаходиться на осі x , там буде розташовуватися і центр жо-
рсткості. 

Визначаємо момент інерції площі перерізу відносно осі x  
 

 


 33
33

23752
212

8

212

2
R,R

RR
Ix 








 . 

 

Визначаємо функцію xS  поточного статичного моменту відносно  
осі x  площі перерізу, в якому попередньо введемо розріз праворуч на осі 
x  (рис. Д.7.6.2). З'єднуємо пару вільних точок контурною координатою t . 
Нумеруємо ділянки. Епюра xS  симетрична відносно осі x . Домовимося, 

що поперечна сила yQ  (див. рис. Д.7.6.2) діє на стінку (вибір точки прик-
ладення цієї сили є довільним). 
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x
t

1

3
2

Qy

 
Рис. Д.7.6.2. Нумерація ділянок перерізу 

 
 

Ділянка 1: 01 xS . 
 

Ділянка 2: fRSx 22  . 
 

Ділянка 3: 03 xS . 
 

Покажемо на рис. Д.7.6.3 епюру  tSx . 
 
 

x

Sx(t)

2fR

qp(t)
Q/(2R)

q (t)
Q/(2R)

T

 
 

Рис. Д.7.6.3. Епюри  tSx ,  tqp  та  tq  
 

Визначаємо змінну складову функції потоку дотичних сил 
 

     tS
fR

Q
tS

I

Q
tq x

y
x

x

y
p 24

 . 

 

Епюра  tqp  має напрямок, протилежний контурній координаті. Об-
числимо значення цієї функції на ділянках: 
 



206 

 

01 pq ; 
R

Q
fR

fR

Q
q

yy
p

2
2

4 22  ; 03 pq . 

 

Покажемо ці потоки на рис. Д.7.6.3. 
Перевіримо правильність визначення  tqp . Має виконуватися умова 

  yp Qdytq   : 
 

  y
y

pp QR
R

Q
Rqdytq  2

2
22 2 . 

 

Умова виконана. 
Визначимо постійну складову функції потоку дотичних сил 0q . Як 

моментну виберемо точку T  перетину стінки з віссю x : 
 

  dtqaQq pTy 


1
0 ; 

 
2R  ; 0Ta . 

 

За даними епюри  tqp  (рис. Д.7.6.3) зрозуміло, що 0 dtqp  та 

00 q . 
 

Сумарні потоки дотичних сил      tqtqqtq pp  0 . 
 

Знайдемо, де розташовується центр жорсткості заданого перерізу, 
скориставшись методом виділення моменту. 

Крутильна жорсткість поперечного перерізу 
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Визначимо погонний кут закручування 
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dttq
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Тепер можна обчислити крутний момент 
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RQ,RG,
GR

Q
,GIM y

y
611001945031830 3

2кркр  


 . 
 

Розрахуємо відстань с , яка позиціонує центр жорсткості: 

R,
Q

RQ,

Q

M
c

y

y

y

61100
61100кр

 . 

Цю відстань відкладемо вліво від діючої в перерізі сили yQ  відповід-

но до напрямку моменту крM  (рис. Д.7.6.4). 
 

x


2f



2f

R

c

ц.ж

 
 

Рис. Д.7.6.4. Розміщення центра жорсткості в перерізі 
 
 

Задача № 7 
 

Розглянути замкнутий профіль (рис. Д.7.7.1), стінки якого працюють 
на нормальні напруження ( 0 ). 
 

x


R

 
 

Рис. Д.7.7.1. Поперечний переріз 
 

Дано: матеріал в перерізі однаковий. 
Необхідно побудувати епюру потоків дотичних сил і визначити поло-

ження центра жорсткості. 
 



208 

 

Розв’язання 
 

Унаслідок симетрії перерізу положення його центра ваги шукати не 
потрібно. Він знаходиться на осі x , там буде розташовуватися і центр жо-
рсткості. 

Розрахуємо момент інерції площі перерізу відносно осі x : 
 

 


 33
33

23752
212

8

212

2
R,R

RR
Ix 








 . 

 

Визначимо функцію поточного статичного моменту xS  відносно осі x  
площі перерізу, в якому попередньо введемо розріз праворуч по осі x  
(рис. Д.7.7.2). З'єднуємо пару вільних точок контурною координатою t . Ну-
меруємо ділянки. Епюра xS  симетрична відносно осі x . Домовимося, що 

поперечна сила yQ  діє на стінку (вибір точки прикладання цієї сили є дові-
льним). 
 

x
t

1

3
2

Qy

 
Рис. Д.7.7.2. Нумерація ділянок перерізу 

 
 
 

Ділянка 1: Rt 0 ; t 0 ; ddF  ; y ; 00
1 xS ; 
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Ділянка 2:  0 ;  0 ; RddF  ; cosRy  ;  1
0
2 xx SS ; 
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Ділянка 3: Rt 0 ; t 0 ; ddF  ;  Ry ;  2
0
3 xx SS ; 
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Покажемо на рис. Д.7.7.3 епюру  tSx . 
 
 

x

Sx(t)

0,5R2

0,5R2

R2

 
 

Рис. Д.7.7.3. Епюра  tSx  
 
 

Визначимо змінну складову функції потоку дотичних сил 
 

     tS
R,

Q
tS

I

Q
tq x

y
x

x

y
p

223752
 . 

 

Потік  tqp  має напрямок, протилежний контурній координаті. Обчис-
лимо значення цієї функції на ділянках: 
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Покажемо ці потоки на рис. Д.7.7.4. 
 

x

0,22347Qy/R
qp(t)

0,22347Qy/R

0,67039Qy/R
T

 
 

Рис. Д.7.7.4. Епюра  tqp  
 
 

Перевіримо правильність визначення  tqp . Має виконуватися умова 

  yp Qdytq   : 
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Умова виконана. 
Визначимо постійну складову функції потоку дотичних сил 0q . Як 

моментну вибираємо точку T  перерізу стінки з віссю x : 
 

  dtqaQq pTy 


1
0 ; 2R  ; 0Ta . 

 

За даними епюри  tqp  (див. рис. Д.7.7.4) зрозуміло, що 
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Тоді 
 

R
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R

RQ,
q

yy
507990

595901

20 





. 
 

Покажемо на рис. Д.7.7.5 епюру постійної частини потоку дотичних 
сил 0q . 
 

x
q0(t)

0,50799Qy/R

 
 

Рис. Д.7.7.5. Епюра 0q  
 
 

Сумарні потоки дотичних сил    tqqtq p 0 . Покажемо сумарну 
епюру потоку дотичних сил на рис. Д.7.7.6. 
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Рис. Д.7.7.6. Епюра  tq  
 
 

Знайдемо, де розташовується центр жорсткості заданого перерізу, 
скориставшись методом виділення моменту. 

Крутильна жорсткість поперечного перерізу 
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Погонний кут закручування 
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Одержимо 
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Тепер можна обчислити крутний момент 
 

RQ,RG,
GR

Q
,GIM y

y
529750919561275970 3

2кркр  


 . 
 

Розрахуємо відстань с , яка позиціонує центр жорсткості: 
 

R,
Q

RQ,

Q

M
c

y

y

y

529750
529750кр

 . 

 

Цю відстань відкладаємо вліво від діючої в перерізі сили yQ  відпові-

дно до напрямку моменту крM  (рис. Д.7.7.7). 
 

x

c

ц.ж

 
 

Рис. Д.7.7.7. Розміщення центра жорсткості в перерізі 
 
 

Знайдемо, де розташовується центр жорсткості заданого перерізу, 
скориставшись методом фіктивної сили. 
Вважаємо, що поперечна сила yQ  в перерізі проходить через центр жорс-
ткості. 

Якщо сила, що діє в поперечному перерізі, проходить через центр 
жорсткості, то крутіння не відбудеться, і погонний кут закручування буде 
дорівнювати нулю. Виходячи з відсутності крутіння, обчислимо постійну 
частину потоку дотичних сил 0q , величину якої визначимо за формулою 
 

 
   

L

dttq

dt

dttq
constG

G

dt
G

dttq

q
pp

p










 




0 , 

 

де L  – периметр контуру (   R,RL 141652   ). 
Підрахуємо значення верхнього інтеграла 
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Цей інтеграл являє собою площу епюри pq . 
Таким чином, постійна частина потоку дотичних сил 
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Момент відносно точки T  (див. рис. Д.7.7.6), створюваний сумарним 
потоком дотичних сил: 
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Визначимо центр жорсткості. Він віддалений вліво від моментної точ-
ки T  на відстань 
 

 
R,

Q

RQ,

Q

qM
x

y

yT 529750
529750

ц.ж   . 

 
 
 

Як бачимо, розрахунок двома способами положення центра жорстко-
сті в перерізі привів до однакових результатів. 
 
 

Зауваження: порівнюючи отриманий результат з розв’язком  попе-
редньої задачі, де було розглянуто аналогічний переріз зі спрощеною дис-
кретизацією, встановлюємо наявну відмінність положень центрів жорстко-
сті, що дорівнює 13,3 % від R . Це свідчить про неможливість застосування 
спрощеної дискретизації для визначення положення центра жорсткості в 
перерізах з криволінійним контуром. 
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Задача № 8 
 

Розглянути замкнутий профіль (рис. Д.7.8.1). Обшивка працює тільки 
на дотичні напруження 0  (модель Вагнера). 
 

x
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5ff
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Рис. Д.7.8.1. Поперечний переріз 
 
 

Дано: матеріал в перерізі однаковий. 
Необхідно побудувати епюру потоків дотичних сил. 

 
Розв’язання 

 

Розрахуємо момент інерції площі перерізу відносно осі x : 
 

  2
2

9
4

52102 fa
a

ffffIx  . 

 

Визначимо функцію xS  поточного статичного моменту площі перерізу 
відносно осі x . Попередньо введемо в перерізі розріз праворуч на осі x . 
З'єднуємо пару вільних точок контурною координатою t . Нумеруємо ділян-
ки (рис. Д.7.8.2). Епюра xS  симетрична відносно осі x . 
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Рис. Д.7.8.2. Нумерація ділянок перерізу 
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Ділянка 1: 01 xS . 
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 . 

 

Покажемо на рис. Д.7.8.3 епюру  tSx . 
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Рис. Д.7.8.3. Епюра  tSx  
 
 

Визначимо змінну складову функції потоку дотичних сил 
 

     tS
fa

Q
tS

I

Q
tq x

y
x

x

y
p 29

 . 

 

Потік  tqp  має напрямок, протилежний контурній координаті. Обчис-
лимо значення цієї функції на ділянках: 
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Покажемо ці потоки на рис. Д.7.8.4. 
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Рис. Д.7.8.4. Епюра  tqp  
 

Перевіримо правильність визначення  tqp . Має виконуватися умова 

  yp Qdytq   : 
 

  y
y

pp Qa
a

Q
aqdytq 

18

18
 5 . 

 

Умова виконана. 
Визначимо постійну складову функції потоку дотичних сил 0q . Як 

моментну виберемо точку T  (див. рис. Д.7.8.4): 
 

  dtqaQq pTy 


1
0 ; 2R  ; 0Ta . 

 

За даними епюри  tqp  (див. рис. Д.7.8.4) зрозуміло, що 
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Покажемо на рис. Д.7.8.5 епюру  tq0  постійної частини потоку доти-
чних сил. 

x
q0 (t)
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Рис. Д.7.8.5. Епюра  tq0  
 

Сумарні потоки дотичних сил    tqqtq p 0 : 
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Покажемо сумарну епюру  tq  потоку дотичних сил на рис. Д.7.8.6. 
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Рис. Д.7.8.6. Епюра  tq  
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Задача № 9 
 

Розглянути замкнутий профіль (рис. Д.7.9.1), стінки якого не працю-
ють на нормальні напруження 0  (модель Вагнера) і мають постійну 
товщину по контуру. 

x

f

f

a

a

f

Qy

 
 

Рис. Д.7.9.1. Поперечний переріз 
 

Дано: матеріал в перерізі однаковий. 
Необхідно побудувати епюру потоків дотичних сил і визначити поло-

ження центра жорсткості. 
 

Розв’язання 
 

Внаслідок симетрії перерізу положення його центра ваги шукати не 
потрібно. Він знаходиться на осі x , де буде розташовуватися і центр жорс-
ткості. 

Момент інерції площі перерізу відносно осі x  
 

2
2

2

1

2
2 fa

a
fIx 








 . 

 

Визначимо функцію xS  поточного статичного моменту площі віднос-
но осі x  перерізу, в якому попередньо введемо розріз праворуч по осі x . 
З'єднуємо пару вільних точок контурною координатою t  (рис. Д.7.9.2). Ну-
меруємо ділянки. Епюра xS  симетрична відносно осі x . 
 

x
t

2

3

1

 
 

Рис. Д.7.9.2. Нумерація ділянок перерізу 
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Ділянка 1: 01 xS . 

Ділянка 2: 
2

2

a
fSx  . 

Ділянка 3: 03 xS . 
 

Далі маємо симетричні ділянки. 
Покажемо на рис. Д.7.9.3 епюру  tSx . 

 

x

Sx(t)

 
 

Рис. Д.7.9.3. Епюра  tSx  
 

Визначимо змінну складову функції потоку дотичних сил 

       tS
fa

Q
tS

fa

Q
tS

I

Q
tq x

y
x

y
x

x

y
p 2

2

2

2

1
 . 

Епюра  tqp  має напрямок, протилежний контурній координаті. Об-
числимо значення цієї функції на ділянках: 

01 pq ;     
a

Qfa

fa

Q
q

yy
p 

2

2

22 ;     03 pq . 

Далі маємо симетричні ділянки. 
Покажемо на рис. Д.7.9.4 епюру  tqp . 

 

x

qp(t) Qy/a

T
 

 

Рис. Д.7.9.4. Епюра  tqp  
 

Перевіримо правильність визначення  tqp . Має виконуватися умова 

  yp Qdytq   : 
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  y
y

pp Qa
a

Q
aqdytq  2 . 

 

Умова виконана. 
Визначимо постійну складову функції потоку дотичних сил 0q . Як 

моментну виберемо точку T  (див. рис. Д.7.9.4): 
 

  dtqaQq pTy 


1
0 ; 

2

2

3
a ; 0Ta . 

Скориставшись даними епюри  tqp , отримаємо значення інтеграла і 

потоку 0q : 

0 dtqp ; 00 q . 
 

Розрахуємо сумарні потоки дотичних сил      tqtqqtq pp  0  на 

ділянках: 11 pqq  , 22 pqq  , 33 pqq  . 

Покажемо на рис. Д.7.9.5 епюру  tq  без указання знака числових 
значень, але зазначаючи напрямок потоків. 
 

x

q (t) Qy/a

T
 

 
Рис. Д.7.9.5. Епюра  tq  

 
 

Перевіримо правильність визначення потоків дотичних сил  tq . Переко-
наємося, що момент, створений потоком  tq , відносно точки T   
(див. рис. Д.7.9.5) дорівнює моменту сили yQ  в перерізі відносно тієї ж точки. Оби-

два моменти дорівнюють нулю, отже, потоки  tq  визначені правильно. 
Знайдемо, де розташовується центр жорсткості заданого перерізу, 

скориставшись методом виділення моменту. 
Крутильна жорсткість поперечного перерізу 
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Погонний кут закручування 
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Тепер можна обчислити крутний момент 
 

aQ,aG,
Ga

Q
,GIM y

y
28868025015471 3

2кркр  


 . 
 

Розрахуємо відстань с , яка позиціонує центр жорсткості: 
 

a,
Q

aQ,

Q

M
c

y

y

y

288680
288680кр

 . 

 
 

Цю відстань відкладаємо вліво від діючої в перерізі сили yQ  відпові-

дно до напрямку моменту крM  (рис. Д.7.9.6). Від носка профілю центр жо-
рсткості видалений на відстань 
 

a,a,a,cax 577303904086600
2

3
ц.ж  . 

 
 
 

x
ц.ж

0,5773a 0,28868a

 
 

Рис. Д.7.9.6. Розміщення центра жорсткості в перерізі 
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Знайдемо, де розташовується центр жорсткості заданого перерізу, 
застосувавши метод фіктивної сили. 

Вважаємо, що поперечна сила в перерізі проходить через центр жор-
сткості. 

Якщо сила, що діє в поперечному перерізі, проходить через центр 
жорсткості, то крутіння не відбудеться, і погонний кут закручування буде 
дорівнювати нулю. Виходячи з відсутності крутіння, обчислимо постійну 
частину потоку дотичних сил 
 

 
   

L

dttq

dt

dttq
constG

G

dt
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dttq

q
pp

p










 




0 , 

 

де L  – периметр контуру ( aL 3 ). 
 

Розрахуємо верхній інтеграл 
 

  y
y

p Qa
a

Q
dttq   . 

 

Зауважимо, що цей інтеграл являє собою площу епюри pq . 
Таким чином, постійна частина потоку дотичних сил 

 

 

a

Q
,

a

Q

L

dttq
q

yyp
33330

3
0 

 . 
 

На рис. Д.7.9.7 показана епюра  tq0  за умови відсутності крутіння, 
 
 

x

q0 (t)
0,3333Qy/a

 
 

Рис. Д.7.9.7. Епюра  tq0  за умови відсутності крутіння 
 
 

а на рис. Д.7.9.8  сумарна епюра потоків дотичних сил в цьому випадку. 
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x

q (t)

0,6667Qy/a

T

0,3333Qy/a

0,3333Qy/a



 
 

Рис. Д.7.9.8. Епюра q  за умови відсутності крутіння 
 
 

Розрахуємо момент відносно точки T  (див. рис. Д.7.9.8), створюва-
ний сумарним потоком дотичних сил q : 

  aQ,a
a

Q
qdtqqM y

y
T 288680

2

3

3
1     . 

 

Визначимо центр жорсткості. Він віддалений вправо від моментної 
точки T  (носка профілю) на відстань 

 
a,

Q

aQ,

Q

qM
x

y

yT 288680
288680

ц.ж   . 

Як бачимо, розрахунок двома способами положення центра жорстко-
сті в перерізі привів до однакових результатів. 
 
 
 

Задача № 10 
 

Розглянути замкнутий профіль (рис. Д.7.10.1), стінки якого не працю-
ють на нормальні напруження 0  (модель Вагнера) і мають постійну 
товщину по контуру. 
 

x

Qy

f f

f

f

a a
 

 
Рис. Д.7.10.1. Поперечний переріз 
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Дано: матеріал в перерізі однаковий. 
Необхідно побудувати епюру потоків дотичних сил. 

 
Розв’язання 

 

Унаслідок симетрії перерізу центр ваги перерізу шукати не потрібно. 
Він знаходиться на осі x . 

Момент інерції площі перерізу відносно осі x : 
 

2
2

2
2 fa

a
fIx 








 . 

 

Визначимо функцію xS  поточного статичного моменту площі щодо 
осі x  перерізу, в якому попередньо введемо розріз праворуч по осі x . 
З'єднаємо пару вільних точок контурною координатою t  (рис. Д.7.10.2). 
Пронумеруємо ділянки. Епюра xS  симетрична відносно осі x . 
 

x
t

1 2

3
4

 
Рис. Д.7.10.2. Нумерація ділянок перерізу 

 
 

Ділянка 1: 01 xS . 

Ділянка 2: 
2

2

a
fSx  . 

Далі маємо симетричні ділянки. 
Покажемо на рис. Д.7.10.3 епюру  tSx . 

 

x

Sx(t) 0,7071fa

0,7071fa
 

 
Рис. Д.7.10.3. Епюра  tSx  
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Визначимо змінну складову функції потоку дотичних сил 

     tS
fa

Q
tS

I

Q
tq x

y
x

x

y
p 2

 . 

Епюра  tqp  має напрямок, протилежний контурній координаті. Об-
числимо значення цієї функції на ділянках 

01 pq ; 
a

Qfa

fa

Q
q

yy
p

2222  . 

Далі маємо симетричні ділянки. 
Покажемо на рис. Д.7.10.4 епюру  tqp . 

 

x

qp(t) 0,7071Qy/a

0,7071Qy/a

T

 
 

Рис. Д.7.10.4. Епюра  tqp  
 
 

Перевіримо правильність визначення  tqp . Має виконуватися умова 

  yp Qdytq   : 

  y
y

pp Q
a

a

Qa
qdytq 

22
2

2
2 2 . 

 

Умова виконана. 
Визначимо постійну складову функції потоку дотичних сил 0q . Як 

моментну виберемо точку T  (див. рис. Д.7.10.4): 
 

  dtqaQq pTy 


1
0 ; 

22a ; 0Ta . 
 

Скориставшись даними епюри  tqp , отримаємо значення інтеграла і 

потоку 0q : 
 

0 dtqp ; 00 q . 
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Розрахуємо сумарні потоки дотичних сил      tqtqqtq pp  0   

на ділянках: 11 pqq  , 22 pqq  , 33 pqq  , 44 pqq  . 

Покажемо на рис. Д.7.10.5 епюру  tq  без указання знака числових 
значень, але зазначаючи напрямок потоків. 
 
 

x

0,7071Qy/a

0,7071Qy/a

q (t)

 
 

Рис. Д.7.10.5. Епюра  tq  
 
 

Перевіримо правильність визначення потоків дотичних сил  tq . Переко-
наємося, що момент, створений потоком  tq  відносно точки T   
(див. рис. Д.7.10.4), дорівнює моменту сили yQ  в перерізі відносно тієї ж точки. 

Якщо обидва моменти дорівнюють нулю, то потоки  tq  визначені правильно. 
 
 

Задача № 11 
 

Розглянути замкнутий профіль (рис. Д.7.11.1), стінки якого працюють 
на нормальні напруження 0  і мають постійну товщину по контуру. 
 

xh

Qy

b



 
 

Рис. Д.7.11.1. Поперечний переріз 
 

Дано: матеріал в перерізі однаковий; кН 18yQ ; см 20, ; 
см 60h ; см 30b . 

 
 



228 

Необхідно побудувати епюру потоків дотичних сил. 
 
 

Розв’язання 
 

Унаслідок симетрії перерізу центр його ваги шукати не потрібно. Він 
знаходиться на осі x . 

Момент інерції площі перерізу відносно осі x : 
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Визначимо функцію xS  поточного статичного моменту площі відносно 
осі x  перерізу, в якому попередньо введемо розріз праворуч по осі x . 
З'єднаємо пару вільних точок контурною координатою t  (рис. Д.7.11.2). 
Пронумеруємо ділянки. Епюра xS  симетрична відносно осі x . 
 

x
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4
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Рис. Д.7.11.2. Нумерація ділянок перерізу 
 
 

Ділянка 1: 
2

0
h
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Ділянка 2: bt 0 ; t 0 ; 
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h
y  ; ddF  ;  1

0
2 xx SS ; 
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Далі маємо симетричні ділянки. 
Покажемо на рис. Д.7.11.3 епюру  tSx . 

 

x

Sx(t), см3

qp(t), Н/см
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(270)

(360)
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Рис. Д.7.11.3. Епюри  tSx  та  tqp  

 
 

Визначимо змінну складову функції потоку дотичних сил 
 

       tStStS
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Q
tq xxx

x

y
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Епюра  tqp  має напрямок, протилежний контурній координаті. По-

кажемо на рис. Д.7.11.3 епюру  tqp  без указання знака числових значень. 
 

Перевіримо правильність визначення  tqp . Має виконуватися умова 

  yp Qdytq   . Обчислимо площу епюри дотичних сил на вертикальних 
ділянках: 

  Н 1800030
3

1
90230

3

2
90260270  dytqp . 

Умова виконана. 
Визначимо постійну складову функції потоку дотичних сил 0q . Як 

моментну виберемо точку T  (див. рис. Д.7.11.3): 
 

  dtqaQq pTy 


1
0 ; 

2см 3600306022  hb ; см 15
2

30

2


b
aT . 

 

Скориставшись даними епюри  tqp , отримаємо значення інтеграла і 

потоку 0q : 
 

смН 3780006030
2

90270
30

3

1
30902 


  dtqp ; 

  Н/см 1803780001518000
3600

1
0 q . 

 

Покажемо на рис. Д.7.11.4 епюру  tq0 . 
 

x

q0(t), Н/см
180

 
 

Рис. Д.7.11.4. Епюра  tq0  
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Розрахуємо сумарні потоки дотичних сил      tqtqqtq pp  0 . 

Покажемо на рис. Д.7.11.5 епюру  tq  без указання знака числових зна-
чень, але зазначаючи напрямок потоків. 
 

x

q (t), Н/см

180

180

9090

 
 

Рис. Д.7.11.5. Епюра  tq  
 
 

 
Задача № 12 

 

Розглянути замкнутий профіль (рис. Д.7.12.1), стінки якого працюють 
на нормальні напруження 0  і мають постійну товщину по контуру. 
 

x

Qy



h

b
 

 
Рис. Д.7.12.1. Поперечний переріз 

 
 

Дано: матеріал в перерізі однаковий; Н 3467yQ ; см 20, ; 

см 20h ; см 80b . 
Необхідно побудувати епюру потоків дотичних сил. 
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Розв’язання 
 

Унаслідок симетрії перерізу центр його ваги шукати не потрібно. Він 
знаходиться на осі x . 

Момент інерції площі перерізу відносно осі x : 
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Визначимо функцію xS  поточного статичного моменту площі віднос-
но осі x  перерізу, в якому попередньо введемо розріз праворуч по осі x . 
З'єднаємо пару вільних точок контурною координатою t  (рис. Д.7.12.2). 
Пронумеруємо ділянки. Епюра xS  симетрична відносно осі x . 
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Рис. Д.7.12.2. Нумерація ділянок перерізу 
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Ділянка 3: ht 0 ; t 0 ; 
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Далі маємо симетричні ділянки. 
Покажемо на рис. Д.7.12.3 епюру  tSx . 
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Рис. Д.7.12.3. Епюри  tSx  та  tqp  
 
 

Визначимо змінну складову функції потоку дотичних сил 
 

       tStStS
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Q
tq xxx
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y
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Епюра  tqp  має напрямок, протилежний контурній координаті. По-

кажемо на рис. Д.7.12.3 епюру  tqp  без указання знака числових значень. 
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Перевіримо правильність визначення  tqp . Має виконуватися умова 

  yp Qdytq   . Обчислимо площу епюри дотичних сил на вертикальних 
ділянках 
 

  Н 346710
3

1
10210

3

2
10220170  dytqp . 

 

Умова виконана. 
Визначимо постійну складову функції потоку дотичних сил 0q . Як 

моментну виберемо точку T  (див. рис. Д.7.12.3): 
 

  dtqaQq pTy 


1
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2см 3200802022  hb ; см 40
2

80

2


b
aT . 

 

Скориставшись даними епюри  tqp , отримаємо значення інтеграла і 

потоку 0q : 
 

смН 1493332080
2
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80
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1
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  dtqp ; 

  Н/см 90149333403467
3200

1
0 q . 

 

Покажемо на рис. Д.7.12.4 епюру  tq0 . 
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Рис. Д.7.12.4. Епюра  tq0  
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Підрахуємо сумарні потоки дотичних сил    tqqtq p 0 . Покаже-

мо на рис. Д.7.12.5 епюру  tq  без указання знака числових значень, але 
зазначаючи напрямок потоків. 
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Рис. Д.7.12.5. Епюра  tq  
 

 
 

Задача № 13 
 

Розглянути замкнутий профіль (рис. Д.7.13.1), стінки якого не працю-
ють на нормальні напруження 0  і мають постійну товщину по контуру. 
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Рис. Д.7.13.1. Поперечний переріз 

 

Дано: матеріал у перерізі однаковий. 
Необхідно: визначити місце розташування центра жорсткості мето-

дом виділення моменту. 
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Розв’язання 
 

Унаслідок симетрії перерізу центр його ваги шукати не потрібно. Він 
знаходиться на осі x , де буде розташовуватися і центр жорсткості. 

Момент інерції площі перерізу відносно осі x : 
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Визначимо функцію xS  поточного статичного моменту площі віднос-
но осі x  перерізу, в якому попередньо введемо розріз праворуч по осі x . 
З'єднаємо пару вільних точок контурною координатою t  (рис. Д.7.13.2). 
Пронумеруємо ділянки. Епюра xS  симетрична відносно осі x . 
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Рис. Д.7.13.2. Нумерація ділянок перерізу 
 

Ділянка 1: 01 xS . 
Ділянка 2: faafSx 332  . 
Далі маємо симетричні ділянки. 
Покажемо на рис. Д.7.13.3 епюру  tSx . 
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Рис. Д.7.13.3. Епюра  tSx  
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Визначимо змінну складову функції потоку дотичних сил 
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На ділянках 
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і далі буде симетричним. 
Епюра  tqp  має напрямок, протилежний контурній координаті. По-

кажемо на рис. Д.7.13.4 епюру  tqp  без указання знака числових значень. 
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Рис. Д.7. 13.4. Епюра  tqp  
 

Перевіримо правильність визначення  tqp . Має виконуватися умова 

  yp Qdytq   : 
 

  y
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pp Qa
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Q
aqdytq  3

6
232 2 . 

 

Умова виконана. 
Визначимо постійну складову функції потоку дотичних сил 0q . Як 

моментну вибираємо точку T  (див. рис. Д.7.13.4): 
 

  dtqaQq pTy 


1
0 ; 
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26
2

6
2 a

aa



 ; 0Ta . 

Зрозуміло, що 00 q .  

Сумарні потоки дотичних сил      tqtqqtq pp  0 . 
Знайдемо, де розташовується центр жорсткості заданого перерізу, 

скориставшись методом виділення моменту. 
Крутильна жорсткість поперечного перерізу 
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Визначимо погонний кут закручування 
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Тепер можна обчислити крутний момент  
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Розрахуємо відстань с , яка позиціонує центр жорсткості: 
 

a,
Q

aQ,
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M
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y

y

y

5330
5330кр

 . 

Цю відстань відкладаємо вправо від діючої в перерізі сили yQ  відпо-

відно до напрямку моменту крM  (рис. Д.7.13.5).  
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Рис. Д.7.13.5. Розміщення центра жорсткості в перерізі 
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Задача № 14 
 

Розглянути замкнутий профіль (рис. Д.14.1), стінки якого не працю-
ють на нормальні напруження 0  і мають постійну товщину по контуру. 
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Рис. Д.7.14.1. Поперечний переріз 
 

Дано: матеріал в перерізі однаковий. 
Необхідно визначити місце розташування центра жорсткості методом 

виділення моменту. 
 

Розв’язання 
 

Унаслідок симетрії перерізу центр його ваги шукати не потрібно. Він 
знаходиться на осі x , де буде розташовуватися і центр жорсткості. 

Момент інерції площі перерізу відносно осі x  

2
2

2

2

5

2
2 fR

R
RfI x 






















 . 

Визначимо функцію xS  поточного статичного моменту площі віднос-
но осі x  перерізу, в якому попередньо введемо розріз праворуч по осі x . 
З'єднаємо пару вільних точок контурною координатою t  (рис. Д.7.14.2). 
Нумеруємо ділянки. Епюра xS  симетрична відносно осі x . 
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Рис. Д.7.14.2. Нумерація ділянок перерізу 
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Ділянка 1: 01 xS . 
Ділянка 2: fRSx 2 . 

Ділянка 3: fR
R

ffRSx
2

3

2
3  . 

Далі маємо симетричні ділянки. 
Покажемо на рис. Д.7.14.3 епюру  tSx . 
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Рис. Д.7.14.3. Епюри  tSx  і  tqp  
 
 

Прикладемо силу yQ , як показано на рис. Д.7.14.3. Визначимо змінну 
складову функції потоку дотичних сил 
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і далі маємо симетрично. 
Епюра  tqp  має напрямок, протилежний контурній координаті. По-

кажемо на рис. Д.7.14.3 епюру  tqp  без указання знака числових значень. 
Розрахуємо деякі геометричні параметри перерізу (довжину похилої 

ділянки  , подвоєну площу перерізу   і периметр контурної лінії L ): 
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Визначимо постійну складову функції потоку дотичних сил 0q . Як 
моментну вибираємо точку T  (див. рис. Д.7.14.3): 

  dtqaQq pTy 


1
0 ; 0Ta . 

Скориставшись даними епюри  tqp , отримаємо значення інтеграла і 
потоку: 
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Знайдемо, де розташовується центр жорсткості заданого перерізу, 
скориставшись методом виділення моменту. 

Крутильна жорсткість поперечного перерізу 
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Визначимо погонний кут закручування 
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Тепер можна обчислити крутний момент 
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Розрахуємо відстань с , яка позиціонує центр жорсткості 

R,
Q

M
c

y

6190
кр

 . 

Цю відстань відкладаємо вправо від діючої в перерізі сили yQ  відпо-

відно до напрямку моменту крM  (рис. Д.7.14.4).  
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Рис. Д.7.14.4. Розміщення центра жорсткості в перерізі 

 
 
 

Задача № 15 
 

Розглянути замкнутий профіль (рис. Д.7.15.1), стінки якого не працю-
ють на нормальні напруження 0  і мають постійну товщину по контуру. 
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Рис. Д.7.15.1. Поперечний переріз 
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Дано: матеріал в перерізі однаковий. 
Необхідно визначити місце розташування центра жорсткості методом 

виділення моменту. 
 

Розв’язання 
 

Унаслідок симетрії перерізу центр його ваги шукати не потрібно. Він 
знаходиться на осі x , де буде розташовуватися і центр жорсткості. 

Момент інерції площі перерізу відносно осі x  
 

  222 622 fRfRfRIx  . 

Визначимо функцію xS  поточного статичного моменту площі віднос-
но осі x  перерізу, в якому попередньо введемо розріз праворуч по осі x . 
З'єднаємо пару вільних точок контурною координатою t  (рис. Д.7.15.2). 
Пронумеруємо ділянки. Епюра xS  симетрична відносно осі x . 
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Рис. Д.7.15.2. Нумерація ділянок перерізу 
 

Ділянка 1: 01 xS . 
Ділянка 2: fRSx 22  . 
Ділянка 3: fRfRfRSx 323  . 
Далі маємо симетричні ділянки. 
Покажемо на рис. Д.7.15.3 епюру  tSx  (зверху). 
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Рис. Д.7.15.3. Епюри  tSx  і  tqp  
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Прикладемо силу yQ , як показано на рис. Д.7.15.3. Визначимо змінну 
складову функції потоку дотичних сил 
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і далі маємо симетрично. 
Епюра  tqp  має напрямок, протилежний контурній координаті. Покажемо 

на рис. Д.7.15.3 епюру  tqp  (знизу) без указання знака числових значень. 
Розрахуємо деякі геометричні параметри перерізу (довжину похилої 

ділянки  , подвоєну площу перерізу   і периметр контурної лінії L ): 
 

R5 ;  1248 2222   RRRR ; 
 5245222   RRRRL . 

 

Визначимо постійну складову функції потоку дотичних сил 0q . Як 
моментну вибираємо точку T  (див. рис. Д.7.15.3) 

 

  dtqaQq pTy 
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0 ; 0Ta . 

 

Скориставшись даними епюри  tqp , отримаємо значення величини 
потоку: 
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Знайдемо, де розташовується центр жорсткості заданого перерізу, 
скориставшись методом виділення моменту. 

Крутильна жорсткість поперечного перерізу 
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Визначимо погонний кут закручування 
 



245 

 

 

 
 

 

 
 

.
RG

Q

R

Q
R

R

QR

R

Q

RG

G

dtqq

G

dtq

y

yyy

p





























































  

51
12

524

3

4

12

52
23

4

12

524

3

4

2

1

1

11

2

2

0














 

 

 

Тепер можна обчислити крутний момент 
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Розрахуємо відстань с , яка позиціонує центр жорсткості: 
 

R,
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M
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 . 

 

Цю відстань відкладемо вправо від діючої в перерізі сили yQ  відпові-

дно до напрямку моменту крM  (див. рис. Д.7.15.1). 
 
 

Задача № 16 
 

Розглянути замкнутий профіль (рис. Д.7.16.1), стінки якого не працю-
ють на нормальні напруження 0  і мають постійну товщину по контуру. 
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Рис. Д.7.16.1. Поперечний переріз 
 

Дано: матеріал в перерізі однаковий. 
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Необхідно визначити місце розташування центра жорсткості методом 
виділення моменту. 
 

Розв’язання 
 

Унаслідок симетрії перерізу центр його ваги шукати не потрібно. Він 
знаходиться на осі x , де буде розташовуватися і центр жорсткості. 

Момент інерції площі перерізу відносно осі x  
 

  222 622 fafafaIx  . 
 

Визначимо функцію xS  поточного статичного моменту площі віднос-
но осі x  перерізу, в якому попередньо введемо розріз праворуч по осі x . 
З'єднаємо пару вільних точок контурною координатою t  (рис. Д.7.16.2). 
Пронумеруємо ділянки. Епюра xS  симетрична відносно осі x . 
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Рис. Д.7.16.2. Нумерація ділянок перерізу 
 
 

Ділянка 1: 01 xS . 
Ділянка 2: faSx 22  . 
Ділянка 3: fafafaSx 323  . 
Далі маємо симетричні ділянки. 
Покажемо на рис. Д.7.16.3 епюру  tSx  (зверху). 
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Рис. Д.7.16.3. Епюри  tSx  і  tqp  
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Прикладемо силу yQ , як показано на рис. Д.7.16.3. Визначимо змінну 
складову функції потоку дотичних сил 
 

     tS
fa

Q
tS

I

Q
tq x

y
x

x

y
p 26

 . 

 

На ділянках 
 

  01 tqp ;  
a

Q
fa

fa

Q
tq

yy
p

3
2

6 22  ;  
a

Q
fa

fa

Q
tq

yy
p

2
3

6 23   

 

і далі маємо симетрично. 
Епюра  tqp  має напрямок, протилежний контурній координаті. По-

кажемо на рис. Д.7.16.3 епюру  tqp  (знизу) без указання знака числових 
значень. 

Розрахуємо деякі геометричні параметри перерізу (довжину похилої 
ділянки  , подвоєну площу перерізу   і периметр контурної лінії L ): 
 

a21  ; a52  ; 2222 14482 aRRR  ; 
 aL 22524  . 

 

Визначимо постійну складову функції потоку дотичних сил 0q . Як 
моментну вибираємо точку T  (див. рис. Д.7.16.3): 

 

  dtqaQq pTy 


1
0 ; 0Ta . 

 

Скориставшись даними епюри  tqp , отримаємо значення інтеграла і 
потоку 

21

2
2

314

1
20

a

Q
aa

a

Q

a
q

yy






















 . 

Знайдемо, де розташовується центр жорсткості заданого перерізу, 
скориставшись методом виділення моменту. 

Крутильна жорсткість поперечного перерізу 
 

22524

1963
2

кр






aG

G

dt
GI 




. 

 

Погонний кут закручування 
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Тепер можна обчислити крутний момент 
 

 

.RQ,

aG
aG

Q

GIM

y

y

093

22524

196
5

3

4
22524

21

2

14
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2
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Розрахуємо відстань с , яка позиціонує центр жорсткості: 
 

R,
Q

M
c

y

093
кр

 . 

 

Цю відстань відкладаємо вправо від діючої в перерізі сили yQ  відпо-

відно до напрямку моменту крM  (див. рис. Д.7.16.1). Одержані результати 
порівняйте з результатами попередньої задачі. 
 
 

Задача № 17 
 

Розглянути замкнутий профіль (рис. Д.7.17.1), стінки якого працюють 
на нормальні напруження 0  і мають постійну товщину по контуру. 
 

b=mh

h

k



f

f



l1

gh

l2

ox

 
 

Рис. Д.7.17.1. Поперечний переріз 
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Дано: матеріал в перерізі однаковий. Числові значення параметрів: 
2m ; 2k ; см 20h ; см 20, ; 250,g ; 2см 5f . 
Необхідно: провести дискретизацію та визначити місце розташування 

центра жорсткості методом виділення моменту. 
 
 

Розв’язання 
 

Визначимо геометричні параметри: подвоєну площу перерізу 
2см 800 ; довжину похилих ділянок см 72421 ,  і см 31402 , . 

Покажемо на рис. Д.7.17.2 дискретний переріз. 
 

F1

F2

F5

F4

F6

F3

ox

 
 

Рис. Д.7.17.2. Дискретний переріз 
 
 

Площі дискретних поздовжніх елементів перерізу (рис. Д.7.17.2): 
 

2
11 см 7577724220

6

1
20202

6

1
5

6

1

6

1
,,,,hkfF   ; 

 

2
12 см 6965724220

3

2

3

2
,,,F   ; 

 

2
213 см 7682314020

6

1
724220

6

1

6

1

6

1
,,,,,F    ; 

 

2
24 см 3775314020

3

2

3

2
,,,F   ; 

 

2
25 см 6777314020

6

1
20202

6

1
5

6

1

6

1
,,,,hkfF   ; 

 

2
6 см 333520202

3

2

3

2
,,hkF   . 

 

Визначимо положення центра ваги перерізу відносно осей 0x  і 0y , 
які вказані на рис. Д.7.17.3. 
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F1

F2
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x
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b

 
 

Рис. Д.7.17.3. Осі дискретного перерізу 
 
 

Запишемо центральні координати зосереджених площ в перерізі: 
 

00
1 x ; см 200

2 x ; см 400
3 x ; см 200

4 x ; 00
5 x ; 00

6 x  та 

см 100
1 y ; см 520

2 ,y  ; см 50
3 y ; см 570

4 ,y  ; см 100
5 y ; 00

6 y . 
 

Координати центра ваги перерізу: 
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i
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см 6019
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F

xF

F
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. 

 

Покажемо центральні осі інерції перерізу x  і y  на рис. Д.7.17.3. Об-
числимо моменти інерції площі перерізу відносно цих осей: 

Спочатку визначимо координати зосереджених площ у центральних 
осях перерізу за формулами: 
 

cii xxx  0 ; cii yyy  0 . 
 

Величини ix  вийшли такими: 
 

см 60191 ,x  ; см 399102 ,x  ; см 399303 ,x  ; см 399104 ,x  ; 
см 60195 ,x  ; см 60196 ,x  . 
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Одержані значення iy : 
 

см 131111 ,y  ; см 63132 ,y  ; см 86933 ,y  ; см 36964 ,y  ; 
см 86985 ,y  ; см 13116 ,y  . 

 

Три величини моментів інерції перерізу отримані такими: 
 

 

;см 41906

82687603112184341107509961

4

6

1

2

,

,,,,,,yFI
i

iix



 
  

 

 

;см 625669

5949166707465819125579661504715

4

6

1

2

,

,,,,,,xFI
i

iiy



 
  

 

 

.,

,,,,,,yxFI
i

iiiyx

4

6

1

см 79699

91577165313356553250721598828



 
  

 

Визначимо кут повороту b  центральних осей інерції перерізу до по-
ложення головних осей: 
 

 
37190

62566941906

7969922
2 ,

,,

,

II

I
tg

yx

yx








b ; 20010,b ; 

17710,sin b ; 98420,cos b . 
 

Введемо головні центральні осі інерції перерізу x  і y , які вкажемо на 
рис. Д.7.17.3. 

Спочатку визначимо координати зосереджених площ в головних осях 
перерізу за формулами: 
 

bb sinycosxx ii  ; bb sinxcosyy ii  . 
 

Величини ix  вийшли такими: 
 

см 402111 ,x  ; см 59292 ,x  ; см 604303 ,x  ; см 363114 ,x  ; 
см 87875 ,x  ; см 64996 ,x  . 

 
Одержані значення iy : 
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см 25591 ,y  ; см 41652 ,y  ; см 57613 ,y  ; см 42644 ,y  ; 
см 429105 ,y  ; см 58706 ,y  . 

 

Перевіримо отримані головні координати зосереджених площ: 
 

;010799106

1330680802336485307971
6

1



 


,

,,,,,,FyS
i

iix  

 

;04520052200

465148601061718464545888
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,,,,,,FxS
i
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4

6

1



 


,,,

,,,,,,FyxI
i

iiixy  

 
Результати одержали близькими до очікуваних. 
Дві величини осьових моментів інерції перерізу: 

 

 

;см 501780

83195834341058760816742664
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.,
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Ці величини осьових моментів інерції перерізу розрахуємо за іншими 

формулами: 
 

422 см 4617802 ,sinIsinIcosII yxyxx  bbb ; 
 

422 см 3257952 ,sinIsinIcosII yxxyy  bbb . 
 

Очевидно, що розбіжність результатів є досить невеликою. 
Визначимо положення центра жорсткості перерізу. 
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Спочатку в перерізі докладемо силу xy IQ   (чисельно), як показано 
на рис. Д.7.17.4, де також зобразимо напрямок контурної координати і від-
повідним чином пронумеровані ділянки контуру. 
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ox
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23

4

5 6T1

q1
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Рис. Д.7.17.4. Сила yQ  в перерізі 
 
 

Обчислимо поточні статичні моменти xS  і потоки дотичних сил pyq  
(нумерація ділянок наведена на рис. Д.7.17.4) за формулою 

  xi
x

y
pyi S

I

Q
tq  : 

 
3

1 см 364,Sx  ;     Н/см 3641 ,qpy  ; 
 

3
2 см 21358530364 ,,,Sx  ; Н/см 21352 ,qpy  ; 

3
3 см 010779712135 ,,,Sx  ; Н/см 01073 ,qpy  ; 

  3
4 см 103,871330107  ,,Sx ; Н/см 871034 ,qpy  ; 

  3
5 см 23,8180,86-103,87 xS ; Н/см 81235 ,qpy  ; 

  023,80- 23,816 xS ;     06 pyq . 
 

Визначимо потік yq0  (моментна точка – 1T ). 
Геометричні параметри: 

 

см 72718
7242

202
20

1
1 ,

,

mh
h 





 ; 0ya . 
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Потік дотичних сил 

     

  Н/см 78519
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та напрямки – за годинниковою стрілкою. 
Крутильна жорсткість поперечного перерізу 
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Розраховані сумарні потоки дотичних сил: 
 

     tqtqtq pyiyiyi  0
 ; 

Н/см 425151 ,qy  ; Н/см 425152 ,qy  ; Н/см 215873 ,qy  ; 

Н/см 085844 ,qy  ; Н/см 02545 ,qy  ; Н/см 785196 ,qy  . 
 

Визначимо погонний кут закручування перерізу: 
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h

qqqq
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dttq yyyyyy
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Обчислимо крутний момент в перерізі 
 

Н/см 344634051376
36793

кр.кр. ,G,
G

,
GIM yyy  . 

Розрахована відстань xс , яка позиціонує центр жорсткості в головних 
центральних осях перерізу: 
 

см 602
501780

344634кр.
,

,

,

Q

M
c

y

y
x  . 
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Потім у перерізі докладемо силу yx IQ   (чисельно), як показано на 
рис. Д.7.17.5, де також зображено напрямок контурної координати і відпо-
відним чином пронумеровані ділянки контуру. 
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Рис. Д.7.17.5. Сила xQ  в перерізі 
 

Обчислимо поточні статичні моменти yS  і потоки дотичних сил pxq  
(нумерацію ділянок наведено на рис. Д.7.17.5), за формулою 

  yi
y

x
pxi S

I

Q
tq  : 

3
1 см 6454,Sy  ;     Н/см 64541 ,qpx  ; 

3
2 см 3513971846454 ,,,Sy  ; Н/см 351392 ,qpx  ; 

3
3 см 45200106135139 ,,,Sy  ; Н/см 452003 ,qpx  ; 

  3
4 см 97391486045200 ,,,Sy  ; Н/см 971394 ,qpx  ; 

  3
5 см 518851,46-139,97 ,Sy  ; Н/см 51885 ,qpx  ; 

  088,58- ,51886 yS ;     06 pxq . 

Визначимо потік xq0  (моментна точка – 1T ). 
Геометричний параметр 0ya . 
Потік дотичних сил 
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а напрямки – за годинниковою стрілкою. 
Розрахуємо сумарні потоки дотичних сил: 

 

     tqtqtq pxixixi  0
 ; 

Н/см 32271 ,qx  ;     Н/см 031122 ,qx  ;     Н/см 131733 ,qx  ; 

Н/см 651124 ,qx  ;     Н/см 19615 ,qx  ;     Н/см 32276 ,qx  . 
 

Визначимо погонний кут закручування перерізу: 
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Обчислимо крутний момент в перерізі 
 

Н/см 344634051376
36793

кркр. ,G,
G

,
GIM xx  . 

 

Підрахована відстань xс , яка позиціонує центр жорсткості в головних 
центральних осях перерізу: 
 

см 829
501780

856904кр.
,

,

,

Q

M
c

x

x
y  . 

 

Точка прикладання сил xQ  і yQ  збігається з розташуванням зосере-

дженої площі 5F  ( см 87875 ,x  , см 429105 ,y  ). 
Від цієї точки позиціонується в головних центральних осях центр жо-

рсткості відстанями xс  і yс : 
 

см 28560287875ц.ж ,,,cxx x  ; 
см 610829429105ц.ж ,,,cyy y  . 

 

У центральних осях x  і y  центр жорсткості позиціонується так: 
 

см 305ц.жц.жц.ж ,sinycosxx  bb ; 
см 541ц.жц.жц.ж ,sinxcosyy  bb , 
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а у вихідних осях 
см 304ц.жц.т

0
ц.ж ,xxx  ; 

см 672ц.жц.т
0
ц.ж ,yyy  . 

Покажемо розташування центра жорсткості перерізу на рис. Д.7.17.6. 
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Рис. Д.7.17.6. Розміщення центра жорсткості в перерізі 
 
 

Зауваження: розрахунок положення центра жорсткості в тонкостін-
ному перерізі з аналогічними параметрами, але при 0g  (рис. Д.7.17.7), 
(симетричний переріз), привів до таких значень координат: 
 

см 32640
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00
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oy
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Рис. Д.7.17.7. Розміщення центра жорсткості в симетричному перерізі 
 

Практично положення центра жорсткості вздовж горизонтальної осі 
не змінилося. 
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Додаток 8 
 
 
 

ВАРІАНТИ ВИХІДНИХ ДАНИХ ДО ЗАДАЧІ «РОЗРАХУНОК  
ДВОЗАМКНУТОГО КОНТУРУ НА ЗСУВ І КРУЧЕННЯ» 

 
Відповідно до заданого варіанта (табл. Д.8.1) визначте індивідуальні 

(варійовані) параметри перерізу тонкостінного стрижня: 
 схему перерізу (відповідно до заданого номером рисунку - чотири ва-

ріанти рис. Д.8.1 – Д.8.4); 
 величину a , що визначає положення середнього (рис. Д.8.1 і Д.8.3) 

або переднього (рис. Д.8.2 і Д.8.4) лонжерона; 
 площі 3f  поясів заднього лонжерона. 

 
 
 

Таблиця Д.8.1 
 

Розшифровка номера індивідуального варіанта 
 

Положення 
 цифри в номері 

варіанта 
Параметр 

Значення i-ї цифри в номері  
варіанта 

1 2 3 4 

Перша цифра Номер рисунка зі 
схемою 1 2 3 4 

Друга цифра a , см 20 30 40 50 
Третя цифра 3f , см2 3 4 5 6 

 
 

Однаковими для всіх варіантів є такі параметри: 
 величина діючої в перерізі сили yQ  = 500 кН; 
 відстань c , що характеризує положення сили в перерізі (задається 

викладачем); 
 хорда перерізу ( ba  ) = 100 см; 
 площі поясів і поздовжніх елементів 21 ff   = 4 см2; 
 матеріал обшивки – дюраль Д16Т: 

 

Па 1072= 9
д E ;     Па 1028= 9

д G ; 
 

 матеріал поздовжніх елементів, стінок і поясів лонжеронів – сталь 
30ХГСН2А: 

 

Па 10200= 9
ст E ;     Па 1077= 9

ст G . 
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Рис. Д.8.1. Перший варіант двозамкнутого профілю 
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Рис. Д.8.2. Другий варіант двозамкнутого профілю 
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Рис. Д.8.3. Третій варіант двозамкнутого профілю 
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Рис. Д.8.4. Четвертий варіант двозамкнутого профілю 
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Додаток 9 
 

ПРИКЛАД РОЗВ'ЯЗАННЯ ЗАДАЧІ ЗА ТЕМОЮ «РОЗРАХУНОК  
ДВОЗАМКНУТОГО КОНТУРУ НА ЗСУВ І КРУЧЕННЯ» 

 
Задача 

 
Побудувати епюру потоків дотичних сил; визначити положення 

центра жорсткості, зусилля в поясах і відносний кут закручування тонко-
стінного стрижня (рис. Д.9.1) з обшивкою, що працює тільки на зсув 
( 0d ). Профіль симетричний відносно осі x . 
 

4H4H

2H Qy

2H x
2d 2d2d

d d

d d10f

10f

6f

6f 4f

4f Mзгин

 
 

Рис. Д.9.1. Двозамкнутий профіль 
 
 

Дано: кН 200 yQQ ; кНм 1600згин M ; м 20,H  ; м 0020,d ; 
24 м 102 f . Матеріал поясів – сталь: ГПа 200E . Матеріал обшивки і 

стінок – дюралюміній: ГПа 727,G  . 
 

 
Розв’язання 

 

Положення центра ваги перерізу шукати не потрібно. Він унаслідок 
симетрії знаходиться на осі x . На цій же осі розташовано і центр жорстко-
сті. 

Визначимо момент інерції площі перерізу відносно осі x : 
 

  .,fHHfffIx
482422 м 103200020102404046102    

 

Знайдемо зусилля в поясах. У всіх поясах унаслідок їх рівновіддале-
ності від осі x  (головної центральної осі) діють однакові за модулем на-
пруження: 
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3
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Визначимо зусилля в лівих поясах: 
 

.,fN zf кН 2000Н 102000102001 10100010 346
10    

 

Розрахуємо зусилля в середніх поясах: 
 

.,fN zf кН 0021Н 10002110206 1010006 346
6    

 

Визначимо зусилля в правих поясах: 
 

.,fN zf кН 008Н 1000810204 1010004 346
4    

 

Побудуємо функцію  tSx  поточного статичного моменту площі пе-
рерізу відносно осі x . Введемо два розрізи, отримаємо контур з розгалу-
женнями (рис. Д.9.2). З'єднаємо пари вільних точок основною та допоміж-
ною контурними координатами. Пронумеруємо ділянки. Епюра  tSx  симе-
трична відносно осі x . 

 

xt t1

1
2 3

4

56

7

8

9

 
 

Рис. Д.9.2. Напрямок контурної координати і номери ділянок в перерізі 
 

Маємо: 
01 xS ; fHSS xx 1062  ; fHfHfHSS xx 1661053  ; 

fHfHfHSx 204164  . 
Далі маємо симетрію. 
Побудуємо епюру поточного статичного моменту (рис. Д.9.3). 

 

x

10fH

10fH

16fH

16fH

20
fH
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Рис. Д.9.3. Епюра  tSx  
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Визначимо функцію потоків дотичних сил 

   tS
I

Q
tq x

x

y
p  . 

На ділянках 
 

  ;02 tqp  

    кН/м; 250
204

200

4
10

40 262 



,H

Q
fH
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Q
tqtq

yy
pp  

    кН/м; 400
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2002
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2
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Q
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  кН/м 500
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200
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Q
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Покажемо епюру потоків дотичних сил  tqp  та їх напрямок  

на рис. Д.9.4. 
 

qp(t), кН/м

-250

x

-250

-400

-400

-5
00

 
 

Рис. Д.9.4. Епюра  tqp  
 

Двозамкнутий контур є один раз статично невизначеним. Застосуємо 
метод сил. Скористаємося відкритим контуром, розглянутим раніше  
(див. рис. Д.9.2), формально як основною системою, оскільки відкритий 
контур не може нести будь-яке навантаження. Зроблені в двозамкнутому 
профілі розрізи «компенсуємо» введенням контурних моментів 1M  і 2M , 
які відповідають невідомим 1X  і 2X . Запишемо систему канонічних рів-
нянь методу сил: 
 









.MM

,MM

P

P

dd

dd

2222121

1212111  
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Кожне з цих двох рівнянь являє собою погонний кут закручування ко-
нтуру  , одержуваний підсумовуванням погонних кутів закручування, що 
спричинені двома невідомими моментами 1M  і 2M  та зовнішнім наванта-
женням на основну систему. 

Покажемо на рис. Д.9.5 еквівалентну та основну системи. 
 

Еквівалентна система

Qy

X1=M1 X2=M2

 

x

Основна система

 
 

Рис. Д.9.5. Еквівалентна та основна системи 
 
 

Покажемо на рис. Д.9.6 вантажний та одиничні стани основної системи. 
 
 

x

Вантажний стан

Qy

 
 

Перший одиничний стан

11 X x
 

 

x

Другий одиничний стан

12 X
 

 
Рис. Д.9.6. Вантажний та одиничні стани основної системи 

 
 
 

В одиничних станах при дії одиничних моментів у відповідних конту-
рах виникають одиничні потоки дотичних сил 
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де 1  і 2  – подвоєні площі лівого і правого контурів. 

У цій задачі 2
21 16242 HHH   . 

Покажемо на епюрах ці потоки, які діють кожен у своєму контурі (рис. Д.9.7). 
 
 

x
01q

 

x
02q

 
 

Рис. Д.9.7. Епюри потоків дотичних сил в одиничних станах  
основної системи 

 
 

Потоки дотичних сил у вантажному стані шукати не потрібно, оскільки  
вже отримали    tqtq p

P   (вантажний стан є поперечне згинання відкри-
того контуру). 

Обчислимо коефіцієнти і вільні члени системи канонічних рівнянь ме-
тоду сил. 

Коефіцієнт 11d  одержимо за допомогою «перемноження» епюри по-
токів дотичних сил в першому одиничному стані на саму себе: 
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У цьому завданні – два однакових контури, тому 2211 dd  . 
Коефіцієнт 12d  отримаємо «перемноженням» епюри потоку дотичних 

сил в першому одиничному стані на аналогічний потік в другому одинич-
ному стані. Одночасно ці потоки існують тільки на середній стінці і тільки 
там проводиться множення. Спрямовані ці потоки в протилежних напрям-
ках, тому 12d  має знак мінус: 
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,,,

GHG
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HG

dt
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Симетричні відносно діагоналі коефіцієнти є однаковими, а значить 
2112 dd  . У цьому завданні присутні два однакових контури, тому 

2211 dd  . 
Вільний член рівняння P1  визначають за допомогою «перемноження» 

епюри потоків дотичних сил в першому одиничному стані на аналогічний потік 
у вантажному стані. Одночасно ці потоки існують тільки в першому контурі (на 
верхній і нижній обшивці) і тільки там проводиться множення. Потоки спрямо-
вані в протилежні напрямки, тому P1  має знак мінус: 

 

.,
,,,

GH

Q

GH

HQ

HG

dttq yyp
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002010727208
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ddd


 

Вільний член рівняння P2  визначають за допомогою «перемноження» 
епюри потоків дотичних сил у другому одиничному стані на аналогічний 
потік у вантажному стані. Одночасно ці потоки існують лише в другому ко-
нтурі (на трьох боках контуру) і тільки там виконується множення. Потоки 
спрямовані в протилежні напрямки, тому P2  має знак мінус: 
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В обох рівняннях у наведеній вище системі канонічних рівнянь мето-
ду сил однакові праві частини: погонні кути повороту кожного з двох конту-
рів, що є перерізом, однакові і дорівнюють погонному куту закручування 
всього перерізу. Це означає, що два рівняння містять три невідомі: 1M , 

2M  і  . Виключимо невідому  , віднімемо з першого рівняння друге: 
 

      0212221212111  PPMM dddd . 
 

Розрахуємо вираз в дужках: 
 

 
dd

dd
GHGH 332111

1

256
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1

128

5

















 , 

 
d

dd
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Тоді рівняння буде мати вигляд 
 

ddd GH

Q
M

GH
M

GH

y

22313 160

17

256

11

256

11
 . 

 

Перетворимо його 
 

Нм 10989102010200
55

136

55

136 53
21  ,,HQMM y . 

 

Це рівняння пов'язує два невідомих крутних моменти, що діють  
у двох контурах поперечного перерізу і відповідають двом невідомим пото-
кам дотичних сил. Його недостатньо для визначення невідомих. 

Необхідно залучити умову статичної еквівалентності потоків дотич-
них сил і внутрішніх силових факторів у перерізі. У нашій задачі  
(рис. Д.9.8) це є умова рівності моментів сили yQ  і потоків дотичних сил 
відносно моментної точки T . 
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Рис. Д.9.8. Дія потоків дотичних сил і сили yQ  
 

Умова статичної еквівалентності 
 

            210201 MMqMqMqMqMqMQM pTTTpTTyT  , 
 

причому 
 

  HQQM yyT 2 ; 
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З умови статичної еквівалентності випливає, що 
 

   pTyT qMQMMM  21 , 
 

HQHQMM yy
5

56

5

46
221 








 . 

 

Це і є друге рівняння для визначення 1M  і 2M . Система рівнянь ал-
гебри для пошуку 1M  і 2M  є такою: 
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Після вирішення цієї системи встановимо, що 

 

Нм 1074551
11

48 5
1  ,HQM y ; Нм 1073452

55

376 5
2  ,HQM y . 

 

Визначимо постійні складові потоків дотичних сил в кожному з конту-
рів, скориставшись формулою Бредта: 
 

кН/м 272,73Н/м 1072732
2016

1074551 5

2

5

1

1
01 




 ,

,

,M
q


; 

кН/м 27,274Н/м 1027274
2016
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2

5

2

2
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 ,

,

,M
q


. 

 

Покажемо епюри цих потоків на рис. Д.9.9. 
 

x
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x
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Рис. Д.9.9. Епюри потоків 01q  і 02q  дотичних сил в одиничних станах 
 
 



269 

 

Обчислимо сумарні потоки дотичних сил, що діють в перерізі, за формулою 
 

    0201 qqtqtq p  , 
 

причому підсумовування виконують за наявності зазначених потоків на ді-
лянках контуру: 
 

    кН/м 732720171 ,qtqtq    (спрямований вгору); 
 

      кН/м 73227327225001262 ,,qtqtqtq p    (спрямований 
вправо); 
 

    кН/м 541542742773272020198 ,,,qqtqtq    (спрямований 
вгору, тут знак є досить умовним  головне вказати напрямок дії); 
 

      кН/м 27272742740002353 ,,qtqtqtq p    (спрямований 
вправо); 
 

    кН/м 7372274275000244 ,,qtqtq p   (спрямований вгору). 
 

Побудуємо сумарну епюру потоків дотичних сил (рис. Д.9.10). 
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Рис. Д.9.10. Епюра потоків )(tq   
 
 

Перевіримо правильність її побудови. 
Перевіримо також умову статичної еквівалентності потоків дотичних 

сил поперечної сили: 
 

yii Qyq   ; 

  yQHqqq  2481  ; 

  20020273725415473272  ,,,, ; 
20002200 , . 

 

Умову виконано. 
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Далі перевіримо умову статичної еквівалентності моментів, що ство-
рюються потоками дотичних сил відносно точки A , моменту поперечної 
сили відносно зазначеної точки: 
 

AyAiii Qtq   ; 

HQHНqHНqHНqHНq y 282822424 8432   ; 

;20220020420254154

208202737220220427272022047322

,,,,

,,,,,,,,,




 

8002580 , . 
 

Умову виконано. 
Визначимо погонний кут закручування перерізу за двома канонічними 

рівняннями: 
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Середнє значення 
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Установимо положення центра жорсткості методом фіктивного моменту. 
Внаслідок симетрії даного перерізу центр жорсткості знаходиться на 

осі. 
Метод фіктивного моменту базується на використанні двох підходів 

до визначення крутного моменту. 
При геометричному підході 

 

ц.жкр aQM y , 
 

де ц.жa   відстань від центра жорсткості до лінії дії сили. 
При фізичному підході 

 

кркр GIM  , 
 

де крGI   крутильна жорсткість перерізу;    дійсне значення погонного 
(відносного) кута закручування перерізу під дією заданого навантаження. 
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Метод фіктивного моменту застосовують у тих випадках, коли з по-
передніх розрахунків вже відома величина  . Однак у разі багатозамкну-
тих контурів (на відміну від однозамкнутого) не існує простої формули для 
визначення жорсткості, і цю величину доводиться визначати за допомогою 
методу фіктивного моменту. 

У цьому випадку до розглянутого перерізу прикладають безрозмірний 
крутний момент 1ф M , спрямований, наприклад, за годинниковою стріл-
кою, і знаходять відносний кут закручування, спричинений цим моментом 
(рис. Д.9.11). 
 

x
ф1M ф2M

1ф M

 
 

Рис. Д.9.11. Еквівалентна система для пошуку фіктивного  
погонного кута закручування 

 
При цьому роздільна система рівнянь методу сил виходить з наведе-

ної раніше з урахуванням таких особливостей крутіння без згинання:  
 потоки 0piq ; 

 момент   0piT qM ;  

 коефіцієнти 0jp ; 

 замість моменту, залежного від сили yQ , за умови статичної еквіва-

лентності моментів враховують фіктивний момент 1ф M . 

Крім того, слід враховувати, що одиничні стани 1ф1ф1  MX  і 

1ф2ф2  MX  нічим не відрізняються від розглянутих раніше. Отже, кое-

фіцієнти jkd  збігаються з обчисленими раніше і розмірність цих коефіцієн-

тів становить   12мН


 . 
Таким чином, роздільна система рівнянь набуває вигляду 
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Підставимо значення 
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Перетворимо 
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Розв’язок цієї системи 
2

1
ф2ф1  MM  є безрозмірними моментами в 

контурах, вони додатні, тобто спрямовані за годинниковою стрілкою. 
Визначимо погонний кут закручування перерізу за двома канонічними 

рівняннями: 
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Значення кутів збігаються, тому середнє значення 
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Проведений розрахунок профілю під дією фіктивного моменту дозво-

ляє визначити крутильну жорсткість перерізу 
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Далі проводимо виділення крутного моменту із заданого навантаження 

(розкладання внутрішніх силових факторів на згинання та кручення): 
 

Нм 4261210521421016900 72
крсркр   ,,GIM  , 
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причому відносний кут закручування був обчислений раніше. Момент крM  

спрямовано так само, як і кут ср . Домовимося вважати крM  додатним, 
якщо він спрямований за годинниковою стрілкою, і від’ємним  у против-
ному випадку. 

Використавши геометричне уявлення крутного моменту, визначимо 
відстань від лінії дії заданої сили yQ  до центра жорсткості: 

м 0,2131  
200000

42612кр
1 

yQ

M
a . 

Додатне значення 1a  відкладемо вправо від лінії дії сили yQ  (рис. 
Д.9.12). Для прив'язки положення центра жорсткості до геометрії перерізу 
визначимо відстань від носика перерізу до центра жорсткості: 
 

м 6131021310401ц.ж ,,,acx  , 
 

при додаванні було враховано знак 1a . 
 

x

Qy

с a1

ц.жx

 
 

Рис. Д.9.12. Положення центра жорсткості в перерізі 
 
 

Установимо положення центра жорсткості методом фіктивної сили. 
Цей метод засновано на тому, що дія поперечної сили не приводить до кру-
тіння ( 0 ), якщо лінія дії цієї сили проходить через центр жорсткості пере-
різу. Відповідно до цього центр жорсткості визначається як точка, через яку 
проходить рівнодіюча потоків дотичних сил (згинання без крутіння). 

У симетричних перерізах центр жорсткості лежить на осі симетрії, 
отже, в даному випадку  на осі Ox . Залишається визначити його поло-
ження на цій осі. Для цього необхідно дослідити дію сили yQ . Щоб визна-

чити місце розташування сили yQ , потрібно обчислити момент відповідних 
потоків дотичних сил відносно довільної моментної точки і розділити цей 
момент на величину рівнодійної yQ . 
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При використанні методу фіктивної сили до розглядуваного перерізу 
подумки прикладаємо фіктивну силу, причому передбачаємо, що лінія її дії 
проходить через центр жорсткості (рис. Д.9.13). 

Як фіктивну силу можна застосувати задану силу yQ , подумки зміс-
тивши її до центра жорсткості. Далі розглянемо три стани основної систе-
ми. 

У вантажному стані виникають потоки piq , які збігаються зі знайде-
ними раніше. 

Зайві невідомі (контурні моменти, які в даному випадку можна позна-
чити через ф1ф1 MX   і ф2ф2 MX  ) спочатку слід вважати спрямованими 
за годинниковою стрілкою. 
 
 

x
ф1M  ф2M 

Qyф=Qy

ц.ж.

 
 

Рис. Д.9.13. Еквівалентна система для пошуку центра жорсткості  
методом фіктивної сили 

 
 

Перший і другий одиничні стани, а також коефіцієнти jkd  і jP  не ві-
дрізняються від знайдених раніше. 

Складемо систему рівнянь. Для визначення зайвих невідомих ф1M   і 

ф2M   в даному випадку, коли 0 , досить двох рівнянь сумісності дефо-
рмацій (без умови статики): 
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Зайві невідомі ф1M   і ф2M   визначимо розв’язанням цієї системи: 
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Нм 105331 5
ф1  ,M  і Нм 105152 5

ф2  ,M . 
 

Шукані моменти одержимо додатними, а значить, спрямованими за 
годинниковою стрілкою. Для обчислення моменту, залежного від потоків 
дотичних сил, як моментну точку виберемо точку T  (рис. Д.9.14). Тоді мо-
жна скористатися вже знайденим моментом  pT qM . Якщо момент спря-
мовано за годинниковою стрілкою, приписуємо йому знак «+». 
 
 

qp(t), кН/м
-250

x

-250

-400

-400

-5
00ф1M  ф2M 

ц.ж.

Qyф=Qy

T

 
Рис. Д.9.14. Еквівалентна система для пошуку положення  

центра жорсткості методом фіктивної сили 
 
 

Сумарний момент, залежний від потоків дотичних сил: 
 

   pTT qMMMqM  ф2ф1 . 
 

Раніше визначили, що 
 

  Нм 10680320200000
5

46

5

46 5 ,,HQqM ypT . 
 

Тоді 
 

    Нм 100,368   10680351525331 55  ,,,qMT . 
 

Отримана додатна величина, отже, момент  qMT  спрямовано за 
годинниковою стрілкою. 

Відстань від моментної точки до лінії дії сили yQ , що проходить че-
рез центр жорсткості, визначимо виразом 
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м 0,184  

200000

36800T
2 

yQ

qM
a . 

 

При додатних  qMT  і yQ  центр жорсткості розташовано зліва від 
моментної точки (рис. Д.9.15). 
 

x

Qy

с a2

ц.жx 

T

 
 

Рис. Д.9.15. Положення центра жорсткості в перерізі 
 

Відстань від носика перерізу до центра жорсткості визначається фо-
рмулою 
 

м 616018402044 2ц.ж ,,,aHx  , 
 

де H4   відстань від носика перерізу до моментної точки (стінки серед-
нього лонжерона). 

Знайдене положення центра жорсткості має збігатися (з точністю до 
похибки округлення) з положенням центра жорсткості, отриманим методом 
фіктивного моменту. Для перевірки обчислень визначимо відносну похибку 
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xx
 100

8

ц.жц.ж 


, 

 

де в знаменнику указано довжину контуру. 
Підрахуємо 

 

%,%
,

,,
 1810 100

208

613106160





. 

 

Ця величина не перевищує 3 %, а значить положення центра жорст-
кості знайдено правильно (з точністю до 3 % величини хорди перерізу). 
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