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1. СТРИЖНЕВІ СИСТЕМИ 
 
Стрижневою системою є така конструкція, що складається з елементів, 

що мають форму бруса. 
Стрижнева система, всі елементи якої (стрижні) з’єднані у вузлах шарнір-

но і, як наслідок, працюють на розтяг або стиск, називається фермою. 
Стрижнева система, всі елементи якої (стрижні) з’єднані у вузлах жорстко 

і, як наслідок, працюють в основному на вигин і кручення, називається рамою. 
Надалі будемо розглядати тільки плоскі рами, навантажені в їх площині. В 

цьому випадку в стрижнях рами виникають поздовжні і поперечні сили і згина-
льні моменти. 

Стрижнева система називається статично невизначеною, якщо реакції 
зовнішніх зв'язків і (або) внутрішні силові фактори в поперечних перерізах 
елементів системи не можуть бути визначені тільки за допомогою рівнянь ста-
тичної рівноваги. 

 
2. ЗВ’ЯЗКИ ЗОВНІШНІ ТА ВНУТРІШНІ 

 
Зв’язки зовнішні (абсолютні) – це зв’язки, що виключають абсолютне пе-

реміщення (лінійне або кутове) деякого перерізу, яке в цьому випадку назива-
ється опорним перерізом. 

 

Зв’язки внутрішні (взаємні) – це зв’язки, що виключають відносні пере-
міщення (кутове і лінійне) поруч розташованих перерізів. 

 

При всій різноманітності конструктивного оформлення опори, що викори-
стовуються в плоских стрижневих системах, є трьох видів: 

 

1. Шарнірно-рухомі (рис. 1) 
 

Рис. 1 
 

Цей вид опор позбавляє опорний переріз одного ступеня рухливості, ви-
ключаючи тільки лінійне переміщення його в напрямку, перпендикулярному 
площині кочення. Це визначає напрямок реакції такої опори, лінія дії якої зав-
жди перпендикулярна площині кочення. 
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2. Шарнірно-нерухомі (рис. 2) 
 

Рис. 2 
 

Цей вид опор виключає лінійне переміщення опорного перерізу. Реакція 
цієї опори може мати довільний напрямок. Зазвичай при розрахунку визнача-
ють вертикальну і горизонтальну складові цієї реакції. 

 
3. Жорстке защемлення (закладення) (рис. 3) 

 

Рис. 3 
 

Цей вид опор виключає як лінійне, так і кутове переміщення опорного пе-
рерізу. Отже, в загальному випадку визначають як опорну реакцію у вигляді 
двох її складових, так і реактивний момент. 

 

Примітка. Переміщення, що вказані перекресленими стрілками, обмежені 
в перерізі через наявність опори даного типу. 

 
 
 

3. ЗВ’ЯЗКИ НЕОБХІДНІ ТА ДОДАТКОВІ 
 

Необхідним числом зв’язків називають їх мінімальну кількість, що забез-
печує кінематичну незмінюваність конструкції. Необхідне число зв’язків зав-
жди дорівнює кількості незалежних рівнянь рівноваги (в загальному випадку), 
які можна скласти для опису системи зусиль, що діють на конструкцію. Це чис-
ло змінюється від 1 до 6. Для плоскої довільної системи сил кількість незалеж-
них рівнянь статичної рівноваги дорівнює трьом: 

 ௜௫ ;     ௜௬ ;     ஺ . 
 

Додатковими (зайвими) називають зв’язки, накладені на конструкцію по-
над необхідного числа. 
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4. СТУПІНЬ СТАТИЧНОЇ НЕВИЗНАЧЕНОСТІ 
КОНСТРУКЦІЇ (РАМИ) 

 
 
Якщо на конструкцію (раму) накладено додаткові (зайві) зовнішні зв’язки, 

то вона називається статично невизначеною зовнішньо. 
 

Якщо на конструкцію (раму) накладено додаткові внутрішні зв’язки, то 
вона називається статично невизначеною внутрішньо. 

 

У деяких конструкціях є зайвими як зовнішні, так і внутрішні зв’язки, що 
характерні для змішаної статичної невизначеності. 

 

Розглянемо тільки рами, статично невизначені зовнішньо. Ступінь їх ста-
тичної невизначеності описується співвідношенням 

 

,                                                      (1) 
 

де    – ступінь статичної невизначеності рами; 
 – загальне число зовнішніх зв’язків, накладених на раму; 

 – число необхідних зв’язків (кількість незалежних рівнянь статичної рів-
новаги). 

 

Розглянемо приклади, показані на рис. 4. 
 

; 
; 

; 
рама статично 
визначена 

 ; 
; 

; 
рама двічі статично 

невизначена 

 ; 
; 

; 
рама чотири рази статично 

невизначена 

 

Рис. 4 
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5. ПОРЯДОК РОЗКРИТТЯ СТАТИЧНОЇ 
НЕВИЗНАЧЕНОСТІ КОНСТРУКЦІЙ МЕТОДОМ СИЛ 

 
Для визначення зусиль у статично невизначених системах додатково до рі-

внянь статики складають рівняння спільності деформацій, оскільки додаткові 
(зайві) зв’язки накладають певні обмеження на переміщення тих перерізів, до 
яких вони прикладені. 

 

Етапи розрахунку статично невизначеної системи: 
 

1. Установимо ступінь статичної 
невизначеності конструкції (рис. 5): 

; 
; 

; 
конструкція тричі статично невизна-
чена. 

Рис. 5 
 

2. Виберемо основну систему. 
Система, отримана з вихідної системи шляхом видалення всіх зовнішніх 

навантажень і додаткових (зайвих) зв’язків, називається основною системою 
(ОС). 

Відкинемо всі зовнішні навантаження і додаткові зв’язки, число яких зав-
жди дорівнює ступеню статичної невизначеності. Основна система має бути 
статично визначеною і кінематично незмінною (не є рухомою як ціле). Можли-
ві варіанти основних систем конструкції, зображеної на рис. 5, показані на 
рис. 6. 

Рис. 6 
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Зауваження. Як зайві зв’язки не можна сприймати елементи, реакції яких 
можуть бути визначені безпосередньо з рівнянь рівноваги. 

 

3. Побудуємо еквівалентну систему. 
 

Система, що отримана з вибраної основної системи шляхом прикладання 
всіх зовнішніх навантажень і реакцій відкинутих зв’язків, називається еквівале-
нтною системою (ЕС). 

У вибраній базовій системі замінимо дію відкинутих додаткових зв’язків їх 
реакціями, які позначимо ଵ, ଶ, ଷ, … , ௞, і прикладемо всі зовнішні наван-
таження. Наприклад, використавши ОС 4 (див. рис. 6), отримаємо еквівалентну 
систему, зображену на рис. 7. 

 

 
Рис. 7 

 

4. Отримана в пункті 3 система буде дійсно еквівалентною вихідній при 
таких значеннях ଵ, ଶ, ଷ, … , ௞, при яких деформації еквівалентної і вихід-
ної систем були б однаковими. Це означає, що мають бути виконані вимоги 
щодо обмеження переміщень перерізів, в яких встановлені відкинуті додаткові 
зовнішні зв’язки. 

Складемо рівняння з умови, що переміщення перерізів, в яких було відки-
нуто зв’язки у відповідних напрямках, мають дорівнювати нулю. Кількість цих 
рівнянь завжди дорівнює числу відкинутих додаткових зв’язків, тобто числу 
шуканих реакцій цих зв’язків, отже, систему рівнянь можна розв’язати зав-
жди. Згідно із законом Гука всі ці рівняння є лінійними відносно ଵ, ଶ, ଷ, … , ௞. 

Розв’язавши отриману систему рівнянь, визначимо ଵ, ଶ, ଷ, … , ௞. 
Розкриття статичної невизначеності рами завершено. 

 

5. Розглянемо статично визначену раму, навантажену системою зовнішніх 
зусиль, до яких введено і реакції відкинутих додаткових зв’язків ଵ, ଶ, ଷ, … , ௞. 
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6. ВИВЕДЕННЯ КАНОНІЧНИХ РІВНЯНЬ МЕТОДУ СИЛ 
ДЛЯ ЗНАХОДЖЕННЯ НЕВІДОМИХ РЕАКЦІЙ 

ЗОВНІШНІХ ЗВ’ЯЗКІВ 
 

Додаткові рівняння (див. п. 4 розд. 5), що описують рівність нулю перемі-
щень у напрямку зайвих невідомих, зручно складати в так званій канонічній 
формі, тобто використовуючи певну закономірність. 

 

Розглянемо приклад (рис. 8): 

 

Рис. 8 

1. Визначимо ступінь статичної неви-
значеності системи за формулою (1): 

 
; 

; 
. 

 
2. Виберемо перший варіант (ОС 1) з можливих варіантів основних систем, 

показаних на рис. 9. 

 
Рис. 9 

 

 
 

Рис. 10 

3. Побудуємо еквівалентну систему, 
відповідну вибраній основній системі 
(рис. 10). 
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4. Реакції відкинутих зв’язків ଵ, ଶ, ଷ мають бути такими, щоб горизон-
тальне, вертикальне і кутове переміщення перерізу B еквівалентної системи до-
рівнювали нулю: 

 ଵ ஻верт ଵ, ଶ, ଷ ஻верт ;ଶ ஻гор ଵ, ଶ, ଷ ஻гор ;ଷ ஻ ଵ, ଶ, ଷ ஻ .

(2) 

 

Деформований стан системи показано на рис. 11. 
 

Рис. 11 
 

Перепишемо систему (2), використавши принцип суперпозиції (принцип 
незалежності дії сил), і наведемо в ній переміщення, створювані кожним з до-
данків – ଵ, ଶ, ଷ, : 

 ଵ ଵଵ ଵଶ ଵଷ ଵ௉ ;ଶ ଶଵ ଶଶ ଶଷ ଶ௉ ;ଷ ଷଵ ଷଶ ଷଷ ଷ௉ ,
               (3) 

 



10 

де ௜௞ – переміщення (лінійне або кутове) перерізу, в якому встановлено зв’язок 
, уздовж лінії дії реакції цього зв’язку під дією реакції зв'язку ; 

 ௜௉ – переміщення (лінійне або кутове) перерізу, в якому встановлено 
зв’язок , уздовж лінії дії реакції цього зв’язку під дією зовнішніх зу-
силь . 

 

Відповідно до закону Гука зв’язок між зусиллям і переміщенням, обумов-
леним дією цього зусилля, є прямо пропорційним, тобто 

 ௜௞ ௜௞ ௞,                                                     (4) 
 

де ௜௞ – переміщення перерізу, в якому встановлено зв’язок , уздовж лінії дії 
цього зв’язку під дією одиничної за величиною безрозмірної сили, що 
збігається за напрямком і точкою прикладання з силовим фактором 
(реакцією зв’язку) . 

 

Підставимо величину ௜௞ з виразу (4) в рівняння (3), яке буде мати вигляд 
 ଵଵ ଵ ଵଶ ଶ ଵଷ ଷ ଵ௉ ;ଶଵ ଵ ଶଶ ଶ ଶଷ ଷ ଶ௉ ;ଷଵ ଵ ଷଶ ଶ ଷଷ ଷ ଷ௉ .

      (5) 

 

Система (5) називається системою канонічних рівнянь методу сил. 
 

Для конструкції, статично невизначеної  раз, отримаємо 
 ଵଵ ଵ ଵଶ ଶ … ଵ௞ ଷ ଵ௉ ;ଶଵ ଵ ଶଶ ଶ … ଶ௞ ଷ ଶ௉ ;

……………………………….…………௞ଵ ଵ ௞ଶ ଶ … ௞௞ ଷ ௞௉ .

                (6) 

 
 
Зауваження 
 
1. Переміщення ௜௞ і ௜௞, що входять в канонічні рівняння, найчастіше ви-

значають з використанням методу Мора або способом Верещагіна. У цьому ви-
падку при розрахунку рам впливом поперечних і поздовжніх сил зазвичай нех-
тують і враховують лише згинальні моменти. 
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Для визначення переміщень будують епюри згинальних моментів в основ-
ній системі окремо від заданого навантаження (Р-система, вантажна система) і 
від кожної одиничної сили ଵ  (система 1), ଶ  (система 2), …, ௞  
(система  ). Ординати відповідних епюр позначимо ௬(௉), ௬(ଵ), ௬(ଶ), … , ௬(௞). Тоді на основі методу Мора знайдемо: 

 

ଵ௉ ௬(௉)௜ ௬(ଵ)௜
௬

௟೔
଴

௡
௜ୀଵ ;               ଶ௉ ௬(௉)௜ ௬(ଶ)௜

௬
௟೔
଴

௡
௜ୀଵ ;  ….       ; 

 

ଵ௉ ௬(௉)௜ ௬(௞)௜
௬

௟೔
଴

௡
௜ୀଵ ; 

 

ଵଵ ௬(ଵ)௜ ௬(ଵ)௜
௬

௟೔
଴

௡
௜ୀଵ ;               ଶଶ ௬(ଶ)௜ ௬(ଶ)௜

௬
௟೔
଴

௡
௜ୀଵ ;  ….       ; 

 

௞௞ ௬(௞)௜ ௬(௞)௜
௬

௟೔
଴

௡
௜ୀଵ ; 

 

ଵଶ ௬(ଵ)௜ ௬(ଵ)௜
௬

௟೔
଴

௡
௜ୀଵ ;               ଵଷ ௬(ଵ)௜ ௬(ଷ)௜

௬
௟೔
଴

௡
௜ୀଵ ;  ….       ; 

 

௜௞ ௬(௜)௜ ௬(௞)௜
௬

௟೔
଴

௡
௜ୀଵ . 

 
2. На основі теореми про взаємність переміщень 

 ௜௞ ௞௜.                                          (7) 
 

3. Завжди ௜௞ , якщо .                                           (8) 
 

4. Якщо в результаті розв’язання системи (5) отримаємо ௞ , це озна-
чає, що вибраний на еквівалентній системі напрямок реакції ௞ необхідно змі-
нити на протилежний. 
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7. ПРИКЛАДИ РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ 
 

Приклад 1 
 

 

Дано: , , ௬ const. 
Необхідно: розкрити статичну невизначеність 
конструкції (рис. 12); побудувати епюри внутрі-
шніх силових факторів ௫, ௭, ௬. 
 

Розв’язання 
 

1. Установимо ступінь статичної невизначе-
ності конструкції: 

, Рис. 12 
 

тобто конструкція є один раз статично невизначеною (один зайвий зв’язок). 
 

2. Виберемо основну систему (рис. 13). 
 

3. Побудуємо еквівалентну систему, відповідну вибраній основній 
(рис. 14). 

 
Рис. 13 Рис. 14 

 

4. Запишемо канонічне рівняння методу сил: 
 ଵଵ ଵ ଵ௉ , 

 

де    ଵଵ ଵ – переміщення перерізу B під дією сили ଵ; ଵଵ – переміщення перерізу B в напрямку ଵ під дією одиничної за величи-
ною сили ଵ , яка додається в тій же точці і в тому ж напрямку, 
що і ଵ; ଵ௉ – переміщення перерізу B в напрямку ଵ під дією зовнішніх сил. 

 

Сенс канонічного рівняння: величина і напрямок сили ଵ мають бути піді-
брані так, щоб горизонтальне переміщення перерізу В дорівнювало б нулю. 
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5. Визначимо коефіцієнт ଵଵ і вільний член ଵ௉ канонічного рівняння: 
а)  побудуємо дві допоміжні системи: вантажну (Р-систему) (рис. 15) і 

одиничну 1, відповідну розв’язуваній задачі (рис. 16). Всі допоміжні системи 
розіб'ємо на ділянки ідентично. Вісь  спрямована в усіх системах всередину 
рами; 

Р-система Одинична система 

 
Рис. 15 Рис. 16 

 

б) знайдемо опорні реакції Р-системи: 

஺ ;  ஻ ଶ
;       ஻ ; 

஻ ;    ஺ ଶ
;            ஺ ; 

 

в) знайдемо опорні реакції одиничної системи: ௜௫ ;    ஺ ଵ ;   ஺ ଵ ; 

஺ ; ଵ ஻ ;        ஻ ଵ ; 

஻ ;  ஺ ஺ ;  ஺ ; 
 

г) рівняння внутрішніх силових факторів зведемо в табл. 1; 
 

Таблиця 1 
 

Згинальний 
момент 

Номер ділянки 
I 

 
II 

 

௬(௉) ଶ
 0 

௬(ଵ)   
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д) побудуємо епюри згинальних моментів основної і одиничної систем 
(рис. 17). 

 
Рис. 17 

 

е) обчислимо коефіцієнти канонічного рівняння. 
 

Величину ଵ௉ визначимо методом Мора: 

ଵ௉ ௬(௉)௜ ௬(ଵ)௜
௬

௟೔
଴

ଶ
௜ୀଵ ௬

ଶ௔
଴

ସ
௬ . 

Величину ଵଵ раціонально визначати за допомогою формули Верещагіна: 

ଵଵ ௬
ଶ ଷ

௬ . 

 

6. Підставимо значення ଵ௉ і ଵଵ в канонічне рівняння і розв’яжемо його: 
 ଷ

௬ ଵ ସ
௬ ; ଵ . 

Знак "–" свідчить про те, що дійсний напрям ଵ є протилежним вибраному 
на еквівалентній системі. На цьому розкриття статичної невизначеності конс-
трукції закінчено. 

 

7. Побудуємо епюри внутрішніх 
силових факторів для еквівалентної 
системи при знайденому значенні ଵ 
(рис. 18). 

Рис. 18 
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Реакції в опорах: ௜௫ ; ஺ ଵ ; ஺ ଵ ; 

஺ ;    
ଶ ஻ ଶ

;            ஻ ; 

஻ ; 
ଶ ஺ ஺ ;     ஺ . 

Рівняння поздовжніх сил ௫: 

௫ூ ஺ ;         ௫ூூ ஻ . 

Рівняння поперечних сил ௭: 

௭ூ ஺ ௫ୀ଴ ௫ୀ௔ ; 

௭ூ ஺ э;        е
஺ ; 

௭ூூ ଵ . 

Рівняння згинальних моментів ௬: 

௬ூ ஺ ଶ ଶ
௫ୀ଴ ௫ୀ௔ ଶ ଶ ଶ

 

௫ୀ௫еୀ ଻ଵ଺௔
ଶ ଶ ଶ; 

௬ூூ ଵ ௫ୀ଴ ௫ୀ௔
ଶ

. 

 

Епюри мають вигляд, показаний на рис. 19. 

Рис. 19 
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8. Перевіримо правильність одержаного розв’язку: 
 

а) рівновагу у вузлі C (рис. 20); 
 

 

Рис. 20 
 

б) рівність нулю горизонтального переміщення в опорі А, де воно за умо-
вою завдання дорівнює нулю. 

 

Для цього виберемо нову основну систему (рис. 21). 
 

Зауваження. Нову основну систему необхідно вибирати так, щоб серед  
відкинутих зайвих зв’язків обов’язково був звільнений зв’язок на шукане пере-
міщення. 

 

Новій основній системі відповідає нова еквівалентна система (рис. 22). 
 

Рис. 21 Рис. 22 
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Очевидно, що нову еквівалентну систему описують рівняння внутрішніх 
силових факторів, отримані в п. 6, тобто від вибору основної системи не зале-
жить вигляд кінцевих епюр ௫, ௭, ௬. 

 

Для визначення горизонтально-
го переміщення в опорі A нової екві-
валентної системи необхідно за ме-
тодом Мора подати її як P-систему, 
а як одиничну розглянути таку 
(рис. 23): 

Рис. 23 
 ௜௫ ; ଶ ஻ ; ஺ ଶ ; 

஺ ;  ஻ ஻ ;   ஻ ; 

஻ ; ଶ ஺ ;  ஺ ; 

 ௬(ଶ)ூ ஺ ;                     ௬(ଶ)ூூ ஻ . 
 

Шукане переміщення визначимо за методом Мора: 

஺гор ௬ ௬(௉)ூ ௬(ଶ)ூ௔
଴ ௬(௉)ூூ ௬(ଶ)ூூ௔

଴  

௬
ଶ௔

଴
௔
଴  

௬
ଷ
଴
௔ ସ

଴
௔ ଷ

଴
௔

 

௬ ସ , 

 

тобто завдання виконано правильно. 
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Приклад 2 
 

 
Рис. 24 

Дано:  м;    кН;   
 кН/м;   ௬ const; ்  МПа;   ் , . 

 
Необхідно: розкрити статичну невизначе-
ність конструкції (рис. 24); побудувати 
епюри внутрішніх силових факторів ௫, ௭, ௬; підібрати двотавровий переріз. 

 

Розв’язання 
 

1. Установимо ступінь статичної невизначеності конструкції 
, 

тобто конструкція є двічі статично невизначеною (два зайвих зв’язки). 
 

2. Відкинемо різними способами два зайвих зовнішніх зв’язки. Варіанти 
основних систем показано на рис. 25. Для подальшого розв’язання виберемо 
варіант основної системи ОС 1. 

 

Рис. 25 
 

3. Побудуємо еквівалентну систе-
му, відповідну вибраній основній сис-
темі (рис. 26). 

Рис. 26 
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4. Запишемо систему канонічних рівнянь методу сил: 
 ଵଵ ଵ ଵଶ ଶ ଵ௉ ;ଶଵ ଵ ଶଶ ଶ ଶ௉ .

 

 

5. Визначимо коефіцієнти системи рівнянь. 
 

Для цього розглянемо три допоміжні системи: Р-систему (дія тільки зада-
них навантажень) і одиничні системи 1 і 2 (відповідно дія тільки одиничних сил ଵ  і ଶ ) (рис. 27). 

 

Усі допоміжні системи розіб'ємо на ділянки однаково. Вісь  спрямована в 
усіх системах всередину рами. 

 

Р-система Система 1 Система 2 

Рис. 27 
 

Запишемо рівняння згинальних моментів по ділянках у кожній допоміжній 
системі, використавши однаковий порядок обходу і нумерацію ділянок. Рівнян-
ня наведемо в табл. 2. 

Таблиця 2 
 

Згиналь-
ний  

момент 

Номер ділянки 
I 

 
II 

 
III 

 
IV 

 

௬(௉) 0 
ଶ ଶ ଶ  

ଶ  
 ௬(ଵ) 0 ଵ  ଵ  ଵ  

௬(ଶ) ଶ  ଶ  ଶ ଶ  
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На основі наведених рівнянь побудуємо епюри ௬(௉), ௬(ଵ) і ௬(ଶ) 
(рис. 28). 

Рис. 28 
 

Обчислимо коефіцієнти системи канонічних рівнянь, використавши там, де 
це зручно, спосіб Верещагіна для розрахування інтегралів Мора ௬ ௬ ௜ ௜ : 

௬ ଵ௉ ଶଶ
଴ · · · · ; 

௬ ଶ௉ ଶ· ·

ଶ
଴ · · · · · · · ; 

௬ ଵଵ +8 ; 

௬ ଶଶ · · · · · · (три однакових трикутники); 

௬ ଵଶ ௬ ଶଵ . 

 

6. Вирішимо систему канонічних рівнянь. 
 

Перепишемо рівняння у вигляді 
 ଵଵ ଵ ଵଶ ଶ ଵ௉;ଶଵ ଵ ଶଶ ଶ ଶ௉.

 

 

Підставивши значення коефіцієнтів і перетворивши рівняння, отримаємо 
систему ଵ ଶ ;ଵ ଶ . 
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Для її вирішення використаємо матричний метод: 

; 
 ଵ ; 
 ଶ ; 

 

ଵ ଵ , кН;              X2
ଶ , кН. 

 

На цьому розкриття статичної невизначеності конструкції закінчено. 
 

7. Побудуємо епюри внутріш-
ніх силових факторів ௫, ௭ і ௬ 

для еквівалентної системи (рис. 29) 
при знайдених значеннях ଵ і ଶ. 

 

Запишемо рівняння для визна-
чення ௫, ௭ і ௬ по ділянках, на їх 

основі побудуємо епюри внутрішніх 
силових факторів (рис. 30). 

Рис. 29 
 

Рівняння поздовжніх сил: 
 ௫ூ ଵ , кН; ௫ூூ ଶ , кН; ௫ூூூ ଵ , кН; ௫ூூூ ଵ , кН. 

 

Рівняння поперечних сил: 
 ௭ூ ଶ , кН; 

௭ூூ ଵ ௫ୀ଴ , кН; ௫ୀଶ௔ , кН; 

௭ூூ э ଵ е
ଵ ,

, м; 

௭ூூூ ଶ , кН; ௭ூ௏ ଶ , кН. 
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Рівняння згинальних моментів: 
 ௬ூ ଵ ௫ୀ଴ кНм; ௫ୀ௔ , кН·м; 

௬ூூ ଵ ଶ ଶ
௫ୀ଴ , кН·м; ௫ୀଶ௔ , кН·м; 

௫ୀ௫еୀଵ,ଶଷ଼ଵ	м , кН·м; 

௬ூூூ ଵ ଶ ଶ ௫ୀ଴ , кН·м; ௫ୀ௔ , кН·м; 

௬ூ௏ ଵ ଶ ଶ ௫ୀ଴ , кН·м; ௫ୀ௔ , кН·м. 

 

 

Рис. 30 
 

8. Перевіримо правильність одержаного розв’язку, а саме: 
 

а) рівновагу у вузлах C і D (рис. 31); 

Рис. 31 
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б) рівність нулю кута повороту в опорі А (кінематична перевірка). 
 

Для цього виберемо нову основну систему (рис. 32), якій відповідає нова 
еквівалентна система (рис. 33). 

 

Нову еквівалентну систему описують рівняння внутрішніх силових факто-
рів, отримані в п. 7, тому величина моменту ଷ , кНм вже відома. 

 

 
Рис. 32 Рис. 33 

 

Для обчислення кута повороту в опорі А слід розглянути з використанням 
методу Мора одиничну допоміжну систему, показану на рис. 34. 

 

Рис. 34 
 

Реакції опор знайдемо з рівнянь статики: 
 ஺ ;  ଷ ஻ ;  ஻ , ; 

஻ ;  ଷ ஺ ;   ஺ , . 
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Запишемо рівняння згинальних моментів: 
 ௬(ଷ)ூ ; 

௬(ଷ)ூூ ஻ ௫ୀ଴ м; ௫ୀଶ௔ м; 

௬(ଷ)ூூூ ஻ м; 
 ௬(ଷ)ூ௏ ஻ м. 

 

Епюру ௬(ଷ) показано на рис. 35. 
 

Рис. 35 
 

Обчислимо значення кута повороту ஺ методом Мора: 
 

஺ ௬ ௬(௉)௜ ௬(ଷ)௜௟೔
଴

ଷ
௜ୀଵ ௬ ௬(௉)ூூ ௬(ଷ)ூூଶ

଴ ଷ ଷ௖ ସ ସ௖  

௬ , , ଶ ,

ଶ
଴ , · · , · ·  

௬ , ,
, ௬  

 
Похибка розв’язання 
 

,

,
,  

 

тобто розкриття статичної невизначеності зроблено правильно. 
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На ділянках III і IV при обчисленні переміщення ஺ застосовано спосіб 
Верещагіна. Значення ଷ і ସ визначено як площі прямокутників на епюрах ௬(ଷ)ூூூ  і ௬(ଷ)ூ௏ , ординати ଷ௖ і ସ௖ знайдено з рівнянь ௬ூூூ і ௬ூ௏ при . 

 
9. Підберемо двотавровий поперечний переріз. 
 

Як видно з епюри згинальних моментів (див. рис. 30), в небезпечному пе-
рерізі діє ௬ ௠௔௫ , кН·м. 

Напруження, що допускається для матеріалу рами ்்
,

МПа. 

З умови міцності при вигині 

௠௔௫ ௬ ௠௔௫
н.о  

визначимо значення потрібного моменту опору 

н.о ௬ ௠௔௫ , ଷ଺ , ି଺ м3. 

 

За сортаментом підберемо номери двотаврів (додаток): 
 

а) найближчий менший – це двотавр № 16 ௬ ି଺ м3; 

визначимо перевантаження, яке буде існувати в небезпечних точках: 
 ௬ н.о௬ ·

,
· , . 

 

б) найближчий більший – це двотавр № 18 ௬ ି଺ м3; 

визначимо недовантаження, яке буде існувати в небезпечних точках: 
 ௬ н.о௬ ·

,
· , . 

 

Оскільки перевантаження більше 5 % не допускається, то незалежно від 
значення недовантаження двотавра № 18 необхідно вибирати двотавр з вели-
ким моментом опору. 

Таким чином, остаточно виберемо двотавр № 18. 
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Приклад 3 
 

 
 

Рис. 36 

Дано:  м;   м;  ଵ  м; 
 кН/м;   кН·м; ௬ const;  ்  МПа; ் , . 

 
Необхідно: розкрити статичну не-
визначеність конструкції (рис. 36); 
побудувати епюри внутрішніх си-
лових факторів ௫, ௭, ௬; підібра-

ти двотавровий поперечний пере-
різ. 

 
Розв’язання 

 

1. Встановимо ступінь статичної невизначеності конструкції 
 

, 
 

тобто конструкція двічі статично невизначена (два зайвих зв’язки). 
 

2. Виберемо основну систему (рис. 37). 
 

3. Побудуємо еквівалентну систему, відповідну вибраній основній системі 
(рис. 38). 

 

  

Рис. 37 Рис. 38 
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4. Запишемо систему канонічних рівнянь методу сил 
 ଵଵ ଵ ଵଶ ଶ ଵ௉ ;ଶଵ ଵ ଶଶ ଶ ଶ௉ ,

 
 

де   ଵଵ ଵ – переміщення перерізу B в напрямку дії ଵ, спричинене силою ଵ; 
 ଵଵ – переміщення перерізу B в напрямку дії ଵ, спричинене одинич-

ною силою ଵ , яка додається в тій же точці і в тому ж на-
прямку, що і ଵ; 

 ଵଶ ଶ – переміщення перерізу B в напрямку дії ଵ, спричинене силою ଶ; 
 ଵଶ – переміщення перерізу B в напрямку дії ଵ, спричинене одинич-

ною силою ଶ , яка додається в тій же точці, що і ଶ; 
 ଵ௉ – переміщення перерізу B в напрямку дії ଵ, спричинене зовніш-

німи силами; 
 ଶଵ ଵ – переміщення перерізу B в напрямку дії ଶ, спричинене силою ଵ; 
 ଶଵ – переміщення перерізу B в напрямку дії ଶ, спричинене одинич-

ною силою ଵ , яка додається в тій же точці, що і ଵ; 
 ଶଶ ଶ – переміщення перерізу B в напрямку дії ଶ, спричинене силою ଶ; 
 ଶଶ – переміщення перерізу B в напрямку дії ଶ, спричинене одинич-

ною силою ଶ , яка додається в тій же точці і в тому ж на-
прямку, що і ଶ; 

 ଶ௉ – переміщення перерізу B в напрямку дії ଶ, спричинене зовніш-
німи силами. 

 
5. Визначимо коефіцієнти системи канонічних рівнянь. 

 

Для цього розглянемо три допоміжні системи: Р-систему (дія тільки зада-
них навантажень) (рис. 39) і одиничні системи 1 і 2 (дія тільки одиничних сил 
відповідно ଵ  (рис. 40) і ଶ  (рис. 41)). 

 

Усі допоміжні системи розіб’ємо на ділянки однаково. 
 

Вісь  спрямована в усіх системах всередину рами. 
 

Визначимо опорні реакції в кожній допоміжній системі: 
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а) Р-система 
 

஺ ; 
 

஼ ଵ ଵ ଵ ;
 

஼ ଵ ଵ
ଵ  

 

· · ·
кН; 

Рис. 39 
 

஼ ; ஺ ଵ ଵ ଵ ଵ ; 

஺ ଵ ଵ ଵ
ଵ · · ·

кН. 

Перевіримо правильність обчислення реакцій: 

௭,௜ ; ஺ ଵ ஼ . 

 

б) одинична система 1 
 

஺ ; ଵ ஼ᇱ ଵ ; 

஼ᇱ ଵ м; 

 ஼ ; ஺ᇱ ଵ ଵ ଵ ; 

஺ᇱ ଵଵ м. 

Рис. 40 
 

Перевіримо правильність обчислення реакцій: ௭,௜ ; ଵ ஺ᇱ ஼ᇱ . 
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в) одинична система 2 
 

௫,௜ ; 
 ଶ ஺ᇱᇱ ஺ᇱᇱ м; 
 ஺ ; 

 ଶ ஼ᇱᇱ ଵ ; 
 

஼ᇱᇱ ଵ м;  

Рис. 41 
 

஼ ; ஺ᇱᇱ ஺ᇱᇱ ଵ ; ஺ᇱᇱ ଵ м  

 

Перевіримо правильність обчислення реакцій: 
 ௭,௜ ; ஺ᇱᇱ ஼ᇱᇱ . 

 

Запишемо рівняння згинальних моментів по ділянках в кожній допоміжній 
системі, використавши однаковий порядок обходу і нумерацію ділянок. Рівнян-
ня наведемо в табл. 3. 

 

Таблиця 3 
 

Згиналь-
ний 

момент 

Номер ділянки 
I 

 
II 

 
III 

 
IV 

௬(௉) ஺ ଷ
 ଷ 

0 ஼ ଶ
 ଶ 

 

௬(ଵ) ஺ᇱ  0 ஼ᇱ  0 

௬(ଶ) ஺ᇱᇱ  ଶ ஼ᇱᇱ  0 

 

Побудуємо епюри згинальних моментів основної і одиничних систем 
(рис. 42). 
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Рис. 42 
 

Обчислимо коефіцієнти канонічних рівнянь способом Верещагіна, а вільні 
члени – методом Мора: 

ଵ௉ ௬(௉)௜ · ௬(ଵ)௜
௬

௟೔
଴

ସ
௜ୀଵ ௬ ଷଷ

଴  

ଶସ
଴ ௬ · ·

 

· · · · · · · ·
 

௬ ௬ ; 

ଶ௉ ௬(௉)௜ · ௬(ଶ)௜
௬

௟೔
଴

ସ
௜ୀଵ ௬ ଷଷ

଴  

ଶସ
଴ ௬ · ·

 

· · · · · · · ·
 

௬ ௬ ; 

ଵଵ ௬ ௜(ଵ)ସ
௜ୀଵ · ௜(ଵ) ௬ ·

· ·
·

· ·  

௬ ௬ ; 
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ଶଶ ௬ ௜(ଶ)ସ
௜ୀଵ · ௜(ଶ) ௬ ·

· ·
·

· ·  

·
· · ௬ ௬ ; 

ଵଶ ଶଵ ௬ ௜(ଵ)ସ
௜ୀଵ · ௜(ଶ) ௬ ·

· ·
·

· ·  

௬ ௬ . 

 
6. Підставимо знайдені коефіцієнти в систему канонічних рівнянь і вирі-

шимо її: 
 ଵ ଶ ;ଵ ଶ ;

 

 ଵ ଶ ;ଵ ଶ ;
 

 

· ଶ ; ଶ кН; 
 ଵ ; ଵ кН. 

 

На цьому розкриття статичної невизначеності конструкції закінчено. 
 

7. Побудуємо епюри внутрішніх силових факторів ௫, ௭ і ௬ для еквіва-

лентної системи при знайдених значеннях ଵ і ଶ (рис. 43). 
 

 
 

Рис. 43 
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Визначимо опорні реакції: 
 ௫,௜ ஺ ଶ ஺ ଶ кН; 

 

஺ ; ஼ ଵ ଵ ଶ ଵ ଵ ; 
 

஼ ଵ ଵ ଵ ଶଵ  

 

кН; 

 

஼ ; ஺ ଵ ଵ ଵ ஺ ଵ ଵ ଵ ; 
 

஺ ଵ ଵ ଵ ଵ ଵ ଶଵ  

 

кН. 
 

Змінімо напрямок реакції ஺ на протилежний (вниз). 
 
Перевіримо правильність обчислення реакцій: 
 ௭,௜ ; 

 

஺ ଵ ଵ ஼ ; 
 

. 
 

Рівняння поздовжніх сил: 
 ௫ூ ஺ кН; 

 ௫ூூ ଵ кН; 
 ௫ூூூ ; 
 ௫ூ௏ ஼ кН. 
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Рівняння поперечних сил: 
 

௭ூ ஺ ଶ
௫ୀ଴ кН ௫ୀଷ	м кН; 

 ௭ூூ ଶ кН; 
 ௭ூூூ ஼ ௫ୀ଴ кН ௫ୀସ	м кН; 

 ௭ூூூ ஼ е е
஼ м; 

 ௭ூ௏ . 
 
Рівняння згинальних моментів: 
 

௬ூ ஺ ଷ ଷ ௫ୀ଴ ௫ୀଷ	м кН·м; 

 ௬ூூ ଶ ௫ୀ଴ ௫ୀସ	м кН·м; 

 

௬ூூூ ஼ ଶ ଶ ௫ୀ଴ ௫ୀସм кН·м; 

 

௫ୀ௫еୀ଴,ହଽଵସ кН·м; 

 ௬ூ௏ кН·м. 
 

Епюри мають вигляд, показаний на рис. 44. 
 

 
 

Рис. 44 
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8. Перевіримо правильність одержаних розв’язків, а саме: 
 

а) рівновагу у вузлах D і E (рис. 45); 
 

 
 

Рис. 45 
 

б) рівність нулю вертикального переміщення точки А (кінематична пере-
вірка). 

 

Виберемо нову основну систему (рис. 46), якій відповідає нова еквівале-
нтна система (рис. 47). 

 

Зауваження. Нову основну систему необхідно вибрати так, щоб серед 
зайвих зв’язків, що відкидаються, обов’язково був звільнений зв’язок на шука-
не переміщення. 

 

 
Рис. 46 Рис. 47 

 

Нову еквівалентну систему описують рівняння внутрішніх силових факто-
рів, отримані в п. 7, тобто від вибору основної системи не залежить вигляд кін-
цевих епюр ௫, ௭, ௬. 



35 

Для визначення вертикального переміщення в опорі A нової еквівалентної 
системи необхідно згідно з методом Мора подати її як P-систему, а як одинич-
ну розглянути систему, показану на рис. 48. 

 

Рис. 48 
 

Знайдемо реакції опор одиничної системи і запишемо рівняння згинальних 
моментів: 

 ஻ ; ஼ᇱᇱᇱ ଵ ଷ ; ஼ᇱᇱᇱ ଵ м; 
 ஼ ; ஻ᇱᇱᇱ ଵ ଷ ଵ ; ஻ᇱᇱᇱ ଵଵ м; 
 ௭,௜ ; ଷ ஼ᇱᇱᇱ ஻ᇱᇱᇱ ; 

 ௬(ଷ)ூ ଷ ; ௬(ଷ)ூூ ; 
 ௬(ଷ)ூூூ ஼′′′ ; ௬(ଷ)ூ௏ . 

 

Підставимо в інтеграл Мора рівняння згинальних моментів: 

஺верт ௬ ଷଷ
଴ ଶ ·

ସ
଴  

 

௬ · ଷ · ହ · · ଶ · · ଷ · · ସ
 

 

௬ ௬ . 

 

Похибка розв’язання 
,

 

тобто розкриття статичної невизначеності зроблено правильно. 
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9. Підберемо двотавровий поперечний переріз з умови міцності. 
 

Як видно з епюри згинальних моментів (див. рис. 44), в небезпечному пе-
рерізі діє момент 

 ௬ ௠௔௫ кН·м. 
 

Напруження, що допускається для матеріалу рами 
 ்்

,
МПа. 

 

З умови міцності при вигині 

௠௔௫ ௬ ௠௔௫
н.о  

 

визначимо значення потрібного моменту опору 

н.о ௬ ௠௔௫ ଷ଺ ି଺ м3. 

 

За сортаментом підберемо номера двотаврів (див. додаток): 
 

а) найближчий менший – це двотавр № 20а ௬ ௬ ି଺ м3; 

визначимо перевантаження, яке буде існувати в небезпечних точках: 
 ௬ н.о௬ · · . 

 

б) найближчий більший – це двотавр № 22 ௬ ି଺ м3; 

визначимо недовантаження, яке буде існувати в небезпечних точках: 
 ௬ н.о௬ · · , . 

 
 

Остаточно виберемо двотавр № 20а. 
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ПОРЯДОК ВИКОНАННЯ ЗАВДАННЯ 
 

1. Встановити ступінь статичної невизначеності рами. 
2. Вибрати основну систему. 
3. Скласти еквівалентну систему. 
4. Записати систему канонічних рівнянь методу сил. 
5. Визначити коефіцієнти канонічних рівнянь методу сил за допомогою мето-

ду Мора або способом Верещагіна. 
6. Розв’язати систему канонічних рівнянь і визначити невідомі зусилля. 
7. Побудувати епюри поздовжніх ௫ і поперечних ௭ сил і згинальних момен-

тів ௬ для еквівалентної системи. 

8. Перевірити отриманий розв’язок (вибрати нову основну систему, перекона-
тися у відсутності переміщень по знов відкинутим зв’язкам). 

9. Підібрати двотавровий поперечний переріз рами. Прийняти для матеріалу ்  МПа, ் . 
10.  Виконати завдання, використавши варіанти вихідних даних (табл. 4) та 

схеми завдань (табл. 5, 6). 
Таблиця 4 

Варіанти вихідних даних 
 

Пара-
метр 

Номер варіанта 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Р, кН 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 28 26 24 22
q, кН / м 26 24 22 20 18 16 14 12 10 8 6 4 6 8 10
М, кН м 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
а, м 4 2 2 4 6 2 4 2 2 4 6 2 4 2 2 
b, м 6 6 4 2 4 6 6 4 2 4 6 6 4 2 4 
h, м 2 4 6 6 6 4 2 4 6 6 6 4 2 4 6 

 
 

Пара-
метр 

Номер варіанта 

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Р, кН 20 18 16 14 12 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
q, кН / м 8 6 4 6 8 10 12 14 16 18 16 14 12 10 8 
М, кН м 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 
а, м 4 6 2 4 2 2 4 6 2 4 2 2 4 6 2 
b, м 6 6 4 2 4 6 6 4 2 4 6 6 4 2 4 
h, м 2 4 6 6 6 4 2 4 6 6 6 2 4 4 6 
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 Таблиця 5
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Продовження табл. 5 

 



40 

Закінчення табл. 5 
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 Таблиця 6
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Продовження табл. 6 

 



43 

Закінчення табл. 6 
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