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ПІДХІД ДО ВИЗНАЧЕННЯ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ 

СТРИЖНІВ З КОМПОЗИЦІЙНИХ МАТЕРІАЛІВ З УРАХУВАННЯМ 

ВНУТРІШНЬОГО САМОВРІВНОВАЖЕНОГО НАПРУЖЕНОГО СТАНУ 
 

Предметом дослідження є методи аналізу напружено-деформованого стану композитних конструк-

цій. Метою є розробка механізму пояснення феномену жолоблення тонкостінних композитних профі-

лів з неоднорідним перерізом при термічному навантаженні та синтезування моделі для визначення 
зусиль у елементах профілю. Задачами дослідження є прогнозування деформованого стану композит-

них профілів на етапі виготовлення та визначення температурних напружень, що виникають на етапі 

виробництва, а також після складання конструкції. Використовуваними методами є методи механіки 

матеріалів та конструкцій. Отримано наступні результати. Проаналізовано можливі форми дефор-

мування композитних пластин з несиметричною структурою та дано обґрунтування появи таких де-

формацій. Розглянуто модель силової взаємодії елементів складчастого профілю, яка може бути роз-

повсюджена на більшість профілів, які використовуються у несучих авіаційних конструкціях. На осно-

ві аналізу механіки тонкостінних складчастих профілів пояснено механізм виникнення складного 

згинно-крутильного деформування довгомірних профілів, виготовлених з композиційних матеріалів з 

неоднорідним перерізом під дією внутрішнього самоурівноваженого напруженого стану, що виклика-

ний зміною температури або усадкою сполучного або тим та іншим. Аналіз цього механізму дозволяє 
проводити проектування композитних профілів з мінімальним жолобленням та запропонувати інже-

нерні методи компенсації небажаних просторових переміщень у разі довільного навантаження елеме-

нтів профілю. Висновки. Наукова новизна отриманих результатів полягає в наступному. Запропоно-

вано механізм деформування стержнів з різнорідних композиційних матеріалів при зміні температури 

(після витягування з оснастки або в процесі експлуатації) з урахуванням різниці у коефіцієнтах Пуасо-

на. Синтезовано модель для визначення діючих зусиль за периметром елементів профілю та одержано 

відповідні формули, що є основою для побудування теорії позацентрового стискання стержня. Намі-

чено напрямок подальших досліджень у цій галузі. 

 

Ключові слова: тонкостінний довговимірний профіль; деформований стан; технологічні напруження; 

жолоблення. 

 

Постановка проблеми  

та її актуальність 

 

Авіа- і ракетобудування є основними спожива-

чами високоміцних композиційних матеріалів (КМ) 

в навантажених деталях і агрегатах, що являють 

собою різного виду тонкостінні конструкції (профі-

лі, обшивки, стінки і т.п.) [1]. З самого початку ви-

робництва технологи та конструктори зіткнулися з 

проблемою поводки профілів та жолобленням пане-

лей обшивки, що з одного боку, ускладнило процес 

приймання деталей (не було відповідності креслен-

ням), а з іншого – це свідчило про наявність внутрі-

шнього самоврівноваженого напруженого стану, яке 

необхідно прогнозувати та враховувати при проек-

туванні [2, 3]. Так зароджувалася технологічна ме-

ханіка і основна увага приділялася параметрам тех-

нологічного процесу. До найважливіших причин 

жолоблень та викривлень відносяться: 

– конструктивна неврівноваженість структури 

КМ щодо центру жорсткості або серединної поверх-

ні, викликана недотриманням повної симетрії через 

небажання обтяжувати конструкцію або складання 

заздалегідь різнорідних елементів, наприклад, об-

шивки та стрінгерів. При зміні температури такі 

деталі неминуче зазнають згинально-крутильних 

деформацій; 

– технологічні фактори, що призводять до нері-

вномірної та неодночасної полімеризації сполучно-

го, до різнотовщинності моношарів у пакеті через 

особливості фільтрації сполучного при виготовленні 

деталей з препрегів, до порушення об'ємного вмісту 

волокон в зонах змінної кривизни і т.п. [4, 5] Нас-

лідки технологічних факторів полягають у форму-

ванні шаруватих КМ з перемінними фізико-
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механічними властивостями моношарів за товщи-

ною пакета, що призводить до порушення симетрії. 

 

Формулювання мети роботи 
 

Явища поводок та жолоблень обумовлюють 

необхідність рішення двох взаємопоєднаних задач. 

Перша – це прогнозування деформованого стану , 

що дозволяє, з одного боку, проводити об’єктивне 

оцінювання якості виготовлення відділами техніч-

ного контролю підприємств (зігнута панель обшив-

ки ніяк не відповідає кресленню), а з іншого боку – 

забезпечити такій рівень залишкових технологічних 

напружень, який не призводить до руйнування будь-

яких елементів деталі. Друга задача пов’язана з ра-

ботоспроможністю агрегату, тому що після встанов-

лення деформованої деталі на каркас, у ній залиша-

ються напруження, які впливають на несучу здат-

ність та деформації, які порушують аеродинамічні 

контури. 

 

Аналіз результатів останніх досліджень 

та публікацій, що стосуються проблеми 

 

Для деталей типу панелей обшивки проведено 

широкий комплекс досліджень щодо рішення пер-

шої задачі [3, 4] з урахуванням технологічних та 

конструкторських факторів та проводяться роботи 

щодо другої задачі [6, 7]. Напружено-деформований 

стан пластин з композитів розраховувався під дією 

розподілених по краях згинального та крутного мо-

ментів. При цьому апріорі вважалося, що довжиною 

крайового ефекту можливо нехтувати (тому що, фо-

рмально, з позиції будівельної механіки, немає ні-

яких навантажень на крайках профілю). Крім того, 

експериментально підтверджено, що тонкі пластини 

з несиметричною структурою характеризуються 

(безвідносно до причин, що їх викликають) двома 

циліндричними стійкими рівноважними станами 

замість сідлоподібного стану, що очікується, (рис. 1, 

а), причому з різними за величиною прогинами та 

загнутими у іншу сторону кутами (рис. 1, б) [4, 5]. 

Поява тієї чи іншої форми носить стохастичний ха-

рактер і передбачити це за допомогою класичної 

теорії пластин неможливо. Досить обґрунтованим 

поясненням такого характеру деформування слу-

жить наступне. Після стохастичного викривлення в 

одній площині різко зростає згинальна жорсткість 

щодо осі x1 (рис. 2, а) і згинального моменту в ін-

шому напрямку недостатньо для викривлення у від-

повідній площині. У кутах згинальна жорсткість 

збільшується від нуля але меншим градієнтом, тому 

на деякому протязі розміру панелі згинальний мо-

мент M  (див. рис. 2, б) “долає спротив” і це призво-

дить до загину кутів в інший бік, що можна розгля-

дати як "спробу" утворення сідлоподібної поверхні. 

Набагато складнішою є проблема жолоблення 

довгомірних профілів, що характеризується склад-

ним згинально-крутильним деформуванням, яке 

супроводжує навіть профілі з врівноваженою струк-

турою стінок (рис. 3) і симетрією щодо однієї з осей. 

 

Виділення невирішених раніше  

частин загальної проблеми,  

якій присвячена робота 

 

У літературі відсутні методики розрахунку ви-

кривлення та закручування профілів, що навантаже-

ні самоврівноваженим внутрішнім напруженим ста-

ном. Механізм деформування таких стержнів може 

бути обґрунтований на основі аналогії з позацентро-

вою дією осьової сили. Для цього умовно відокре-

мимо від стержня його кінці, на протязі довжини 

яких затухає крайовий ефект. 

 

 
 

Рис. 1.  Варіанти жолоблення пластин з композитів: 1– жолоблення з утворенням циліндричної поверхні;  

2– появлення крайкового ефекту (згинання кутів профілю) 
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Рис. 2.  Демонстрація механізму викривлення кутів пластини з шаруватого композиту 

 

 
Рис. 3  Види перерізів складаних композитних профілів 

 

Шари композитного стержня з’єднані між со-

бою адгезійно, тому довжина зони крайового ефекту 

може бути оцінена затуханням дотичних напружень 

на межі різнорідних елементів, наприклад, шарів 

[0°] та [±φ]. Відповідно [6, 7] це трапляється у зоні 

довжиною декілька товщин, що є достатньо малою 

величиною, у порівнянні з довжиною стержня. Тому 

можливо знехтувати вкладом відсічених частин у 

загальну деформацію стержня (рис. 4) або приклас-

ти зусилля на його кінцях та знехтувати різницею у 

навантаженні ділянок крайового ефекту [8, 9]. Оче-

видно, що зусилля, що розподілені за перерізом, є 

позацентровими для будь-яких стержнів, що містять 

кутове перехрестя стінок. 

 

 
 

Рис. 4.  Схема навантаження композитного стержня 

поздовжніми температурними зусиллями 

 

Відповідно до [6, 7], сила, яка не прикладена до 

однієї з секториальних нульових точок перерізу, 

призводить до складних деформацій розтягування 

(стискання), згину та крутіння. Розглянемо це на 

прикладі кутового профілю з неоднорідним перері-

зом (як правило, стрижні з КМ для стрингерів міс-

тять до 90% повздовжніх шарів та біля 10% шарів з 

армуванням ±45°) (рис. 5). Перенесемо елементарну 

силу ΔN за допомогою статичного нуля до нульової 

секториальної точки В (див. рис. 5, в). Сила ΔN, що 

прикладена у точці В, призводить до розтягування  

та згину (див. рис. 5, г), а під дією моменту (ΔN·а) 

профіль згинається ита закручується. Елементарний 

момент (ΔN·а) замінимо таким же самим моментом, 

що діє у площині, яка паралельна стінці стрижня, та 

проходить через центр згину О (див. рис. 5, е) та 

біпарою з плечем b, що дорівнює (ΔN·а·b). Пара 

сил, що діє у площині, яка проходить через центр 

згину О (див. рис. 5, ж), призводить до чистого зги-

ну, а бімомент (див. рис. 5, з) буде лише закручува-

ти стрижень [10, 11]. 

Аналогічний механізм деформування є справе-

дливим і для розтягувальних зусиль, що діють у ін-

шому елементі стержня (див. рис. 5, в) [12]. 

Таким чином, синтезовано пояснення механіз-

му виникнення складного згинально-крутильного 

деформування довгомірних профілів з КМ з неодно-

рідним перерізом, що навантажений внутрішнім 

самоврівноваженим станом, який спонуканий змі-

ною температури або усадкою сполучного або тем 

та іншим разом. 

Розглянемо більш докладно питання визначен-

ня напружень у елементах профілю, у наслідок яких 

виникає його жолоблення. Вочевидь, довжина про-

філю набагато більше будь-якого з характерних ро-

змірів перерізу.  
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Рис. 5. До аналізу механізму позацентрового навантаження композитного стержня 

з неоднорідним перерізом 
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Тому можливо вважати, що повздовжні напруження 

не залежать від координати х (за виключенням зони 

крайового ефекту, вплив якого у цьому дослідженні 

не враховується). Напруження же у поперечному 

напрямку для реальних профілів залежать від коор-

динати z (див. рис. 5, в). Це пов’язано з тем, що про-

тяжність зони крайового ефекту є порівняною зі 

шириною стінки профілю й нею, у загальному сенсі, 

не можна зневажати [9, 13]. 

Якщо прийняти, що матеріали елементів є ор-

тотропними в осях стержня (див. рис. 5, в), можливо 

записати рівняння суцільності деформацій та фізич-

ного закону для елементу шириною dz вздовж осі х 

(рис. 6, а, б). 

 

1x 2x  ;       (1) 

1x 1z ;1x 1zx 1ox
E E1x 1z

2x 2z ,2x 2zx 2ox
E E2x 2z

 
    

 
    

  (2) 

 

де 1ox , 2ox  – сумарні вільні (температурні та 

усадкові) деформації, наприклад, від температури 

T1ox 1x    , T2ox 2x    . 

Характер зміни напружень вздовж осей z та х в 

елементах профілю показаний на рис. 6, в, де врахо-

вано, що вважаючи на відсутність прямого впливу 

вертикальної  стінки  на   деталь 1  (див.  рис. 6, а, б) 

 

 

 
 

Рис. 6.  Визначення зусиль у елементах складаного профілю 



Проектування літальних апаратів 
 

29 

напруження x  розподілені рівномірно вздовж її 

довжини. Так як деталі 1 та 2 деформуються рівно-

мірно у площині xz, a вертикальна стінка впливає на 

напружено-деформований стан горизонтальної пол-

ки, то напруження у ній коректуються, виходячи з 

умови рівноваги при їх проєцуванні на вісь х 

(рис. 6, в). Тоді її товщина дорівнює: 

 

* f / b2 2  ,           (3) 

 

де f2  – площа перерізу вертикального та горизонта-

льного елементів деталі 2. Запропонована модель 

дозволяє надалі розглядати адгезійне з’єднання двох 

деталей (рис. 6, г). 

З урахуванням цього припущення з’являється 

можливість складання диференційного рівняння 

рівноваги елементу з’єднання вздовж вісі х, яке мо-

же бути записано наступним чином 

 

* 01x 1 2x 2     .  (4) 

 

Перейдемо до визначення напружень вздовж 

осі z. 

З рис. 6, д випливають рівняння рівноваги ви-

діленого елементу з’єднання 

 

d d *1z 2z
1 2

dz dz

 
      ,    (5) 

 

а з рис. 6, е – умова сумісності деформацій. 

 

u u2 1tg
Gз з

 
    


,  (6) 

 

де з , Gз  – товщина та модуль зсуву 

з’єднувального шару, що визначаються в залежності 

від прийнятої моделі відповідно [12].  

Продиференцуємо (6) по z з урахуванням зале-

жностей Коши та отримаємо 

 

dз
2z 1z

G dzз

 
   ,  (7) 

 

де 1z , 2z  – деформації деталей, які визначаються 

за формулами (на основі гіпотези Дюамеля-

Неймана) 

 

1z 1x ;1z 1xz 1oz
E E1z 1x

2z 2x ,2z 2xz 2oz
E E2z 2x

 
    

 
    

  (8) 

де 1oz , 2oz  – сумарні вільні (температурні та 

усадкові) деформації за віссю z. 

Підставимо ці вирази до рівняння (7) 

 

dз 2z 1z 1x
1xz

G dz E E Eз 2z 1z 1x

2x .2xz 1oz 2oz
E2x

   
   


    

 (9) 

 

Продиференцуємо (5) по z та підставимо до (9). 

 

2dз 1z 2z 1z 1x
1 1xz2G E E Eз 2z 1z 1xdz

2x .2xz 1oz 2oz
E2x

    
    


    

    (10) 

 

З рівнянь рівноваги (5) після інтегрування ви-

пливає також, що 

 

* C1z 1 2z 2     ,  (11) 

 

де С – постійна інтегрування, яка відповідно до 

рис. 6, ж дорівнює нулю. 

Від сюди 

 

*/2z 1z 1 2     .  (12) 

 

З рівнянь (1), (2) та (4) з урахуванням (12) 

знайдемо 1x  та 2x . 

 

 

 

1ox 2ox1zx 1z 2zx 2z ;1x 1z
1x 2x 1 1x 2x

1 1zx 1z 2zx 2z
2x 1z * 1x 2x2

1ox 2ox ,
*
2 1x 2x

    
  

    

    
  

 

 

  

 (13) 

де 

1 * 1( E ) ; ( E ) ;1x 1 1x 2x 2 2x

1 * 1( E ) ; ( E ) .1z 1 1z 2z 2 2z

      

      

 (14) 

 

Після підстановки виразів (12) та (13) у (10) 

отримаємо наступні диференціальні рівняння. 

 

 

 

2d 1z
з 1z 1z 2z2dz

1zx 1z 2zx 2z
1xz 1x 2xz 2x

1x 2x
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 1ox 2ox

1xz 1x 2xz 2x
1 1x 2x

1oz 2oz ,
1

  
     
  

  




   (15) 

 

де Gз з з    – піддатливість з’єднувального ша-

ру, яка визначається за формулами, що наведені 

у [12]. 

Перепишемо це рівняння у вигляді 

 

2d 21z k C,1z2dz


     (16) 

 

де 

 

 

 

 

1zx 1z 2zx 2z2 1z 2zk
з з 1x 2x

;1xz 1x 2xz 2x

    
  

   

    

    (17) 

 

 




1ox 2oxC 1xz 1x
1 c 1x 2x

1oz 2oz .2xz 2x
1 з

  
   
   

  
  

 

      (18) 

 

Так як k 0 , то рішенням цього диференцій-

ного рівняння є 

 

C
C chkz C shkz1z 1 2 2k

    .     (19) 

 

Константи інтегрування C1  та C2  знайдемо з 

граничних умов – при z=0 та z=b 01z  : 

 

C
C1 2k

 ; 
C 1 chkb

C2 2 shkbk


 .  (20) 

 

Тоді 

 

C 1 chkb
chkz shkz 1 ;1z 2 shkbk

C 1 chkb1 chkz shkz 1 .2z 2 * shkbk 2

 
    

 

  
     

 

 (21) 

 

Після підстановки цих виразів до формул (13) 

отримаємо 

 

 
 

 

 
 

 

C1 1
1x 1zx 1z 2zx 2z21 1x 2x k

1 chkb
   chkz shkz 1 ;1ox 2ox

shkb

C1 1
2x 1zx 1z 2zx 2z* 2k2 1x 2x

1 chkb
   chkz shkz 1 .1ox 2ox

shkb

 
      

   

  
       
  

 
      

   

  
       
  

(22) 

 

Розподілимо напруження 2x  між елементами 

деталі 2. Умова постійності інтегральної сили запи-

сується у вигляді 
 

 
b b

*dz c dz b2x 2 2x 2 вx в в
0 0

         ,      (23) 

 

де c  – константа, що віддзеркалює долю напружень, 

які перерозподіляються на вертикальну стінку; вx  

– напруження у вертикальному елементі; в , bв  – 

див. рис. 6, в. 

Вочевидь, що у кутку профілю деформація де-

талі 2 не повинна мати розриву. При однаковому 

модулі пружності елементів ця умова приймає ви-

гляд 
 

c2x вxz 0
   


  (24) 

або 

 

1ox 2ox c вx*
2 1x 2x

  
  

  
. 

 

Сумісне рішення рівняння (23) та (24) дозво-

лить визначити напруження вx  т ( c2x  ), які у 

подальшому будуть зовнішніми зусиллями для роз-

рахунку напружено-деформованого стану профілю. 

Розглянута модель силової взаємодії елементів 

складчастого профілю (рис. 6, а) може бути розпо-

всюджена на більшість профілів, які використову-

ються у несучих авіаційних конструкціях 

(рис. 7) [14]. 

Вид умови рівноваги (23) залежить від розта-

шування та геометричних розмірів накладок і розг-

лянутого профілю. 

У загальному випадку при визначенні напру-

жень в елементах профілю можна використовувати 

наступні припущення: 

– напруження x  у вертикальній стінці деталі 

2 розподілені за її висотою рівномірно (рис. 6, в); 

– напруження x  та z  розподілені за шири-

ною елемента 1 та горизонтальної ділянки елементу 

2 згідно до законів (22). 
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Рис. 7.  Використання запропонованої моделі до типових складчастих профілів 

 

Вочевидь, що у стрижнях з як однорідним так і 

неоднорідним перерізом при термічному або меха-

нічному навантаженні можлива поява такого явища 

як втрата глобальної стійкості [15]. Тому це явище 

також слід враховувати при проектуванні розгляну-

тих конструкцій. При цьому з’являється необхід-

ність розрахунку нових, так званих, механічних ха-

рактеристик перерізу. Ці характеристики включають 

як геометричні так і пружні характеристики матері-

алу перерізу. 

 

Висновки, що витікають  

з проведеного дослідження 
 

Таким чином, запропоновано та обґрунтовано 

механізм деформування стрижнів з різнорідних КМ 

при зміні температури (після вилучення з оснастки 

або в процесі експлуатації) з урахуванням відмінно-

сті в коефіцієнтах Пуассона. Синтезована модель 

для визначення діючих зусиль за периметром еле-

ментів профілю та отримані відповідні формули, що 

є підставою для побудови теорії позацентрового 

стиснення стрижня. 

 

Напрямки майбутніх досліджень. У класич-

них теоріях тонкостінних стрижнів досліджується 

напружено-деформований стан однорідних стрижнів 

[8, 11], тому необхідно побудувати аналогічну мето-

дику для стрижнів з неоднорідним поперечним пе-

рерізом. 
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Автор заявляє, що немає конфлікту інтересів 
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APPROACH TO DETERMINATION STRESS-STRAIN STATE OF COMPOSITE BARS 

CONSIDERING INTERNAL SELF-EQUILIBRIUM STRESSED STATE 

Іgor Taranenko 

The subject of this research is methods of stress-strain state analysis of composite structures. The goal is to de-

velop a mechanism to explain the phenomenon of warping of thin-walled composite sections with a non-uniform 

cross-section under thermal loading and to synthesize a model to determine the forces in the section elements. The 

objectives of this study are to predict the deformed states of composite sections at the manufacturing stage and to 

determine the temperature stresses that occur at the manufacturing stage, as well as after the assembly of the struc-

ture. The methods used are related to the mechanics of materials and structures. The following results were obtained. 

The possible deformation forms of composite plates with an asymmetric structure are analyzed and the rationale for 
the appearance of such deformations is given. A model of the force interaction of elements in a folded section is 

proposed. The proposed model can be extended to most sections of load-carrying aircraft structures. Based on the 

analysis of the mechanics of thin-walled folded sections, the mechanism of the occurrence of complex bending-

torsional deformation of long-dimensional sections made of composites with a non-uniform cross-section under the 

action of an internal self-equilibrium stress state caused by a change in temperature or shrinkage of the binder or 

both is explained. The analysis of this mechanism makes it possible to design composite sections with minimal 

warping and to propose engineering methods to compensate for unwanted spatial movements in the case of arbitrary 

loading of section elements. Conclusions. The scientific novelty of the obtained results can be summarized as fol-

lows. A mechanism for the deformation of rods made of dissimilar composite materials when the temperature 

changes (after extraction from the tool or during operation) is proposed considering the difference in Poisson's coef-

ficients. A model for determining the forces acting on the perimeter of section elements was synthesized, and the 

corresponding formulas were obtained, which form the basis for the theory of off-center compression of rods. The 
direction of further research in this field is currently being planned. 

Keywords: thin-walled long-dimensional section; deformed state; manufacturing stresses; warping. 
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