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BCTYN

Teopia WMMOBIpHOCTEW, nNOAIODHO [0 IHWKUX MaTeMaTUYHUX  HayK,
po3BUHYNaca 3 notped npakTtukn. [loyaTok cucteMaTUyHOro AoCHimXKeHHS
3aBaHb, LLO CTOCYHTbLCA MaCOBUX BUMNAAKOBUX SABULL, | NoABa BignoBigHOMO
MaTemaTtuyHoro anapaty Hanexatb o XVII cronitra. Ha nouvatky XVII
CTONITTA 3HaMmeHUTUM i3nK [aninenm BXxe Hamarasca niggaTyv HayKOBOMY
AOCNIIPKEHHIO NOMUITKU (DIBUYHUX BUMIPIHOBaHb, pO3rnsagaryn iX K BUNaaKoBi |
OLHIOO4M 1X iMOBIPHOCTI. HeobxigHICTb CTBOPEHHA MaTeMaTU4yHOro anapary,
crneuianbHO NMPUCTOCOBAHOIO ONd aHanidy BUNagkoBMX $BULL, BUTIKana i 3
notped® oOpobreHHs | y3aranbHEHHS BENUKOro CTaTUCTUYHOrO MaTtepiany y
BCix 0briacTax Hayku.

OpHak Teopia MMOBIPHOCTEN SIK MaTeMaTuUdHa Hayka ccopmyBanacs B
OCHOBHOMY He Ha MaTepiani 3as3HayeHuX BuLe MpakTU4HMX 3aBgaHb. Ui
3aBOaHHA OyXe CKIMafHi; B HAX 3aKOHW, WO KepyrTb BUNALKOBUMU SIBULLLAMM,
BUABNAKTBCA HEOOCTaTHbO YiTKO i 3aByanbOBaHi Garatbma ycknagHeHUMM
YMHHMKaMK. HeobxigHO 6yno crnoyaTky BUBYUTM 3aKOHOMIPHOCTI BMMAOKOBUX
aBuW, Ha OGinblw npocToMy Mmatepiani. TakuMm maTepianiom ctanuM TaK 3BaHi
«asapTHi irpu». Lli irpn 3 He3anaM'aTHMX YaciB CTBOpPIOBaNuMCs came Tak, wob B
HUX pe3ynbTaT ekcrnepumMeHTy OyB He 3anexHWM Big CNOCTEpPeXyBaHUX YMOB
ekcnepumMeHTy, ByB YNCTO BUNALKOBUM.

Teopis WMOBIPHOCTEM — uUe MaTeMaTUyHa Hayka, WO BUBYaE
3aKOHOMIpPHOCTI Yy Bunagkosux ssuwax [1]. BunagkoBe sBuwe — uUe Take
ABMLLE, SiKe NPU HEOAHOPA30BOMY BiATBOPEHHI OL4HOrO i TOr0 XX eKCnepuMeHTy
BUABSIAETBCA KOXEH pa3 Mo-iHWOoMY. AK npukniag MOXHa HaBeCTU BiOXWUITEHHS
TpaekTopii cHapsga npu cTpinbbi 3 rapmatn Big TEOPETUYHOI TpaekTopil
BHACMIAOK CYKYNMHOro BMAMBY ©OaraTbOX YMHHUKIB: MOMWUIIOK BUFOTOBJIIEHHS
CHapsifa, BiOXWIIEHHS Baru cHapsiga Bif HOMiHany, HeOOQHOPIAHOCTI CTPYKTYpH
3apsagy Ta iH.

TpaekTopii cHapsgiB He 36iraloTbCs MK coboto, B pes3ynbTaTti TOYKM
nagiHHS cHapsagiB Ha 3eMni  po3CilolTbCA. AKWO po3Mipy  Uifni BENUKI
MNOPIBHSAHO 3 0611ACTIO PO3CitOBAHHS, TO LM PO3CitOBAHHAM MOXHA 3HEXTYBATW:
Npy NpaBUIbHOMY YCTaHOBIIEHHI rapmatv 6yab-SKMW BUNYLLEHWA CHapsaq
BNyyae B LUinb. AKWO X (JK 3a3Buyan i OyBae Ha npaktuui) obnactb
pO3CitoBaHHA CHapsaaiB NepeBuLLYE po3Mipu Uini, TO AesKi i3 CHapsaiB Y 3B'sA3KY
3 BMJIMBOM BMMNAOKOBUX YMHHUKIB Y UiNb He noTpannatb. BuHukae pag
3anuTaHb, Hanpukrag: SKuMM BiOCOTOK BUMYLLEHUX CHapsaiB B CepeaHboMy
noTpannse B UiNb; CKiNbkM MNOTPIOHO BUTpaATUTU CHapsdiB Ansa Toro, wob
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AOCUTb HaLiMHO BPa3nTK Uinb; AKi Cnig BXUTU 3axo4u ANns 3MeHLUEeHHSA BUTpaTu
CHapsgis?

Llo6 BignoBicTM Ha Ui 3anuTaHHA, 3BMYaMHa CXeMa TOYHUX HaykK
BUABNSETLCA HE4OCTaTHbO. Lli 3annTaHHs opraHiyHO NOB'A3aHi 3 BUNagKoBOK
npupoaoto siBMLWa i gns Toro, wob Ha HMX BIgMOBICTU, OYEBUOHO, HE MOXHa
NPOCTO 3HEXTyBaTW BMMNAOKOBICTIO. HeobOXigHO BMBYUTM BUMNAOKOBE SIBULLE
PO3CitOBaHHA CHapsA4iB 3 TOYKM 30pYy 3aKOHOMIPHOCTEN, BNacTUBUX NOMY camMme
K Bunagkosomy sasuwy. Cnig oocnigutn 3akoH, 3a SKUM pPo3noginstoTbCd
TOYKN NafiHHA CHapsagis; 3'AcyBaTv BUMAAKOBI MPUYMHK, WO NPU3BOAATL OO0
PO3CitOBaHHSA, NOPIBHATK IX MK COBOI0 3a CTyNeHeM BaXMBOCTI Ta iH. [1].

[MoaibHi 3aBOaHHSA, 4YMCNO SAKMX B TEXHiUWi Haa3BMYaMHO BeEnuKe,
NOTPEBYOTb BUBYEHHS HE TifTbKM OCHOBHUX 3aKOHOMIPHOCTEN, WO BM3HAYalTb
ABULLE B 3araflbHUX pucax, ane W aHanidyBaHHs BUNagkoBux 30ypeHb,
MNOB'A3aHMX 3 HasIBHICTIO OPYropsaHMX YMHHUKKIB, | HagawTb pesynbTaTty
eKCNepuMEHTY Npu 3agaHnX yMoBax efneMeHT HEBU3HAYeHOCTI.

Taki meToamn i po3pobnaTbea B Teopii MMoBsipHocTen. i npegmeTom €
cneuniyHi 3aKOHOMIPHOCTI, SIKi CNOCTepiraloTbCA Y BUNaaKoBUX SBULLIAX.



1. BUNAOKOBI noali
1.1. BunagkoBi noaii Ta iX iMOBIpHIiCTb

BunagkoBa nopifa. Akwo gedka nofia A B pesynbTaTi eKCnepuMeHTYy
MOXe BIgOyTUCA, a MoOXe i He Bigbytucda, TO Taka nogis Ha3nBa€ETbCs
eunadkoeoro. Hanpuknag, nosisa repba npu KngaHHi MOHETMN.

Akwo B pesynbTaTi OedaKkoro ekcnepuMeHTy nogdid A 34iIMCHUTLbCSH
000B'A3KOBO, TO Taka Mnoaia HasMBaeTbCca docmoeipHor. Hanpuknag, sKwo
NPV KMOaHHI rpanbHOI KICTKM nogito A BU3HAYUTU SIK BUNAL4aHHS OO4HOro, ABOX,
TPbOX, YOTUPLOX, M'ATK abo wecTn o4ok — A: {1, 2, 3, 4, 5, 6}, To usa nogia dyge
AOCTOBIPHOI0.

Ao B pesynbTaTi 4eSKOoro ekcnepumeHTy nogid A ctaTucsa He Moxe, TO
Taka noaia HasMBaeTbCs HeMOoXJsiueoro. Hanpuknag, sKWO nNpu KUOaHHI
rpanbHOI KICTKM nogito A BU3HaAYMTU K BUNagaHHSA cboMn odok — A: {7}, To us
nogia 6yae HeEMOXITNBOLO.

IMOBipHiCcTb. [N KiNbKICHOrO NOPIBHAHHA CTYNEHA MOXINMBOCTI MOSABU
BUNALKOBMX NOAIN BUKOPUCTOBYIOTb UMOBIPHICTb noAil, ska TumM GinbLue, Yum
Binblwe € moxnueoto nogis. NMpunmaroTb, WO MMOBIPHICTL AOCTOBIPHOI noAii
AOPIBHIOE OOMHUL, @ MMOBIPHICTb HEMOXUBOI noAil — Hysnto [1].

Takum 4umHOM, fiana3oH 3MiHM MMOBIpHOCTEN Byab-skmx nogin — Big 0
no 1.

HaBenemo ogHe 3 BU3HAYEeHb iMOBIPHOCTI (HacToTHe abo emnipuyHe).

Akwo gesknn ekcnepumeHT npoBoauTecd N pa3 i m pa3s 3'9BnseTbCs
noadis A, TO MMOBIPHICTIO noail A HasuBaeTbCs rpaHuus BigHOCMHU M/N npwu
N — oo. Llto MMOBIpHiCTb No3Ha4vaoTb sk P(A) — AMOBipHICTbL NosABY noair A.

1.2. Be3nocepeHin nigpaxyHoOK iMOBipHOCTEN

Bunapku. Beegemo geski 4ONOMiKHI MOHATTA.

[Mepwe 3 HUX — moeHa e2pyna nodilt — To6To rpyna nogin, xo4ya 6 ogHa 3
AKMX HEeOAMIHHO Mae€ BIAOyTUCA B pe3ynbTaTti NPOBEOEHHSA EKCMEPUMEHTY.
Hanpuknaa, nonagaHHs B Uinb abo npomax npu NocTpini.

[pyre — HecymicHi nodii, TOOTO Kinbka NoAin, 3 SKNX HisiKi ABi HE MOXYTb
3'ABMTMCSA pa3oM B JaHOMY eKkcrnepumeHTi. Hanpuknag, nosiea i rep6a, i undgpwu
NPV KNWOaHHI MOHETW.

Tpete — pieHOMOXnuei nodii — uUe Kinbka nodin B OaHoMmy
eKCNepUMEHTI, AKi He € Binbll MOXNMBUMM, HiX iHWI. Hanpuknag, nosisa kapTu
6ybHOBOI, 4npBOBOI, TpedoBoi abo nikoBOI MacTi NpU BUAMAaHHI KapTu 3
Konoaw.

AKwo rpyna nogin yTBOPKE MOBHY rpyny, a nogil € HECYMICHUMU i
PIBHOMOXNMUBMMMK, TO nNoAil, WO CTBOPKOWTbL Taky rpyny, HasuMBalwTb
BUNnagkamum [2].



Bunagok HasuBawTb CAPUATAMBMM [OESKiA noail, AKWo nossa LbOoro
BUNaaKy Beae 40 NosiBM AaHol noail.

Cxemy BuNagkiB Ans HaAOYHOCTI 3pyyHO 300paxyBatn y Burnagi
CYKYMHOCTI TOYOK Ha npamin (puc.1.1).

Puc.1.1. Bunagkm

Ha puc.1.1 nokaszaHo cxemy, WO MICTUTb N BUMNAOKIB, 3 AKMX M €
cnpuatnmeumMmn nofii A. O4eBMAOHO, WO AN OaHOI CXeMW BuUNagkiB 3rigHo 3
BU3HAYEHHSIM WMMOBIPHOCTI BUMagKoBOI MoAil MMOBIPHICTL nodil A MOXHa
3HaNTK K BiAHOLLEHHS Ynucna CrnpuaTinBMX BMNaAKiB m 40 3arasnbHOl KinbKOCTI
Bunagkis n [13]:

P(A) :%. (1.1)

®opmyny (1.1) npusHadeHo aOna  GesnocepegHbLOro  MigpaxyHKy
NMOBIpHOCTEN NOAIN.

lpuknad 1.1. B ypHi a 6inux i b 4YopHux kynb. Kyni ogHakoBi. 3 ypHU
HaBMaHHA BUTATYIOTb OLHY Kymnto. HAKOK € WMOBIPHICTL TOro, WO Kynd
BUABUTBLCS Biflon?

Po3seg’sizaHHs.

[ig Yyac ekcnepuMeEHTY «BUTAM OOHIET KyNni 3 YypHU» € MOXnuBuMn a+b
Pi3HUX pe3ynbTaTiB — NOAIN, AKMMU 3aBepLlyeTbCA faHun ekcnepumeHT. Ll
noail HeCYMiCHI (BUTAryeTbCA TifMIbKM O0AHA 3 YCiX Kysb), PiBHOMOXNMBI (BCi Kyni
O[HaKoBi) I MalTb BNacTMBiCTb NOBHOTU (06OB'AI3kOBO oaHa 3 Kynb byae
BUTArHyTOl0). OTXe, eKcnepumMeHT 3BOAUTbCA [0 CXemMu BuUNagkie i ans
pPO3B’A3aHHA 3agadi MOXXHa ckopucTtatucsa opmynotwo (1.1), oe 3aranbHa
KiINbKiCTb  BMMagkiB n= a+b, a Yiucno BMNaakiB, CNpuUATNIMBUX noaii A, m=a.
OTxe, WyKaHa MMOBIPHICTb

p(A)="__2
n a+b

[Mpyn 06pobBneHHI cTaTUCTUYHOrO MaTepiany Ans ouiHBaHHS NMOBIPHOCTI
Aeskol nogii A KopucTyrTbCcs hopmMyrnoto, aHanoridHowo (1.1):

*

P*(A)sz, (1.2)



ae P*(A) — OujiHKa MMOBIpHOCTI Nogdii A, Ky Ha3nBalTb Yyacmomoro rnodii A
abo cmamucmu4Hor UimoegipHicmro nodii A; N — obcar cTaTUCTUYHOro
mMarepiany; M — KiNbKiCTb NOSIB NogAiit A [3].

lMpuknad 1.2. Y awumky 120 abnyk, 3 akux 40 He BignosigatTb CTaHAaApPTY.
YoMy [OpIBHOE CTaATUCTUYHA WMOBIPHICTb BUWUHATU 3 SAWMKA HaBMaHHA
cTaHgapTHe s6nyko?

Po3sg’s3aHHs.

Y uboMy npuknagi nogia A — BUWHATU cTaHgapTHe s6nyko. KinbkicTb

CTaHOapTHUX S0nyK m = 120 - 40 = 80 wT. 3aranbHa KifbKicTb ao6nyk N = 120.
OTxe, WyKaHa cTaTUCTUYHA NMOBIPHICTb

"(a)=m _ 80 _2
N 120 3

1.3. OCHOBHi (hopMynun KOMBIHaTOPUKHK

OcHOBHi ¢opMynM KOMOIHATOPUKW: MNepecTaHOBKM, MNOESHAHHSA,
PO3MIiLLIEHHA.

NMepectaHoBKKU. Hexanm € n pisHMX 00'ekTiB. bygemMo nepectaBnaTu ix
yciMa MOXIMBUMKU crnocobamu (4ncno oB'ekTiB 3anuaeTbCs HE3MiHHUM,
3MIHIOETBCA TifbkM 1X nopagok) [15]. YTBopeHi kombiHauil HasMBalTbCS
nepecraHoBKamu, a ix Yncno

Ph=n!=1-2-3-...-(n=1)-n. (1.3)

CumBon n! HasuBaeTbCs akTopianoMm i O3Hadae OOBYTOK YyCiX Uinmx
ymncen Big 1 go n. Beaxatotb, wo 0! =1, 1! =1.

[Mpuknag ycix nepectaHoBoOK 3 N = 3 06'eKTiB (TPbOX KyOuKiB) 306pakeHo
Ha puc. 1.2.

SN

' l
Al [B) [
ABC ACB
BCA BAC
CAB CBA

Puc. 1.2. Npuknag nepectaHoOBOK

BignosigHo go dpopmynu (1.3) ix noBUHHO B6ytn P3 =3! =1.2.3 =6, TaK i
BUXOAUTD.



3i 36inbleHHAM yncna O6'eKTiB KiNbKICTb NMepecTaHOBOK AyXe LUBUAKO
3poctae i 3o00paxaTm IX HAOYHO CTae Baxko. Hanpuknag, KinbKicTb
nepectaHoBok 3 10 npeameTiB — Bxe 3628800 (binbLue 3 MinbMoHIB!).

Po3miweHHA. Hexan € n pisHux ob'ektiB. byaemo Bunbupatn 3 HUX M
00'eKkTiB | NnepecTaBnATK iX yciMa MOXnusumMn crnocobamm mixx coboro (TobTo
3MIHIOETBCA | cKrnag BMbpaHux 06'ekTiB, i 1X Nopanok) [4]. YTBOpeHi kKomOiHauil
Ha3MBaKTbCA PO3MILLLEHHAMM 3 N 0B'eKTIB MO M, a 1X YMCNo

A= (ni]!m)lz n-(n=1)-...-(n-m+1). (1.4)

[Mpuknag ycix po3miweHb 3 N=3 06'ekTiB (Pi3HMX Goiryp) Nno m=2 nokasaHo
Ha puc. 1.3. BianosiaHo go dopmynu (1.4) ix mae 6yt AZ=3:(3-2+1) = 3-2 = 6.

*
*

*
*

Puc. 1.3. lNpuknag po3milleHHs

Cnony4yeHHA. Hexan € n pisHuMx o6'ekTiB. byaemo Bubupatn 3 HUX M
o0'ekTiB BCiMa MOXnuBMMKU crnocobamn (TOBTO 3MIHIOETLCA CKnag BuMOpaHuX
00'ekTiB, ane nopsiaok He € BaxnmeuMm) [15]. YTBOpeHi kombiHauil Ha3MBalTbCS
criosiy4eHHsIMU 3 n 06'eKTiB N0 M, a iX Yncno

|
cn n!

" :(n—m)!m!' (1.5)

Mpuknag ycix cnonyvyeHb 3 nNn=3 00'ekTiB (pi3HMX piryp) no m=2
306paxeHo Ha puc. 1.4.

Puc. 1.4. lNpuknag cnony4veHs

BianosigHo ao dopmynm (1.5) ix mae 6yt C; = 3!/ (3-2)! -2! = 3.
10



FACHO, WO crnonyyvyeHb 3aBXOW MeEHLUe, HiK pO3MilleHb (OCKINbKMU npu
PO3MILLEHHAX MOPAOO0K € BaXXITMBMM, a NPU CNOJSTYYEHHSX — Hi), NpU4oMy came B
m! pas, TO6TO NpaBUITLHOK € hopMyna 3B'A3KY:

Cr=A"/P,.

Po3sg’sizaHHsi murnosux 3aday. HandvacTiwe 3agady oopMyniolTb Tak: 3
YpHU, B ki 3Haxogoatecss N kynb (K 6inux i N-K 4yopHux), HaBMaHHA | 6e3
NoBepHEHHA BUMMAaKTb N Kynb (N<N). 3HaWTM MMOBIPHICTb TOro, WO Oyae
BUBpaHo k 6inunx i n-k YopHUX Kynb.

3BicHO, Wwo npu k>K abo n-k>N-K (To6TO Kyrnb NOTPiGHO BUNHATK BinbLue,
Hi>XX TX BCbOro B YpPHi), MMOBIpPHICTb JOPIBHIOE HYMO (MoAis Hemoxnuea). A npu
k<K i n-k<N-K wykaHy IMOBIPHICTb OBYNCIOI0TL 38 (POPMYIIOH0

k n-k
— Ck -Crnk

P
Cy

(1.6)

KoxxHa 3 TMnoBumx 3agay moxe 6yt poss’asaHa 3a popmynoto (1.6):

* 3aga4a npo Kyni,

* 3afa4a npo getani,

* 3a4a4a npo NoTepenHi KBUTKN.

lMpuknad 1.3. Cepen 8 noTtepenHuUx KBUTKIB 4 BUrpawwHuX. HaBmaHHs
B3NN 5 KBUTKIB. BU3HaunMTM MMOBIPHICTb TOrO, LLO ceped HUX 2 BUrPaLLHUX.

Po3seg’sizaHHs.

MigcTtaBnsemo B goopmyny (1.6) 3HaYeHHs:

K=4 BurpawHux kButka, N-K=8-4 = 4 HeBurpallHnx KBUTKa, BCboro N=8
KBUTKIB. BUbMpaemo n=5 kBUTKIiB, 3 HUX Ma€ B6yTn k=2 BurpaluHux i BignoBsigHo,
n-k = 5-2 = 3 6e3 surpawy. OTpuMyemMo noTPiOHY NMOBIPHICTb:

2 A3
:C4'C4
5
8

P =6-4/56=0,429.
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2. OCHOBHI TEOPEMMU TEOPIi UMOBIPHOCTEW
2.1. Teopema gogaBaHHA UMOBIPHOCTEWN

Po3rnsaHeMO NOHATTA Npo cymy i @obymok nofin, sKi AONOMOXYTb
nepenTn O OCHOBHUX TEOpeM Teopil UMOBIPHOCTEN.

CyMoro OekinbKox Nofinv HasnBaeTbCA NoAis, Wo nonsirae y nosiei xo4a 6
OAHiI€l 3 LUMX NoAin.

Jobymkom Kinbkox noain HasnmBaeTbCsa MoAis, WO nondrae y nosiBi BCixX
uux nogin (puc. 2.1).

Ha puc. 2.1 nokasaHo nogito C, sika € cymoto nogin A i B, a nogia D —
nobyTtkom noain A i B:

Puc. 2.1. Cyma n gobyTok nogin
2.1.1. Okpemunin BUNapoK TeopeMmu aoaaBaHHA

Teopema: WVMOBIPHICTb CYMW HECYMICHUX MOAIA OOPIBHE CyMi
NMOBIPHOCTEN UNX NOAIN.
PoarnaHemo gBi HecyMicHi nogii A Ta B (puc. 2.2).

Puc. 2.2. HecymicHi nogii

OckinbKkuy ui noaii HecymicHi, cnpuaTnuei nogii A Bunagkun He 36iraloTbea 3
BUNagkamm, cnpusatnmeumMmu nogil B.

Tomy MOXemo 3anucartu:

* noaii A € cNnpuATAMBMMX M BUNAOKIB,;

* noaii B — k BMnaakiB;

* noaii A+B — m+k Bunaaki..

BignosigHO MMOBIPHOCTI NpuK 3aranbHOMY AS19 BCIX MOAIN YUCni BUNAaKiB,
LLIO OOPIBHIOE N, OO4EPXKUMO:

12



WAFT-WM=§ (2.1)

n 1
P(A+B)=TTK_M K (2.2)
n n n
MigctaBmewu (2.1) B (2.2), oTpUMaemo
P(A+B)=P(A)+P(B). (2.3)

Teopemy goBefieHO Anga ABOX nodin. [lokas angd AoBifIbHOro Ynucna nogin
€ aHarnoriYHum.

OcTaTo4YHO N4 OOBINBHOMO YMcna HeCyMiCHUX NOAIN YacTkoBa meopema
do0daeaHHSs UiMogipHOCMel Mae Takun Burnaa;

H%A)=%WA) (2.4)

lpuknad 2.1. na npoBeneHHa notepel BukopuctoytoTb 1000 KBUTKIB; 3
HMUX Ha OoauH KBUTOK npunagae surpaw 500 rpH, Ha 100 kKBUTKIB — BUrpaLli no
100 rpH, Ha 50 kBuTKiB — BUrpawi no 20 rpH, Ha 100 kBUTKIB — BUrpaLli no 5
FPH, iHWi KBUTKM € HeBUrpawHMMnW. XTOCb Kynye OOWH KBUTOK. 3HaNTU
MMOBIPHICTb BUrpatn He meHw 20 rpH [14].

Po3seg’s3aHHs.

Po3rnsgHemo noaii:

A — Burpatu He meHwWw 20 rpH,

A1 — Burpatun 20 rpH,

A2 — BurpaTtn 100 rpH,

A3 — Burpatun 500 rpH.

OueBungHo, Wwo A= A1+ A2+ A3.
Topai 3a Teopemotlo gogaBaHHS MOBIPHOCTEN MAEMO

P(A)=P(A +A, + A)=P(A)+P(A)+P(A) =0,05+0,01+0,001=0,061.

3 Teopemu (2.4) BunnuBatoTb ABa HaCIiOKW.
Hacnidok 1. Akwo nogii A, A,,..., A, YyTBOpIOWTb MOBHY rpyny
HeCyMiCHMX NoAin, TO cyma IX iIMOBIPHOCTEN LOPIBHIOE OAVMHWULL:

éP(A) -1 (2.5)

13



OincHo, skwo nopii A, A,,..., A, yTBOpIOIOTb MOBHY rpyny nogdi, To

MMOBIPHICTb NosiBM xoda 6 OfHIel 3 HUX ABnse coboK OOCTOBIPHY MOAI0 i,
OTXXe, MOXHa 3anucaTtu

n
P(Y A)=1, (2.6)
i=1
ane ockinbku nogii A, A, ..., A, € HecymicHumun, fo (2.6) MoxHa 3acTtocyBaTu

Teopemy (2.4), wo i goBognTb Hacnigok (2.5).

Hacnidok 2. BBegemMo nNOHATTA npomursiexHux nodiu. Akwo MnoBHa
rpyna nogin cknagaetbca 3 4BOX HECYMICHUX NOAIN, TO Taki NoAil Ha3nBatoTbLCA

npomunexHumu [2]. BoHM no3dHa4yaTbes K A i A. OCTaHHS1 YNTAETLCS: «HE
A». 3acTtocyBaBLUM HAcMigoK 1 4O NPOTUNEXHUX MOAINA, OTPUMAEMO:

P(A+A)=P(A)+P(A)=1,
3BigK1 BUNNnBae
P(A)=1-P(A). (2.7)
3rigHo 3 BUpa3om (2.7) iMOBIpHICTb NoAil BUpaXKaeTbCsl Yepes iMOBIPHICTb
T NPOTUNEXHIN NnoAail, Wo YaCTo BUKOPUCTOBYIOTb MNPU PO3B'A3aHHI NPUKNagHUX
3agav.
2.1.2. 3aranbHN1M BUNagoK TeopeMun foaaBaHHA
Y 3aranbHOMYy BMNaAKy, KONU nogii He MarTb BIACTUBOCTI HECYMICHOCTI,

TeopemMa fodaBaHHA Oeuwlo ycknagHieTbesa. CnovaTtky po3rnsHeMO ABi nogii
(pnc. 2.3).

Puc. 2.3. CymicHi nogii

14



Ha puc. 2.3 HaBegeHOo Taki NO3HA4YeHHA: n — 3aranbHe YUCNOo BUNaAKis,;
m — 4YMCNo BUNaakiB, cnpuaTnueux nogii A; k — 4ymcno smnagkie, CNpUATIINBUX
noadii B; | — uucno Bunagkis, cnpuatnmemux nogil AB; s=m+k -1 — ynucno
BUNaakiB, cnpuatnueux nogil A+ B. 3annwemo MMOBIPHOCTI LKMX NOAiN:

P(A)="": P(B)=X: P(AB)=" " (2.8)
n n n
P(A+B):%=m+Tk_|:%+%—lﬁ. (2.9)

MigcTaBmBLIKM piBHAHHA (2.8) B (2.9), oTpuMaemo

P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB). (2.10)

lMpuknad 2.1. Bepetbca cTpinbba no nitaky, ypasnMBMMM YacTUHaAMM
SIKOro € ABa ABuUryHa Ta kabiHa ninota. [ns Toro, wo6b BMBECTU 3i CTPOIO MiTaKk,
A0CTaTHLO BpasuTu obuasa AsuryHa pasom abo kabiHy ninota. 3a gaHUX yMOB
CTPiNbON WMMOBIPHICTL BMYyYEHHS B MNepLnin OBUTYH AOPIBHOE P, Y APYruu
ABUTYH —p,, Y KabiHy ninota — p,. YacTuHu niTaka BpaxatoTbCA He3anexHo
ofHa Big ogHOI. 3HaNUTM MMOBIPHICTb TOro, WO NiTak 6yae sBpaxeHo [12].

Po3e’s3aHHs.

[Moais A — BpaXeHHs niTaka siBnsie coboro Cymy ABOX CYMICHUX MOAIN:

D — BpaxeHHst 060X ABUIYHIB;

K — BpaxeHHs KabiHu ninoTa;

P(A)=P(D)+P(K)-P(DK) = p,p, + p; = P, P, P;-

Po3rnaHemMo cymy TpbOX AO0BiNIbHUX nogin (puc. 2.4). Ak i Buwe, Bunuwemo
CNpuATAMBI BUNAOKW | UMOBIPHOCTI NoAin.
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AC ABC

Puc. 2.4. Cyma TpbOX JOBINbHMUX NOAIN

Ha pwuc. 2.4 nokasaHo cnpuaTnuei nogiam sunagk: A=m,; B=m,;
C=m,; AB=1; AC =1, BC =1,; ABC = s; D=A+B+C;
D=m+m,+m,—1 -1, -1, +s; n —3aranbHa KinbKiCcTb BUNagKis.

ImoBipHOCTI nogin:

| |
P(A) = ”; P(B) = ”; P(C) = rz .P(AB) =:;; P(AC) = *;P(BC) = ;
P(ABC) =%,

ImoBipHicTb cymun nogin A,B,C popiBHoe nMoBipHOCTI nogil D :

P(A+B+C):P(D):m1+m2+m3—|1—|2—|3+5

abo

m
24,8 1 _2_ 8,7

m
P(A+B+C)=—+

n N n n n n n
abo 3 ypaxyBaHHAM BUNUCAHUX BULLE CNiBBigHOLWEHb

P(A+B+C)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AB)-P(AC)—-P(BC)+P(ABC).

[Mpn pgoBiNbHOMY YUCHi NOAIN, 3aCTOCYBaBLUM METOA IHAYKLIT, OTPUMAEMO
3aranbHUK BMpas TeopemMu JoaBaHHA:
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P(Y A=Y P(A)-D P(AA, )+t ()"IP(AA LA, (2.11)

i=1 i=1 i<j
ne A (i =1,n) — poBinbHi nogii.
2.2. TeopemMa MHOXEHHSI UMOBiIpPHOCTEWN

[Mepw HK po3rnagatn Teopemy MHOXEHHSI MMOBIpHOCTeN, HeobXiaHOo
BBECTM MOHATTS NPO He3anexHi Ta 3anexHi nogii, a TakoX npo YMOBHY
MMOBIPHICTb Mogaii.

[Moais A Ha3MBa€ETbCs HE 3anexHow Bia nogil B, AKWo MMoBIpHICTb noail
A He 3anexuTb Bifg Toro, Bigbynacs nogist B 4um Hi.

Akwo aBi nogiil A N B HesanexHi, ToO TeopemMa MHOXEHHSs1 Ans
He3aneXHuxX noain mae BUrnNag

P(AB) = P(A)P(B).

lMpuknad 2.1. € ABi ypHM 3 YopHUMMK i Binumn kynbkamun. lMogia A —
HaBMaHHA BUTArHyTa 6ina kyna 3 ypHu Ne 1. lNMoaia B — HaBMaHHSA BUTArHyTa
6ina kyns 3 ypHn Ne 2. Llinkom o4eBngHO, WO MMOBIPHICTb NoAii A He 3aneXuTb
Bif Toro, Bigbynacs nogis B 4 Hi.

lpuknad 2.2. KngatoTb ABi MOHETW. Po3rnsaHyTo nogit:

A — BMnNagaHHs repba Ha nepLlin MOHETi;

B — BunagaHHsa repba Ha apyri MOHETI.

3HanTun nmosipHicTb noail C = A+ B.

Po3e’sa3aHHs.

OckinbKkn nogii CyMiCHi Ta He3arneXHi, 3acTocoByeMO piBHSAHHA (2.10) Ta
TEeopeMY MHOXEHHS 4N HE3aneXHUX nogin

P(C)=P(A) + P(B)— P(AB) = P(A) + P(B)—P(A)P(B) == + = —= .= =%.

[Momdist A HasMBaeTbLCA 3anexHOoW Big noAil B, Akwo MMoBIpHICTL noaii A
3MIHIOETBLCA 3aNexXHo Bif Toro, Bigdynacsa nogia B un Hi.

lpuknad 2.3. Kngatotb rpanbHy KiCTKy. A — BUnagaHHa ogHoro odka (A:
{1}); B — BunagaHHs odHOro, ABOX, Tpbox o4ok (B: {1, 2, 3}). TyT imMOBipHiCTb
nogii A P(A)=1/6 (3aranbHe 4uMcno BuNagkiB N=6, 4YACNO CNPUATIIUBUX
Bunagkie m=1). ImoBipHicTb nogii B P(B)=1/2 (3aranbHe 4yucno Bunagkis

N=6, 4Yucrno cnpuaTIMBMX Bunagkies m=3). Axkwo BigoMo, wWo nogia B
Binbynacs, To MMOBIPHICTb noAii A 3MiHUTbCA 3i 3Ha4YeHHA 1/6 Ha 3Ha4eHHSA 1/3,
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TOMYy WO BiAOMO, WO BuMNano oAuH, ABa abo TpM OYKWM (3aranbHE 4YKCIOo
BUNAAKIB), 3 AKMX CPUATIIMBMAM € OgHE 3HAYEHHS.

ImoBipHicTb nogil A, obuncrneHa 3a ymoBW, WO iCHyBana iHwa nogia B,
Ha3nBaeTbCA yMOBHOI UMosipHicmo nodii A i nosHavaetbca P(A|B).
UutaeTbca Tak: «IMoBipHicTb nogii A 3a ymosu, Lo nogia B sigbynacsa» [5].

Akwo MmoBipHICTb nogil A He 3anexuTb Big Toro, Bigdbynacsa nogia B yun
Hi, TO KaXyTb, WO noaia A He 3anexuTb Big noaii B. Y ubomy BMnagky ymoBHa
MMOBIPHICTb AOPiBHIOE 6E3YMOBHIMN:

P(A|B)= P(A). (2.12)

Bupas (1.12) aBnse coboro ymoBY He3zanexHocTi nogil A Big nogii B.
PosrnaHemo aBi B3aeMHO 3anexHi nogii A i B (puc. 2.5).

Puc. 2.5. B3zaemHo 3anexHi noait Ai B

Bunuwemo nMoBIpHOCTI nNoain, nokasaHux Ha puc. 2.5:

P(A):m; P(B):E; P(AB):l; P(A|B):l; P(B|A):L. (2.13)
n n n k m
[loBegemo, Wwo
P(AB)=P(A)P(B|A); (2.14)
P(AB)=P(B)P(A|B). (2.15)

MigctaBmBwK BMpas (2.13) B (2.14), oTpumaemo

M __p(aB).
n

P(AB) = !
n m
[MigcTtaBuBwuK BMpas (2.13) B (2.15), ogepxunmo

P(AB):%-I

I
E - H - P(AB),
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LLIO W NOTpiOHO Byno aosecTw.
Teopema MHOXeHHS UMogipHocmeUl aoBeaeHa ans ABox noAin.
[nsa noBinbHOro Yncna noain, BUKOpPMUCTaBLIM MeTO, iIHAYKLIT, 04epXNUMO

PTA) =P(AIP(A| AIP(AAA)-P(A [AA A ). (216)

lpuknad 2.4. CTtyneHT 3Hae Bignosigi Ha 41 3anuTaHHA 3 45. Akow €
MMOBIPHICTb TOro, WO BiH BIAMOBICTb Ha ABa 3anuUTaHHA?

Po3e’si3aHHs.

A — CTyOeHT BiQNOBICTb Ha NepLue 3anuTaHH4;

B — cTygeHT BignoBiCcTb Ha Apyre 3anuTaHHs;

C — CcTyOeHT BignoBIiCTb Ha ABa 3anuUTaHH4,;

C=A-B;

P(C)=P(AB)=P(A)P(B|A), Tomy wo nogis B 3anexutb Big noaii A.
P(B|A) — imoBipHicTb nogii B 3a ymoBwu, LLI,O nogisa A sigbynacs:

41 41 40

I:’(A)——S, PBIA)=7: PC)=7c 10

Hacnipok. Akwo nogia A He 3anexutb Big noaii B, To nogia B He
3anexuTb Big nogil A [10].

Hexaln nogis A He 3anexutb Big nogii B. Toai cnpaBeanmMBo piBHAHHA
(2.12). MigctaBngato4un Bupas (2.12) B (2.15), otpumyemo P(AB)=P(B)P(A) i,
NPUPIBHIOKYM NpaBy YacTUHY Ui€l piBHOCTI 4O npaBol YyacTuHu (2.14), maemo
P(B)P(A)=P(A)P(B|A), a ockinbkun mnmosipHicTb P(A) € uncno gopgaTHe i
AiNCHE, NOro MOXHa CKopo4vyBaTu, OTPUMYHOUMN

P(B)=P(B|A). (2.17)

Bupas (2.17) aBnsie coboto o3HaKy He3anexHocTi noAgil B Big noaii A, wo
n Tpeba Gyno goBecTu.

Akwo B piBHAHHI (2.16) BCi noaii A,i=1,n HesanexHi, TO BCi YMOBH
MMOBIPHOCTI AO0PiBHIOKTL 6€3yMOBHUM i piBHAHHA (2.16) nepeTBOpUTLCS B
TeopeMy MHOXEHHS N8 He3arneXXHUX Nogiu:

P(ﬁ[l A)=_1:11P(A) | (2.18)

TakuMm YMHOM, iIMOBIpPHICTb 4OBYTKY He3anexXHUx noain aopisHE 4O6YTKY
MMOBIPHOCTEN LMX NOAIN.
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2.3. Dopmyna NnoBHOI MMOBIPHOCTi

PosrnaHemo npuknag. Hexam € n ypH, B KOXHiM 3 SAKUX 3HAXOOUTbCH
pi3Ha KiNbKICTb KyJb PI3HMX KOMbOpIB, BKtoYatoum 6ini. CniBBigHOWEHHS Binux i
IHLWIMX KyNb B KOXHiM YPHI BiJOMO, a, 3Ha4nTb, BiAOMi MMOBIPHOCTI BUINYYEHHS
Ginoi kyni 3 6yab-skol ypHW. Bigomi TakoX WMMOBIPHOCTI nigxody 4O YpPH.
HeobxigHO 3HaNMTXU MOXNMBICTE OTpUMaHHS 6inoi Kyni 3 HaBMaHHA BUOpaHoOl

YPHWN.
[Mo3Ha4unmo: A — nogis BUNy4YeHHs Binol Kyni 3 HaBMaHHSA BUOpaHOI ypHWU;

Hi,izl,_n — nogaii nigxogy [o i-ol ypHu. lNogii H; HasuBaloTb rinotesamu.
Finotean H;,i=1,n s8ns0Tb coBOK NOBHY rpyny HECYMiCHUX Modin. A — noais

cknagHa. Y crioBecHomy hopmyntoBaHHi onga Toro, wob sigbynacsa ua nogis,
NOTPIGHO NIgINTM 0O NepLLol YPHU | BUTArHyTM Biny kynto abo nigintun oo gpyroi
YPHW | BUTArHYyTK Oiny Kynto, abo nigintv 0o TPeTbOoi YPHU i BUTATHYTU Biny
Kynto, abo ... abo nigintTu 4o n-ol ypHW i BUTATHYTK Biny Kynto. Y popmynbHOMY
BUrNAAi noAaito A MoXxHa nogaTun Tak:

A=H;A+HyA+HzA+ ..+ H A,

IMOBIpHICTb Noaii A:
n
P(A)=P(> H;A). (2.19)
i=1

OpHak nogii HijAi =1ne HecyMiCHUMW NnogiaMu i BigNOBIgHO 4O TeopeMu
AofaBaHHA ans HECYMiCHUX nogin Bupas (2.19) moxHa 3anucati 9K

P(A):Zn:P(HiA). (2.20)
i=1

3acTtocyBaBLUM 0 piBHAHHA (2.20) TeopeMy MHOXEHHS, O4EPXKNMO
n
P(A)=) P(H;i)P(A[H;). (2.21)
i=1

Bupas (2.21) HasnBaeTbCA POpPMYIio NOBHOI MMOBIPHOCTI [3].

lNpuknad 2.5. € OoBi ypHU: y NepLuin 3HaxoaaTbeca a Binux Kynb i b YopHUX;
y apyriv — ¢ 6innx i d YyopHux. 3 nepwoi ypHM B Apyry nepeknagatTb, He
ANBNAYNCH, OAHY Kynto. licns uboro 3 gpyroi ypHU 6epyTb 0OHY Kymnk. 3HanTu
MMOBIPHICTb TOrO, WO Us Kyna 6yae 6inoto.
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Po3sg’sa3aHHs.

Mogisa A — nosiea 6inoi Kyni.

[noTtesu:

H1 — nepeknageHa bGina Kyns;

H2 — nepeknageHa YopHa Kyns.

Bukopuctosytoun dopmyny (1.21), nmoBipHiCTb npossy nogii A Oyae
AOpPIBHIOBATM:

P(A) =P(H)P(A|H,) +P(H,)P(A[H,);

P(Hl)=%;
P(HZ):ﬂi
P(AIH) =
P(AIH,) = ——
P(A) = a c+1 N b C

a+bc+d+1 a+bc+d+1

2.4. dopmyna baneca (Teopema rinotes)

Po3rnaHemMo gesakum Hacnigok 3 OCHOBHUX TEOPEM Teopil UMOBIPHOCTEWN |
dopmMynuM MNOBHOI MMOBIPHOCTI, WO Mae HasBy copmynn beneca (Teopemu
rinote3). € nosHa rpyna HecymicHux rinotes Hq, H,,...,H . IMOBipHOCTiI LMX

rinote3 € Takumu: P(Hq), P(H,), ..., P(H). Pa3om 3 6yab-aKkoto 3 rinotes moxe
ctatnca nogia A. YmosHi  nmosipHocti P(A|H.), i=1n sigomi. Hexaii

nogia A crtanacsa. 3HangemMo MMOBIPHICTb TOro, WO BOHa Bigbynacs pasom
3 rinotesoto H,, TO6TO 3HagemMo yMoBHY WMOBIpHiICTE P(H;|A) ans

B6yob-akoi 3 rinotes3. 3rigHo 3 Bupasom (2.14) i (2.15) moxHa 3anucatu
P(H;A)=P(H;)P(A|H;)=P(A)P(H;|A), 3Biagku

P(H; )P(A/H;)
P(A) '

P(Hi | A) =
abo 3 ypaxyBaHHaM (2.21)
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> P(H,)P(A/H,)

(2.22)

Bupas (2.22) HasuBalTb ¢opmyrnoo beteca, abo meopemoro 2inome3s
[3].

lMpuknad 2.6. lpwunag cknagaetbCAa 3 AOBOX BY3MiB, poboTa KOXHOMo
By3na 6e3ymMOBHO € HeoOxigHow anda pobotn npunagy B uinomy. HaginHicTe
(imoBipHiCcTb 6e3BigMOBHOI PO6OTM NPOTAroM Yacy t) nepLlioro Byssa AOpPIBHIOE
p1, opyroro — p2. MNMpwunag sunpoboByBaBCcs NPOTAroM Yacy t, B pesynbTrari 4oro
6yno BusiBNeHo, WO BiH BMMALWOB 3 nagy (BiAMOBMB). 3HAUTU UMOBIPHICTb TOrO,
LLIO BiOMOBMB TiNbKN NepLliunn By30S1, a APYrnn 3asnInBCA CrpaBHUM.

Po3e’si3aHHs.

o BunpobyBaHHA € MOXITMBUMUW YOTUPU TINOTE3MN:

Ho — obuaBa By3na cnpasHi;

H1 — nepLwiunn By3on BigMOBMB, a ApPYrun CNpaBHUN;

H> — nepLwiunn By3osn cnpaBHUi, a ApYyrumn BiZMOBUB;

Hs — obuaBa By3na BigMOBUIN.

IMoBipHOCTI rinoTes:

P(Ho) = PPy
P(H,) =1-p)p.;
P(H,)=p,1-p,);

P(Hs) = (1_ pl)(l_ pz)-

CnocTepiranacs nogis A — npvnag BigMoBuB, TOA;:
P(AlH,)=0; P(A[H,)=P(A[H,)=P(A|H,)=1.

3a dopmynoto bereca

P(H | A) — (1_ p1) P, _ (1_ pl) P,
' (1_ pl) pz + pl(l_ pl)+(1_ pl)(l_ pz) 1- pl pz
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3. NTOBTOPHI HE3AJEXHI BUTPOBYBAHHA
3.1. YacTKkoBa Teopema Npo NOBTOPEHHA BUNPOOyBaHb

[Min 4ac npakTUYHOro 3acToCyBaHHA Teopil WMMOBIPHOCTEM 4YacTo
AOBOAMTLCSA PO3B’sI3yBaTW 3aBAaHHSA, B SKMX ogHe i Te X BunpobyBaHHs abo
aHanoriyHi BunpobyBaHHSA MOBTOPKOTLCA HeoAHopa3oBo. B pesynbrari
KOXXHOrO 3 HMUX MOXe 3'aBnATuCsa abo He 3'aBnaTucsa geska nogis A, npuyomy €
BaXNMBMM HE pe3ynbTaT KOXHOro oKpemoro sBunpobyBaHHs, a 3arasfibHe 4Yncno
nosB nogii A B KiHUi cepil BunpobyeaHb. Hanpuknag, sSKkwo npoBoAnTLCS rpyna
NOCTPINIB MO OAHIN i TiK Xe Uuini, 9K npaBuno, npueepTae yBary He pesynbtaT
KOXHOro MocTpiny, a 3ararnbHa KinbkicTb BriydeHb. [1pu BUKOHAHHI nodibHuX
3aBaaHb MNOTPIGHO BMITU BU3HaA4YaTW MMOBIPHICTb Byab-AKOro 3agaHoro yucna
nosiB Moail B pesynbTaTi NpoBeAEHHS cepu BUNpobyBaHb. Taki 3aBOaHHA |
6yayTb PO3MNSAHYTI B LbOMY po3fini. X po3s’si3yloTb AOCUTL NMPOCTO TOAi, KOMK
BUNPOBYBaHHS € HE3aNEeXHUMN.

Kinbka BMNpobyBaHb Ha3MBalTb He3anexXHUMU, SKLWO MMOBIPHICTb TOro
YW iHWOro pesynbTaTy KOXHOro 3 HUX He 3anexuTb Big Toro, siki pesynbraTu
Manu iHWi BunpobyeBaHHA. Hanpuknag, Kinbka nocnigoBHUX KngaHb MOHETU
ABNAIOTbL COOOK HesanexHi BunpobyBaHHSA. Kinbka nocnigoBHUX BUMMaHb
KapTu 3 KONoau € HesaneXHuMMu BUNpobyBaHHAMW 3a YMOBM, WO BUMHATA
KapTa KOXeH pa3 NoBepTaeTbCA B KOMoAY i KapTU NepeMilyoTbCs; B iHLLOMY
BUNAOKy uUe — 3anexHi BunpobyBaHHsA. Kinlbka NOCTPiNiB € HesaneXxHumu
BUNPOOYBaAHHAMM TiflbkKM B pasi, AKWO MpuLintoBaHHSA NPOBOAUTLCA 3aHOBO
nepen KOXHUM MOCTPINIOM; Yy pasi, Konu npuuintoBaHHA NPoBOAUTLCA OAUH pa3
nepen BCiM CTpPinsHHAM abo 6e3nepepBHO 34IMCHIOETLCS B MPOLEC CTPiNbou
(cTpinbba 4eprow), nMOCTPINM ABNATbL CODOK  3anexHi BUNPOBYBaHHS.
He3anexHi BunpobyBaHHA MOXYTb MNPOBOAUTUCA B OAHaKOBMX abo pi3HUX
ymoBax. Y nepwoMy Bunagky WMOBIpHICTb nogil A Big BunpobyBaHHA [0
BUNPOOYBaHHA He 3MiHIETbCA. [Jo nepworo BUNagKy HaneXxuTb 4YacTKoBa
Teopema, a 4O ApYyroro — 3aranbHa Teopema Mnpo MOBTOPEHHS BUNpobyBaHb
[1]. NMoyHemMo 3 yacTkoBOl TeopemMu. [lepw 3a BCe PO3rNAHEMO KOHKPETHUN
npuknag.

lMpuknad 3.1. TNpoBoAUTLCA TPWU HE3aNeXHUX MOCTPINM MO MilleHi,
MMOBIPHICTb NonagaHHs B SKY Npu KOXHOMY nocTpini (nogis A) OopiBHIOE .
3HaNTM MMOBIPHICTb TOrO, WO NpWU UMX TPbOX NOCTpinax éyae oTpMmaHo piBHO
ABa Bry4YeHHs1 P, 5.

Po3seg’sizaHHs.
[Mo3Ha4yMmo MoAito «piBHO ABa BMYYEHHSI NPU TPbOX NOCTpinax», sk Bjj.

BBegemo nogait:
AL, Ay, A — BIy4Y4EeHHA MpuW MepLioMy, OPYroMmy i TpeTbOMy MOCTpinax
BiANOBIAHO;
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A, Ay, A3 — NpomMaxu npu nepLuomy, ApPYyroMmy i TpeTboMy MocCTpinax
BiANOBIAHO.
CknagHy nogito B, 3 BUpasumo Yyepes Ui noait:

Baz = AA Ag+ AP Ay + A Ag A . (3.1)

Yci Tpu nogii — cknagosi oopmynu (3.1) — aBnAOTE COOOKO MOBHY rpyny
HEeCyMiCHMX NoAin, BHACNiAOK YOro MMOBIPHICTb NOAIT MOXXHA BU3HAYUTU, AK

P(By3)=Py3=P(AAA3)+P(AA A )+P(AAgA). (3.2)

KoxHa cknagosa Bupasy (3.2) sBnde cobo WMMOBIPHICTb O00YTKY
He3anexHux nodim i 3rigHo 3 dopmynoo (2.18) popiBHOE O00YTKY
MMOBIpHOCTEN UMX nogin. Hanpuknag, Ana nepworo gogaHka Maemo:

P(AAp Ag)=P(A )P(Ay)P(Ag). (3.3)

OpgHak 3a ymOBOK 3ajadvi MMOBIPHOCTI noain A,-(izl?%) P(A)=p.
BionoBigHO MMOBIPHOCTI NPOTUNEXHUX NOoAin ﬂi(i :173) 3rigHO 3 popmyroto
(2.7) nopieHiotoTb P(Ai )=1— p. Tomy Bupa3s (3.3) MOXHa 3anucaTh Tak:

P(A A Ag) = p(1-p).

Taki XX 3Ha4YeHHs MUMOBIPHOCTEN BIANOBIAAOTb BCIM CKNagoBum oopMynu
(3.2), BHACnNigoK 4oro Lo hopmyny MoXHa 3anucaTtu y BUrnsagi

Py3 =3p*(1-p). (3.4)

TyT KoeqiuieHT «3» aABnse cobor ymcno goaaHkie y Bupasi (3.2), sike €
YMCNOM NOeAHaHb 3 TPbOX MO ABa C%.

TakMm YMHOM, MOXXHa HaBeCTU Take (POPMYNOBAHHA YaCTKOBOI TeOpeMU
NpPO NMOBTOPEHHSA BUMNPOOYBaHb: SKLLO NPOBOAUTLCA N HE3aneXxHux 4ocnigis, B
KOXXHOMY 3 SKMX nogist A 3'aBfsiETbCA 3 IMOBIPHICTIO P, TO UMOBIPHICTb TOrO, LLIO

noais A 3'9BUTbCS PIBHO M pas, BUpaxaeTbca popmMyIrior

I:)m,n - Crr]npm(l_ p)n—m. (3-5)
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Bupas (3.5) HasuBawTb opmyroww bepHynni, BiH ONUCYE, $K
pO3noainsaTbCA MMOBIPHOCTI MK MOXITUBUMU 3HAYEHHAMUN OEeSKOl BUNaaKOBOI
BENIMYNHU — Yyncna noss nogil A npu n BUNpPoOyBaHHSIX.

3.2. 3aranbHa TeopemMa nNpo NOBTOPEHHA BUNpPOoOyBaHb

YacTkoBa Teopema MpO MOBTOPEHHA BUMNPOOYBaHb CTOCYETLCS TOrO
BUNAaAKy, Konn MMOBIPHICTb noAil A B ycix gocnigax ogHa i Ta X. Ha npaktuui
4acTo [JOBOAUTbCA 3ycTpidatvca 3  Oinbll  CKMagHMM  BUNAAKOM, KOMU
BUNPOBYBaHHSA NMPOBOAATLCA B HEOLHAKOBUX yMOBaX, i MMOBIPHICTb noail Big
eKCNepuMEHTY 0O eKCrnepuMeHTY 3MIHIETbCA. Hanpuknag, SKWwo npoBoaUTLCA
pag NOCTpiniB B 3MIHHMX ymMoBax (MpW 3MiHHIA [anbHOCTI), TO MMOBIPHICTb
nonagaHH4A Big NOCTPINy 40 NOCTPINY MOXe NOMITHO 3MIHIOBaTUCA.

Cnoci6 ob4ncneHHs MMOBIPHOCTI 3agaHOro 4mcna nosiB noAil B Takmx
yMOBax HaBe4eHO B 3aranbHinl TeopeMi Npo NOBTOPEHHSA BUNpobyBaHb.

Hexan npoBoguUTbCA N He3anexHux BUNpobyBaHb, B KOXHOMY 3 SIKMX
MOXe 3'aBuTuca abo He 3'aBUTUCA Aesika noaia A, Nnpu4oMy MMOBIPHICTbL NOABK
nodii A B i-My BunpobyBaHi [OOpPIBHIOE p,, a WMOBIpPHICTb HenosisBu —
o, =1-p;,i=1...,n. MNoTpibHO 3HANTV NMOBIPHICTb P, TOro, Lo B pe3ynbTaTi n

BUNpobyBaHb Nogis A 3'9BUTbCA PiBHO M pas.

[Mo3Ha4nmo, gK i paHiwe, Yepesd B_ nofgito, gka nongdrae B TOMy, WO noaid
A 3'aButbCca m pas y n BunpobyeBaHHsX. HaBegemo B sk cymy gobyTkiB
enemMeHTapHuX noain:

B.=AA..AA .A+. . +AAA.A A+. +AA.A A A,

NpU4OMY B KOXXEH 3 4o0yTKiB nogia A BxoauTb m pasis, nogia A — n—m pasis.
Uucno Takux kombiHauin, sk i paHiwe, 6yge C", ane cami kKombiHauil Mix

n 1
coboto 6yayTb BXXe HEPIBHOMMOBIpPHI.
3acTocoByloUM Teopemy OoJaBaHHA | TeopeMy MHOXEHHs ans
He3aneXxHux noain, oTPMMYyeMO:

I:)m,n = pl p2 pmqm+1"'qn tot plqz p3"'qn71 pn +..+ qqu"'qnfmqnfmﬂ"' pn’

TO6TO LyKaHa MMOBIPHICTb AOPIBHIOE CYMi BCiX MOXNUBUX OO0OYTKIB, B SKUX
OykBM P 3 Pi3HUMUK iHOEKCaMM BXOAATb M pas, a 6ykBu ( 3 Pi3HMMU iHOEKCAMMU
— n—m pas.

[na Toro, wob 4YncTo MexaHiYHO ckragaTty BCi MOXNMBI A0OyTKM 3 m
OBykB p i n—m OykB ( 3 Ppi3HUMWU iHOEKCaMK, 3aCTOCYEMO (OOpPManbHUN
npunom. Cknagemo JobyTok GiHoMIB
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@, (2) = (0, + p,z)(0, + P,2)..0, + P,Z
abo kopoTwe
2.2 =] (@ +p2), (3.6)
i=1

Ae Z — OOBiNbHUI napameTp.

3agamoca MeTo 3HanUTWU B LbOMY O00YyTKY BiHOMIB KOeiuieHT npu z".
[na uboro NepemMHOXMMO BIHOMW | BUKOHAEMO NPUBEOEHHS NOAIOHUX YneHiB.
OueBMOHO, KOXEH u4reH, Wwo MicTuTb Z", Byae matm B SKOCTI KoedilieHTa
AobyTok m BykB p 3 AKMMUCH iHAeKcamu i n—m B6ykB (, a nicna npuBeLeHHs

NoAibHNX YneHiB KoediuieHT npn z" Byae ABNATU CODOK CyMy BCiX MOXITMBUX
AobyTkiB Takoro Tmny. Omke, cnocib cknagaHHsa Uboro koedilieHTa MOBHICTHO
30iraetbca  3i cnocobom obuuncrieHHsa WMoBipHOCTI P B 3agadi npo

m.n
NOBTOPEHHA BUNPOOyBaHb.

CkopuctaBwnce Bupasom (3.6), MOXHa ccopmyrnoBaTu Teopemy Mnpo
NOBTOPEHHS BMNPOBYBaHb: IMOBIPHICTb TOro, WO nodis A B N He3anexHux
BUNPOOYBaHHAX 3'ABUTbLCA PIBHO M pas, OOPIBHIOE KoediuieHTy npu z" y
Bupasi (3.6), oe p, — WMOBIpHICTb nosiBu nogii A B i-My BUNpobyBaHHi,

q; =1- P; -

HaBeneHe Buwe ¢opmyrtoBaHHSA 3aranbHOI TEOpPEMU MPO MOBTOPEHHS
BUNpobyBaHb Ha BiAMIHY Bi 4acTKOBOI TeOpemMu He [O3BOMSIE opepXaTu
SIBHOrO BMpasy [Ons BMU3HayeHHA WMoBipHoCTi P . Takunh Bupas Hanucatu

m,n "
MOXHa, arne BiH € 3aHaaTo cknagHwuMm, He Byaemo noro Hasogutu. OgHak, He
BOAKOYMCb [0 TaKoro $SBHOrO BMpasdy, BCe X MOXHa 3anucaTtu 3aranbHy
TeopeMy Npo NOBTOPEHHA BUNpoOyBaHb y BUrMSAi ogHiel opmynu [1]:

f[(qi + pi2)=ipm,nzm. (3.7)

lNliBa i npaBa 4yactMHWM piBHOCTI (3.7) sBNAOTL COBOK OOHY N Ty X
dyHkuito (3.6), TiNbKKM 3niBa BOHa HanucaHa y BUMMA4i ogHO4YNeHa, a npaBopyu
— y Burngagi 6aratoudneHa. Po3kpvBaioum OYXKW Y NiBIM YaCTUHI i BUKOHYOUU
npuBeLEHHA NOAIOHNX YNEeHIB, OTPMMAEMO NMOBIPHOCTI

P

o,n?

P, P

1,n? n,n

AK KoediuieHTn BiANOBIAHO NPU HYNbOBIW, NEpLUin Ta IHWNX CTENEHAX Z.
OueBnaHO, WO YacTKoBa TeopeMa Npo NOBTOPEHHA Jocnigis BUNNMBae i3
3arasnbHol npu
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P =P, == P, = P;
¢,=0,=..=0,=0.

Y Takomy Bunagky supas (3.6) nepeTBOPETLCA B N-y CTeniHb GiHOMa
9+ p2):

¢.(2)=(q+ pz)".
PosakpuBatoum uen Bupas 3a oopmyroto 6iHoma, Mmaemo

n

(q+pz)"=> Crp"g""z",

m=0

3BigKkun ogepxxyemo copmyny (3.5).
3BepHEeMO yBary Ha Te, WO SK B 3arafibHOMY, TaK i B YaCTKOBOMY BUNaaKy
cyMa BCiX IMOBIpHOCTEIN OOPIBHIOE OONHUL:

iﬂmﬂ“ (3.8)
m=0

Lle BunnuBae Hacamnepep 3 Toro, wo noaii B,,B,,...,B, yTBopiooTb NOBHY

rpyny HecymicHux nogin. ®opmanbHO [0 piBHOCTI (3.8) MOXHa npuxoauTw,
BBa)Xkaroum B 3ararnbHin gpopmyni (3.7) z=1.
Y BGaraTbox BuMnagkax npakTukK, KpiM iMoBipHOCTI P, | piBHO m nosB noaii

A [oBOANTLCA PO3rnsgaT MMOBIPHICTL | HE MeHLWe m nodB noaii A.
[Mo3Ha4ynmo yepes C, noaito, Aka nonarae B Tomy, Wo nogid A 3'aBUTbCA

He MeHLl m pasiB, a UMOBIPHICTb NoAil C, no3Ha4ynmo R . OueBunaHo,

C,=B,+B,,+..+B,,

m+1

3BiKN 3a TEOPEMOIO A04aBaHHS

Ron=Pont Py, t..+P

m+1,n n,n

abo kopoTwe
Ron=2_Fn (3.9)

27



[pn obuncneHHi R =~ 4acTo OyBae 3pydHille He KOopUCTyBaTuUCH

6e3nocepeaHbo dopmyno (3.9), a nepexoguTn A0 NPOTUIEXHOT nogil i
obuuncnioBaT UMOBIPHICTE R 3a hopmynoto

3
[LEN

R, =1-YP.. (3.10)

Il
o

[Mpuknad 3.2. BUKOHYETLCA YOTUPU He3anexHUX NoCcTpifnn No OOHIN i Tin
Xe uini 3 pisHUX BigcTaHew; MMOBIPHOCTI nonagaHHA npu UMX MOCTpinax

gignosigho P, =01, p,=0,2; p,=0,3; p,=0,4. 3HanTn AMOBIpHOCTI
npomaxy, O4HOro, ABOX, TPbOX i YOTMPLOX NoNaaaHb!

I:)0,4; I:)1,4; P2,4; P3,4; I:>4,4'

Po3sg’s3zaHHs.
Cknagaemo hyHKUit0 Ha ocHOBI B1pasy (3.6):

0,(2) :]i[(qi +p.z)=(0,9+0,12)(0,8+0,22)(0,7 + 0,32)(0,6 + 0,42) =

i=1

=0,302+ 0,44z +0,215z° +0,04z° + 0,002z,

3BiaKu
P,.=0,302, P, =0,44; P,, =0,215 P,, =0,04; P,, =0,002.
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4. BUNMAOKOBI BEJIUYNHUA

BunagkoBa BennymMHa — Ue BeNUYMHA, Sika B pes3ynbTaTti gOocnigy Moxe
npunHATM Te abo iHWwe 3asganerigb HeBigoMe 3HadeHHs. [lpuknagamu
BUNAAKOBUX BENUYMH MOXYTb OYTN:

- KINBbKICTb BIlydeHb Npu TPbOX NOCTpinax;

- YACNO OYOK NPW KNMOaHHI rpanbHOl KiCTKWY;

- OiameTp Bana.

Bunagkosa BenunymHa mMoxe OyTM OMCKPETHOW | BeanepepBHOK. AKLWLO
MOXXHa 3a3ganerigb ykasaTu MOXIUBI 3HAYEHHS1 BUNAAKOBOI BENIMYNHU, TO Taka
BUNagkoBa BenuyMHa Ha3MBaETbCA OAUCKPETHOK. AKLO 3a3ganerigb He MOXHa
BKa3aT MOXIUBI 3HAYEHHSA BUNAAKOBOI BEMIMYUHM, a NULLIE iHTepBars, B AKOMY
BOHA MOXe peanidyBatuca npu gocnigi, Taka BunNagkoBa BenvynHa
Ha3nBaeTbCA 6e3nepepBHOLO.

[Mpyknagom OUCKPETHUX BUNAAKOBUX BENUYMH MOXYTb ByTu:

- KINBbKICTb BJlydeHb Npu M'aTu nocTpinax;

- YACNO OYOK NPW KNMOaHHI rpanbHOl KiCTKW.

[Mpuknagom 6e3nepepBHUX BUNALKOBUX BENMNYNH MOXYTb OYTU:

- LWUBMAKICTb BenocuneanucTa Ha 3agaHin ginadui Tpacu;

- yac 6e3BiaMOBHOI poboTK Npunagy.

[ns no3Ha4yeHHs1 BUNagKoBUX BENUYNH BygeMO BUKOPUCTOBYBATU BESUKI
naTuHCbKI niTepun, HanyacTiwe X, Y abo Z. KoHKpeTHi peanisauil BunagkoBux
BeNuMyMH Bygemo nosHavatu BigNOBIHUMM ManuMu niTepamun, Hanpuknag, X,

Y, Z.

4.1. 3aKoHM po3noAiny BUNagKkoBuUX BefIMYnNH

AKWo BMNagKoBi Moail XapakTepusyrTbCs TifIbKM MMOBIPHICTIO, TO Ans
MOBHOI XapaKTEePUCTUKN BUMNAAKOBUX BENUWYMH BBOAATb MNOHATTS 3aKOHIB
po3noginy. Po3rngHemMo HanbinbLL NOLWNPEHi 3 HUX.

4.1.1. P50 po3nodiny

Pan posnoginy xapakrepusye TinbKn ONCKPETHI BUNALKOBI BENUYMHMN.

Pagoom pos3nofisly BCTAHOBIETLCA  3B'AA30K MK pearnisauisimu
AVUCKPETHUX BUMNAOKOBUX BEMTUYMH Ta 1X IMOBIPHOCTAMM.

AKWoOo BigOMI BCi MOXMUBI 3HAYEHHSA X, X,,..., X, SKOI-HEOYyaAb OMCKPETHOT
BUNagkoBoi BenuyuMHu X | MMOBIPHOCTI MNOSIBM UMX 3HaA4YeHb BiAnoBigHO
AOPIBHIOKOTE Py, P,,..., P,, TO L0 BIAMNOBIOHICTL 3a3Bu4an nojarTb y BUrNAgi

Tabnuui (tabn. 4.1) i HasnBaTbL PAAOM PO3NOAInNy.

29



Tabnuusa 4.1
Pag posnoginy

X X1 X5 X
Pi P1 P2 Pn

Pag po3noainy noBHICTIO XapakTepusye OUCKPETHY BUMNALKOBY BEMUYUNHY.
Akwo BuMnagkoBa BenuUMHa 3agaHa psiaoM pPo3noAiny, TO HiKOT 4oaaTKoBOl
iHdbopmaLii He noTpibHo. HaBegemo npuknag.

lpuknad 4.1. INpu KnaaHHI rpanbHOI KICTKM MMOBIPHICTb BUNagaHHA byab-
sIKOI rpaHi gopiBHioe 1/6. Bci Mmoxnuei 3HavyeHHs Bigomi. OTXe, MOXHa 3agaTu
psa posnoginy (tabn. 4.2).

Tabnuusa 4.2
IMOBIpHICTb BUNagaHHA rpaHi rpanbHOI KICTKK
Xi 1 2 3 4 5 6
P; 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

OcCKinNnbKM  MOXNUBI  3HAYEHHA OUCKPETHOI BUNAOAKOBOI  BENUYUHMU
CTaHOBIMATb MOBHY rpyny HECYMICHMX MNOAiN, TO Ha OCHOBI PIiBHSAHHA (2.5)
OTPUMYEMO BaXIWBY BIIACTUBICTb pPAgY PO3MNoAiny: cyma BCiX IMOBIPHOCTEN
pagy po3noainy OOPIiBHIOE OANHWL:

2P =1. (4.1)

4.1.2. dyHKuisi po3noodiny

Pag poanoginy 6esnepepBHOI BUNAAKoBOI BenuuuHM nobyayeBaTn He
MOXHa. OpfHak icHye ©Oinbll YyHiBEepcanbHa XxapakTepucTvka BUNagKOBOI
BENMYNHU, WO O03BOMSIE onNncaTh 9K AUCKPETHI, Tak i 6e3anepepBHi BMNAOKOBI
BenuunHn. Lle ¢byHkuyisi po3nodiny abo iHmezpanbHUli 3aKOH po3noodiny
gurnadkoeoi eeslu4uHU X — F(X) — IMOBIPHICTb TOro, LLO BMNaakoBa BenndnHa X
He nepesepLuye 3Ha4YeHHs X [1]:

F(x)=P(X <Xx). (4.2)

[ns OuckpeTHol BUNaakoBOT BENUMYMHM Bupas (4.2) moxe B6yTn 3anmcaHo
B TakOMy BUrNS;:
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F(x)= Y P(X), (4.3)

Xj <X

ae P(X; )= p; — UMOBIPHICTb NOSABM BUMAAKOBOI BEMUYUHU X; .

lMpuknad 4.2. Tlobyayemo dyHKUiO po3noginy nns  AUCKPETHOI
BUNAAKOBOI BenWUuHM 3 npuknagy 4.1. [Ons uboro cKopucTtaemocsl AaHuMun
Tabn. 4.2 ta dgopmynoto (4.3). OCKiNbKM OYKM, WO BUNAQaKTb MPU KUOAHHI
rpanbHOl KICTKM — 4ucra AodartHi, 3MiHHY X 6yaemMo 3MmiHoBaTM Big Hynd
BripaBo (puc. 4.1). MNpn 0<x<1 3Ha4YeHHA p; AOOPIBHIOE Hyro, OO nisiwe

undgpn 1 MOXNIMBI 3HAYEHHA BMMNAOKOBOI BeNUYUHM BigCyTHi. OTxe, npu
0<x<l F(x)=0.MNpn 1<x<2 3HayeHHs p; =1/6, 6o nisiwe undpn 2 icHye
OQHE MOXNUBE 3HAYEeHHSA BMMNAOKOBOIT BENIMYUHM X =1, IMOBIpPHICTb MNOSABU SIKOrO
popisHoe 1/6 (Tabn. 2.1). Otxe, npu 1<x<2 F(x)=1/6.

F(X) 1 —
5/6 P
4/6 G
3/6 —
2/8 P
1/6f—(—
——
0 1 2 3 4 5 6 7 X

Puc. 4.1. ®yHKuUiga po3noginy ansg oUCKPeTHOI BUNagKoBOI BENTUYNHM
3 npuknagy 4.1

Mpn 2<x<3 niBiwe unmdpn 3 ICHYWTb ABa MOXINBUX 3HAYEHHH
BUNaAKOBOI BEMUYMHU X =1 i X =2, IMOBIPHICTb NOSAABN KOXXHOTO 3 SIKUX JOPIBHIOE
1/6 (tabn. 4.1). CkopucTtaBwmcb opmynoto (4.3), oTpuMaemo, Wo npu x<3,
F(x)=2/6. NpoaoBxuBLIM NepeMilwat 3MiHHY X BNpaBoO, 04epXuUMo rpadik,
306paxxkeHnn Ha puc. 4.1. Llinkom o4eBUAHO, WO Npu X>6 dyHKUIA po3noginy
He 3MIHI0ETBbCS N AopiBHIOE oanHuui: F(x)=1.

Hocsig nobygoBu yHKUIT po3noginy gonomoxe cdopmynoBaTtu
BrnacTuBocCTi PyHKLii po3noainy:
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1. ®yHKUIA po3noAiny € HecnagHow YHKUiE, TOOTO AKWO X, > X, TO
F(X) 2 F(x);

2. F(—0)=0;
3. F(+0) =1.

Lli BnacTmuBoCTi BM3Ha4aloTbCcA BMpa3oMm (4.3) 3 ypaxyBaHHSAM TOro, Lo
MMOBIPHICTb NEXUTb Y MeXax Bif Hyns 40 O4AVHWLI.

4.2. VIMOBipHiCTb nonagaHHA BUNaaKoBOI BEeNMMYUHMU
B 3ag4aHuUM iHTepBan

Yacto pgoBoaMTbCA po3B’dA3yBaTM  3adady BU3HAYEHHA WMOBIPHOCTI
noTpansisiHHS BUNaAKoBOI BENMYMHM B 3agaHuKn iHTepBan. PoarnsaHemo uo
npobnemy getanbHiwe. NoTpibHO BU3HAYUTUN MMOBIPHICTb

P(a< X <p).

PosrnaHemo Taki nogii (puc. 4.2):

A, akwo X < B 1a P(A)=P(X<pB)=F(B);
B,skwo X <a 1a P(B)=P(X <a)=F(a);
C,akwo a< X< f 1aP(C)=P(a<X<p).

.

Puc. 4.2. MNogii A, B, C

3posymino, wo A=B+C. Ockinbkn nogii B i C € HecyMiCHUMK, TO Ha
OCHOBI BMpasy (2.3) moxHa 3anucatn P(A)=P(B)+P(C) abo

P(X <B)=P(X <a)+P(a<X <B)),

3BigKn

P(a<X<B)=P(X <B)-P(X <a)=F(B)-F(a). (4.4)

OTxe, WMOBIpPHICTb MOTpanSIgHHA BWNALKOBOI BENUWYUHM Ha 3ajaHy

AINAHKY OOPIBHIOE NPUPOCTY (PYHKLUIT po3noainy Ha Wi inaHui.
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[Npuknad 4.3. BuUsHa4yMmMo MMOBIPHICTb nonagaHHs BMMNAgKOBOIT BEMNYNHN
3 npuknagy 4.1 B iHTepsan (2,5; 4,7).

Po3e’sa3aHHs.
3rigHo 3 dopmynoto (4.4) P(25<X <4,7)=F(4,7)-F(2,5).
Bukopuctaswm  cdopmyny (4.4) i pgani  Tabn. 4.2, oTpMMmaemMo

F(4,7)=4/6;F(25)=2/6. 3HangemMo npupicT yHKLiT po3noginy B 3agaHoOMy
iHTepBani:

P(2,5<X <4,7)=F(4,7)-F(2,5)=4/6-2/6=1/3.

3agayvy po3B’sa3aHo.

PoarnaHemo npuknag, konn X — 6esnepepBHa BMNagKoBa BENUYNHA.

lMpuknad 4.4. Hexan yHKUilO po3noginy BMNAAKoBOI BeNUYUHUM X
3agaHo y Burngagi

0,x<0;
F(x)=<ax,0<x<2;
1 x> 2.

HeoOxigHO 3HamMTM WMOBIPHICTL MOMadaHHs BWUNAAKOBOI BENMUYMHM X B
iHTepsan (0,5; 1,5) — P(0,5<x<15).

Po38’s13aHHs.

CnoyaTKy 3HamMgemo HeBIOOMY KOHCTaHTYy a, A4S 4YOro CKOpUCTaeMOoCs
TPETbOIO BMacTMBICTIO PYHKLUIiT po3noainy F(+o0)=1. [na po3rnaHyTol yHKLil
po3noainly +oo «Hactynae» B Toudui X=2, OCKINbKM B LiN Touui (OYyHKLiS
po3noainy AOpPIBHIOE OaMHULI | Aarni He 3MIHIOETLCS:

F(X)x-2=1=2a,

3Bigkm a=05.
TakMm  4uHOM, dOYHKUiS po3noginy BMMagKOBOI  BEMYUHKM X
KOHKPEeTU3YETbCS:

0,x<0;
F(x)=<0,5%x,0<x<2;
1 x> 2.
Tenep 3HangemMo LWyKaHy UMOBIPHICTb

P(0,5<x<15)=F(15)-F(05)=0,75-025=05.

3agadvy po3B’a3aHo.
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4.3. WinbHicTb po3noainy

Akwo B3ATK NoXigHy Big, oyHKUiT po3noginy ©esnepepBHOT BMMNAOKoBOI
BeENUYMHM F(X), TO OTPUMAEMO AyXe BaXMBY XapaKTepUCTUKY BUNaLKOBOI
BENTMYNHU — LLINbHICTb pO3noainy BMnagkoBol BeNnUYMHU X , aKy No3Ha4valTb SK

F(X):
f(X)=F'(x) a6o f(x):‘;_';. (4.5)

3 bopmynu (4.5) ogepxyemo
dF = f(x)dx. (4.6)

Llen nobyTOK Ha3nBaeTbLCA erleMeHTOM IMOBIPHOCTI i JO3BONSIE BUPA3UTU
JoYHKLIIO po3noainy Yyepes WifibHICTb po3noginy:

F(x)= Tf(x)dx. (4.7)

—0o0

IMOBIPHICTb NoMagaHHA BUNAOKOBOI BENWYMHM B 3adaHUW iHTepBar
MOXXHa BUPa3snTK Yepes LWiNbHICTb po3noainy:

B a B
P(a<x<B)=F(B)-F(a)= jf(x)dx—jf(x)dx:jf(x)dx. (4.8)

—0o0

LLlinbHICTE po3noginy Mae pfeski BMAacTUMBOCTI, $Ki BMNMBaAKOTb 3
BlaCTMBOCTEN OYHKLIT po3noainy:

1. WinbHicTb po3noginy — ue Hesig'emHa @yHkuia: f(x)>0. L4
BTAaCTMBICTb BUNMMBAE 3 NepLUOl BI1aCcTUBOCTI PYHKLIT po3noainy.

2. |HTerpan Big LWINbHOCTI pO3MnoAifly B HECKIHYEHHUX MeXaX OOPIBHIOE

o0
OANHULL: jf(x)dx:l. Lia BnactusicTb BuUNnMBae 3 TPeTbOl BJIACTUBOCTI
—00
doyHKUIT po3noainy [5].
3ayBaXXnMMo, WO LWiNbHICTL pPO3MNoAifly € 3akoHOM po3nofiny TinbKu
GeanepepBHMX BUNAOKOBUX BEMWUYMH i SBNSie coboko aHanor psgy posnoginy
ANCKPETHUX BUNALKOBUX BENUYNH.
lNpuknad 4.5. CkopuctaBwuCb MOXIQHOK Big QYHKUIT po3noainy,
OTPMMAaEMO LUINbHICTbL PO3MoAiny BUNaakoBOl BENUYMHN i3 npuknaay 4.4:
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0,x<0;
f(x)=40,5; 0<x<2
0,x>2.

3HangemMo WMMOBIPHICTb MOTpannsiHHA BUMNAgKOBOI BenuUYMHM X B
iHTepsan (0,5; 1,5) — P(05<x<15) 3 40ONOMOro LUifIbHOCTI po3noainy:

P(0,5<x<15)= I f(x)dx=] 0,50x=0,5x [:5=0,5-1,5-0,5-0,5=0,5.
0,5 0,5

OTmxe, oTpymanu TOW Xe pesynbTaT, WO i B npuknagi 4.4, ane 3
A0MOMOrOH0 LWLiNbLHOCTI po3noginy.

4.4. TicTorpama i ctatTuctuyHa pyHKUis po3noainy

Byob-aknin cTaTMCTUYHUI MaTepian aBnde cobol CYKYNHICTb peanisauin
BUNAAKOBOI  BenuyuMHW. Hanpuknag, SKWOo Ha TOKapHOMY  BepcTari
BUrOTOBIATb AeTanb UMAiHAPWUYHOI (oOpMK 3 HOMIHAMNBHUM (PO3paxyHKOBUM)
diametpom d, TO uen AiameTp rotoBoi pgetani 6yge BigpisHATUCA BIA
HOMIHANMbHOrO 3Ha4YeHHs | B 3arasibHOMYy BUMNagKy Yy BCIX BUIOTOBIEHUX
aetanen BiH 6yge pisHMM. Hexan BurotoBneHo N pgetanen, BUMIPSHO X
Aiametpu i oTpumaHo N 3HayeHb giameTpiB. Lli 3HadyeHHa sBNsOTbL CobOHO
CTaTUCTUYHUIK MaTepian, SKMU NMPUNHATO Ha3nBaTWU MPOCMOK cmMamucmu4YHO
CYKyrnHicmr. AKWO CTaTUCTUYHUIA MaTepian sKMM-Hebyab YMHOM paHXyBaTu
(Hanpuknag, 3a 3pocTaHHaM abo cnafjaHHAM), TO OTPUMAEMO BMOPSAOKOBaHY
CTaTUCTUYHY CYKYIHICTb.

Onsa nobygoBu rictorpaMm i CTAaTUCTMYMHMX  QOYHKUIA  po3noAiny
CTaTUCTUYHOIO MaTtepiany BUKOPUCTOBYIOTL YNOPSAKOBaHY 3a 3POCTaHHAM
CTaTUCTUYHY CYKYMHIiCTb. [icTorpama i crtaTucTMdHa QYHKUIS po3noginy €
aHanoramu wWinbHoOCTI (psgy) pos3noadiny i dyHKUil po3noginy BunagKoBUX
BESIMYUNH AN CTaTUCTUYHOIO MaTepiany.

Ficmoepama po3nodiny. lctorpamy po3noainy 6yaytoTb TakuMm YNHOM:

1. YnopsakoBaHy CTaTUCTUYHY CYKYMHICTb, A€ X; — HAaUMeHLle 3HaYeHHs,

a Xy — Hanbinblwe, po3dbutTn Ha k OAHAKOBMX iHTepBanis, SKi Ha3MBalOTbCS
pospagamm (puc. 4.3). KinbkicTb po3psaaiB BU3HaYalOTb 3a NpaBuUiiom

<Jﬁ>,|\| <900:

k =
30.N > 900. (4.9)

2. 3HaNTK BENNYNHY po3psaay 3a OPMYIoH
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A="N"T o1k, (4.10)

Pi

0o 1 2 A K X
Puc. 4.3. T'ictorpama posanoginy

- . . v . * . e
3. 3HanTu yncno peanisauin, aki noTpanunu Ha KoxeH po3pan N; i =1k.
4. 3HaNTM CTaTUCTUYHI MMOBIPHOCTI NonagaHHs BUMNAgKOBUX peanisauiin

*
Ha KOXeH po3psg p? :W',izl,k, ae <*> O3Ha4vyae BUAINEHHA LiNnol YacTUHU
A00aTHOro 3HAYEHHS.

5. MNobyayeatn rictorpamy po3noginly CTaTUCTUYHOro martepiany, sk ue
nokasaHo Ha puc. 4.3.

Cmamucmud4Ha hyHkuisi po3nodiny. NobygoBa CTaTUCTUYHOI PYHKUIT
po3noainy aHanoriyHa nodynoBi yHKUIT po3nogifly AUCKPETHOI BUNALKOBOI
BENMMYMHN, OCKINbKM YNopsiAkoBaHa CTaTUCTUYHA CYKYMHICTb 3a CBOEID
peanizauieto € guckpeTHow. lNocnigoBHicTb NO6yaoBU Taka X, 9K Yy NpuKnagi

4.2, ane popmyna (4.3) TPOX1 NEPETBOPHETLCS:

F(x)= > P(x), (4.11)

Xj <X
1. _— )
ae P(x; )_ﬁ — WMOBIPHICTb NosiBU peanisadii BUNagkoBol BenuYnHu X;. lNpwu

Benukomy o6csa3i CTaTUCTUYHOrO Martepiany pauioHanbHO BWKOPUCTOBYBATU
rictorpamy posnoginy (puc. 4.4).
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W 1 2 4; A £
a
& .
F (x) -
1 *
E ¥k ¥k ZP{
P tpyt o3 Y, =1
E E S
n tps
S
m
0
1 2 3 K
(x1) (%20)
6

Puc. 4.4. Tictorpama poanoginy (a) i pyHkuis posnoainy (6) ans
CTaTUCTMYHOrO Matepiany

Y ubomy Bunagky cdopmyny (4.11) 6yoe nepeTBOPEHO y Taku BUMMAA:

F'(x)=>p,

X <X

ne X_I c 4 i =1Kk.
TexHiky nobynosu nobpe BMAHO Ha puc. 4.4.
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5. UNCnoBl XAPAKTEPUCTUKU BUNAOKOBUX BEJIUYUNH

3aKoHu po3noAiny  BMMNAOKOBUMX  BEfWMMWMH €  MNOBHUMMM X
xapaktepuctmkamu. OfHak Ona BWKOHaHHA MNPUKNagHMX 3aBhaHb MOBHI
XapaKTepuUCTUKM NOTPIOHI He 3aBxawu. |Hodi gocTtaTHbO 3HATU  YacTKOBI
XapaKTepuUCTUKN. AK YaCTKOBI BUKOPUCTOBYIOTb YNCINOBI XapaKTepPUCTUKN.

5.1. MaTemMaTuyHe cnoAiBaHHA

OfHielo 3 HaMBaXnMBILLMX YUCIIOBUX  XapakKTEpPUCTUK  BUNALAKOBOT
BENIMYNHM € MaTeMaTU4He crnodiBaHHSA BUNagkoBOl BenuynHu abo 1l cepegHe
3HaveHHA. Moro nosHavaoTb (ona BunagkoBol BenuumHn X)) ak M[ X] abo

m,, @ MPX HanUcaHHi BUKOPUCTOBYIOTb abpeBsiaTypy «M. C.».

MaTemMaTuyHMM  CnodiBaHHSAM  OUCKPETHOI  BUMAAKOBOI  BEMYUHMU
Ha3nMBaEeTbCA cyMa A00YTKIB YCiX MOXIMBUX 3HAYE€Hb BUNAZAKOBOI BENMMYMHU Ha
MMOBIPHOCTI UUX 3HAY€EHb:

MIXT=>xp;. (5.1)
i=1

MaTemaTtuyHe cnogiBaHHA  6e3nepepBHOl  BUMNAAKOBOI  BENTUYUHMU
BM3HaAYaloTb Yepes LWUiMbHICTbL po3noainy:

M[X]= Ofxf(x)dx. (5.2)

MaTemaTtuyHe cnogiBaHHA CTaTUCTUYHOrO MaTepiany OUuiHITL 3a
doopmyrnoo

N
* X;
MT[Xx1=> T, (5.3)
=N
Ae X; — eneMeHTM CTaTUCTMYHOro Martepiany — peanisauil Bunagkosol

BenuunHn X; N — obecar ctatucTtudHoro martepiany [9].
MaTemaTtuyHe cnogiBaHHA Ma€e PO3MipHICTb BUNaAKoOBOI BENTUYUHN.
lpuknad 5.1. BukoHaHo gocnig, B pesynbTaTi sKkoro Moxe 3'aButuca abo
He 3’aBUTUCA nogiss A, UMOBIPHICTb AKOI JOpPiBHIOE P . Po3rnsaHyTo BMNagKoBY

BenuinHy X — 4ucno npossiB nodil A. BusHauitn 1i matematuydHe
CrodiBaHHS.
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Po3e’sizaHHs.
Pag posnoginy senuyuHn X HasegeHo B Tabnuui 5.1, npe gq=1-p-
MMOBIPHICTb HEBUABMNEHHS noail A.

Tabnuuya 5.1
Pag posnoginy
X; 0 1
P, q p

3a popmynoto (5.1) 3HaxogMMo MaTeMaTUYHE CroAIBaHHSA BESTMYNHN X :

M[X]=0-g+1-p=p.

5.2. Moga. KBaHTunb

Mopga — ue HamiMOBIpHiWLe 3HaYeHHs BMNAOKOBOI BenUYuMHKW. [nsa
OUCKPETHUX BUMAOKOBUX BEMNYMH — L€ 3HAYEHHS, WMOBIPHICTb $KOro €
MakcumanboHot. [nsa 6e3nepepBHUX BEMWYUH — LE 3HAYEHHs, B SAKOMY
LWiNbHICTL IMOBIpPHOCTI € MakcumanbHow (puc. 5.1). Ha puc. 5.1 mopgoto €
3HayeHHa X= X;,. Moga mae po3MipHICTb BMNAOKOBOI BENUYUHU. HAKLLIO

WINbHICTE  po3MoAisly Mae Kifibka MakCUMyMiB, po3noginl  HasuBalTb
nonimoganbHUM (4Ns ABOX MakCUMyMiB — BimoganbHUM).

f
(X) £( %, ) = max
—
Xm X
Puc. 5.1 Mopa

Keanmunb. llle ogHa xapakTepucTuka, Wo Mae po3MipHICTb BMMNaaKoBOI
BENMYMHU X, — @ -KBaAHTU/Ib — 3HAYEHHA BUMNAAKOBOI BENUYMHK, sKe

BianoBigae po3B’s3Ky piBHAHHA F(x)=a (puc. 5.2).
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F(x)

05|

,Ue Xa

Puc. 5.2. KBaHTunb

Ha puc. 5.2 nokasaHo rpadiyHe BM3HAYEHHSI 3HaYeHHa X, Mpu

3agaHoMy « . 3HaYeHHs X, Wo Bignoeifgae « = 0,5, Ha3MBaeTbCA MediaHoko |
No3HavyaeTbCa i, . Bnactmictb MegiaHn 1aka, wo P(X < )=P(X > ).

5.3. MomeHTHN posnoainy
5.3.1. [Nlo4aTKOBUA MOMEHT S-ro NOpsAAKY

NoyaTKOBMM MOMEHTOM S-ro NOpsiAKy «g BMUNAAKOBOI BeNUYUHW X
Ha3MBalTb MaTeMaTU4yHe CnofiBaHHSA L€l BUNAOKOBOI BEMUYUHU B CTEMEHi S

[9]:
as=M[X°].
[na ouckpeTHOI BUNaakoBOl BENTMYNHM Lie cyma BUay
n
as= M[X°]=a,[X]=Xx’p; . (5.4)
i=1
[ns 6e3nepepBHOT BUNaaKoBOT BEMNYNHU
as= [ x° f(x)dx. (5.5)
[MoyaTKkOBi MOMEHTM [ONs CTaTUCTUYHOrO MaTepiany OUIHIOTb 3a

doopmyrnoto
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ag =M [X3]=3 2 (5.6)

Akwo B piBHAHHAX (5.4) — (5.6) npunHATKM S=1, cTaHe 3pOo3ymino, Lo
MaremMaTuyHe CcrnogiBaHHaA — uUe nepwuri novYaTtkoBUM MOMEHT BMMNAOKOBOI
BennynHu X.

[ns po3B’sa3aHHA nNpuKnagHuX 3agad BUKOPUCTOBYKOTb TiSTbKWM NEPLUUNA |
APYrnn NOYaTKOBI MOMEHTMU.

5.3.2. LleHTpanbHUA MOMEHT S-ro NOpSAAKY

BeBegemo noHATTS yeHmMpoeaHoi BUNaaKoBOI BENMUYNHU SIK BiOXUNEHHS
BMNaAKoOBOI BeENUYMHM X Big 1 MaTeMaTu4HoOro crnoaiBaHHs:

X=X-m,.

MaTtemaTtnyHe cnogiBaHHA LEeHTPOBAHOI BMNAAKOBOI BENMUYNHUA

M[X _mx]:i(xi -m,)p :%Xi Pi - mxipi =m, —m,=0.
i1 i1 i1

Takum ynHom, M[X]=0.
LleHmpansHUM MOMEHMOM S-20 NOPSIOKY (i, BUNAAKOBOI BENUUMHM X

Has3nBalTb MaTeMaTU4YHE CNOAIBaHHSA LEHTPOBAHOI BUMNAOAKOBOI BENUYMHU B
CTeneHi s:

,Us:M[XS]-

[lna anckpeTHOT BMNaaKoBOI BENUYNHMA
ps =M[X*]=2 (% —m,)° p; . (5.7)
[ns 6e3nepepBHOT BUNaaKoBOT BEMNYNHU

.= [(x—m.)* f(x)dx. (5.8)
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LleHTpanbHi MOMEHTM p[gna CTaTUCTUYHOroO MaTepiany OUuiHIoKTbL 3a
doopMyIiow

N  mS
ﬂz:;wl (5.9)

[na npuknagHux udinem BUKOPUCTOBYHOTb APYrun, TPETiN | 4YeTBepTun
LeHTpanbHi MOMEHTM.

5.3.3. Aucnepcia. CepeaHe KBagpaTu4He BiagXUNeHHSA

LleHTpanbHU MOMEHT Apyroro nopsagky (4pyryi LeHTpanbHUW MOMEHT)
L, HasuBalTb ducriepciero BUNAAKOBOi BENUYMHK i no3Ha4vaotb D[ X] abo
D,.

[ucnepcia ans QUCKpeTHol BUNagKoBol BENUYNHUA

° n
Dy =t = M[X?1=>" (% —my )* . (5.10)
i=1
[na 6e3nepepBHOI BUNagKoBOI BENTNYNHMU
D, = = j(x-mx)zf(x)dx. (5.11)

[vcnepcito 4nsg ctaTMCTUYHOro MaTtepiany OUiHIoTL 3a POPMYIIOH

N *\2
D} =§% (5.12)

IcHye we oauH cnoci® BM3Ha4eHHs aucnepcil. PosrnaHemo wnoro. OAnga
LbOro pO3KpPMEMO MpaBy YacTuHy Bupasy (5.10):

n n n n
Dy = > (% =My )% Py = D XF Py —2My > X; pj +Mg > p; .
i=1 i=1 i=1 i=1

n n n
YpaxyBaBwm, Wo Y X2pi=az; D .XiPi=My; Y. p;j=1 (Bnactusicts psay
i=1 i=1 i=1
po3noainy), nicna HecknagHux NepeTBopeHb OCTaTOYHO OTpMMaemo [1]
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D, = a, —m,. (5.13)

®opmyny (5.13) BUKOPUCTOBYIOTb YacTille iHWKUX, TOMY WO MOYaTKOBI
MOMEHTN 0BYUCIIIOITL NPOCTILLE LieHTPanbHUX.

Aduncnepcia — uUe XxapakTepucTuka pO3CitoBaHHSA BMMNAOKOBOI BENUYUHU
6nmn3bKO T MaTeMaTUYHOro crofiBaHHs. Il po3MipHICTb — PO3MIpHICTb KBaapaTa
BUNAOKOBOI BenMYMHU. Poa3citoBaHHSA 3py4yHO MOpiBHIOBATU 3  CaMoHo
BUMALKOBOK BENUYMHOK. TOMY BBENWU LLIe OOHY Mipy pO3CitoBaHHSA BUNALKOBOI

BENUYMHU — cepedHE keadpamu4He eidxuneHHs o, abo o[ X].

oy =Dy (5.14)

5.4. AcnmeTpia. Ekcuec

AcnmeTpia — ogHa 3 XxapakTepucTuk popMn KpUBOI LLiNbHOCTI po3noginy.
i npuiHaTO nosHavyatn S,. AcumeTpia sBnse coGOK HOPMOBaHMI TPETIN
MOMEHT

S, = =2 (5.15)

IHogi S, Ha3vBalTb HOPMOBaHWUM NMOKA3HUKOM acuUMeTpil.

[na cMMeTpUYHUX BIQHOCHO M.C. PO3NoAiniB TPETIN LeHTpanbHUU MOMEHT
AopiBHIOE HyMto. [DinCHO, HEXan JaHO CUMETPUYHUIA po3nogin (puc. 5.3).

D

P2 P3

Pq
B

A Xy M, X3 X4 X;

Puc. 5.3. CumeTpumyHnn posnoain

[na uboro posnoainy MoXHa 3anucatn ymoBu CUMETPIl:

Xl_mx :_(X4_mx);
X, — M, =—(X; —m,);
43



P = Pa;
P, = Ps-

3rigHo 3 popmyroto (2.18) anst TPeTbOro LEHTParibHOr0o MOMEHTY MaeMO:
s 3 3 3 3 3

3 =2 (X =My )" P = (X — My )° Py +(Xp =My )* pp +(Xg =My )* pg + (X4 —My ) Pg.
i=1

3 ypaxyBaHHSAM YMOB CUMeETPIl Micna HecknagHux nepeTBOpPeHb
oTpumaemo u3=0, wo n Tpeba Oyno posectn. BignosigHo AnA Takoro

po3noainy acumetpia S, =0. Ha puc. 5.4 nokasaHo KpuBi LLiNbHOCTI po3noainy
OS5 BUNaKiB pisHMX 3HaAKIB acUMeETPil.

F(x)

S, <0
k < S, >0

\

Puc. 5.4. KpuBi WinbHOCTI po3noainy ansa pisHmMx
3HakiB acumeTpil

PUCYHOK OEeMOHCTpYeE, SIK noB'a3aHa oopma KpMBOI LUINbHOCTI po3noginy

3 acUMeTpiElo.
Ak napameTp, WO XapakTepusye acMMeTpIit0 KPUBOI LWiSTbHOCTI po3noainy,

BUKOPUCTOBYIOTb KBaZpaT HOPMOBAHOIO NoKasHUKa acuMeTpil

2
pr=5 (5.16)
H2

Ekcuec — e ogHa 3 xapakTepuCcTUK oopMn KpUBOT LWiNTbHOCTI pO3noainy.
Ii npunHaTo nosHayatn EX. Ekcuec BM3Ha4aloThb Tak:
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Ex=* .3 (5.17)

Ekcuec xapakrtepusye rocTpOBEPLUMHHICTL KPUBOI LLISTBHOCTI po3noainy.
AK xapakTepucTuky roCTpOBEPLUMHHOCTI 4YacTO BWKOPUCTOBYIOTb YeTBEPTUN
HOPMOBaHWUW LeHTpanbHUA MOMEHT

157) =ﬂ—‘21. (5.18)
H2

lMpuknad 5.2. BUWKOHYETBCA TPW He3anexHi NnocTpinn Mo  MilleHi,
MMOBIPHICTb BJTydEHHA MpW KOXHOMY nocTpini gopisHoe 0,4. Bunagkosa
BefiMYnHa X — 4YuCno BryyYyeHb. BuaBuTn xapakTtepuctukm BeNMYMHU X —
MaremaTuyHe cnofiBaHHA, OUCMepCito, cepefHe KBagpaTuyHe BiOXWUITEHHS,
acumertpito [12].

Pose’sa3aHHsA. Pap po3noginy sennynHn X HasegeHo B 1abn. 5.2.

Tabnuusa 5.2
Pag posnoginy
Xi 0 1 2 3
P, 0,216 0,432 0,288 0,064

OBYMCMIOEMO YNCNOBI XapakTEPUCTUKM BENUUYNHU X :

m, =0-0,216 +1-0,432+2-0,288 +3-0,064 =1,2;
D, =(0-1,2)?-0,216 +(1-1,2)*-0,432+(2~1,2)? - 0,288+ (3-1,2)*- 0,064 =0, 72,
o, =+/Dy =4/0,72=0,848,

1,=(0-1,2)*-0,216 + (1-1,2)*- 0,432+ (2-1,2)*-0,288 + (3—1,2)* - 0,064 = 0,144

_uy 0144

== ~0,236.
o2 0,72.0,848
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6. HAUMOLUUPEHILLI 3AKOHU PO3Mnoauy
BUNAOKOBUX BEJIUYUH

Te, WO B Teopil WMOBIPHOCTEN HA3MBalTb «3aKOHaAMW pPO3MNOL4iITy»
Hacrnpaesgi € mMarematudHuMm onucamu (MogenamMu) pearibHUX pPo3noainis
Bunagkosmx BenuumH. Ockinbkn poboTa Wo[Ao0 CTBOPEHHS Takmx Moaerewn
BeeTbCs AOCUTb JAaBHO, HA CbOrOAHILLHIA OEeHb X po3pobrieHo ayxe barato.
PoarnaHemo HanbinbLl nowunpeHi 3 HUX. 3akoHW po3noginy po3pobnanuca Ha
OCHOBi BMBYEHHS PI3HUX TUMNIB CTAaTUCTUYHOIO Marepiany i TOMY iCHye NeBHUN
3B'A30K MiXX HUMMW. ICHYIOTb TakOX pekoMeHaauil npo BigNOBIgHICTE Moaenewn
po3rnoainy NneBHUM Tunam peasnbHUX PO3NoAinis.

6.1. PiBHOMipHMI 3aKOH po3noAiny

PiBHOMIipHUMW 3akOH po3noAiny € OofgHielo 3 Moaenen posnoginy
Be3nepepBHMX BUNAAKOBUX BENUYUH. [MpunKnagom Takoro po3nogisly Moxe 0yTu
Yac OdiKyBaHHA noi3ga B MeTPOo 3a YyMOBW, LO iHTepBan MK noisgamu
BUTPUMYETBLCA CTPOro. SKLLo Lieit Yyac ctaHoBuTb L xB, a nacaxup 3axoguthb B
AOBINTbHUA MOMEHT Yacy, Yyac MOoro odikyBaHHA noi3ga nexmnTb B mexax Big O
oo 1. BuBYeHHA cTaTUCTMKM MoKasano, WO Uel 4ac nianopsaKkoBaHo
PIBHOMIDHOMY 3akoHy posnoginy. Woro dyHKuito posnoginy (Moaensb)
BUpaxkeHo gpopmynoto (6.1), a rpacik 306paxeHo Ha puc. 6.1:

0,a<x;
F(X)= E():a,a<x£b; (6.1)
1 x>b.
F(X)
1
a

Puc. 6.1. ®yHKuUig po3noginy Ans piBHOMIPHOro 3akKoHy
poanoainy
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Y piBHSHHI (6.1) KOHCTaHTK a i b Ha3uBalOTL NnapameTpamu PiBHOMIPHOIO
3akoHy posnoginy [1].

LLliNnbHICTb LbOro po3noAiny onncaHo supasom (6.2), a rpadik 306paxeHo
Ha puc. 6.2:

0,x<a;
f(x)= i,a<xsb; (6.2)

b-a
0,x >b.

f(x)

1
b-a
a b X

Puc. 6.2. WinbHiCTb po3noainy ons
PIBHOMIPHOro 3aKOHY po3noainy

Bun3HaunmMo OCHOBHI 4MCNOBI XapakTEPUCTUKM BUMAOKOBOI BENUNYMHW,
nignopsaKoBaHOI PIBHOMIPHOMY 3aKOHY po3noginy.

Mamemamu4He crnodieaHHs. Wo6 3HanTu matemaTuyHe cnoaiBaHH4,
ckopuctaemoca copmyrnow (5.2), migctaBMBLIM B Hel WiNbHICTL po3noginy
(6.2):

o0 a b ©
m, = jxf(x)dx: Jo-x-dx+‘[$-x-dx+ 0-X-dx.
—© a b

—00

[Mepwuni | OCTaHHIN iHTerpanu uboro BUpasy LOPIiBHIOWTL HyMno. dpyrun
IHTerpan Oo3BONseE ogepXaTtn Takuin pesynbTar:

my, =——. (6.3)
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I3 UbOro pIBHAHHA BMUMNMBAaE, WO MaTeMaTW4yHe CMNOAIBaAHHSA JIEeXUTb
nocepeauvHi iHTepsany po3noAiny i, OTKe, pIBHOMIpHUMA po3nogdin €
CUMETPUYHUM BiHOCHO MaTeMaTUYHOro CNoAiBaHHS.

Hucnepcia. Ona Bu3Ha4yeHHa gucnepcii ckopuctaemocs supasamm (5.13),
(5.5) i (6.3). CnoyaTky 3HaMgemMo gpyrum Nno4aTkoBUN MOMEHT:
© a b 1 0
oy = szf(x)dx: jo-x2 -dx+j—-x2 -dx+‘[o-x2 -dx.

i - ab—a !

[Mepwuin | OCTaHHIN iHTerpanu uboro BUpasy LOPIBHIOTL Hyno. dpyruu

iHTerpan npMBoauTb 40 TaKOro pesynbrary:

b2-a® Dp?+ab+a?

“2%30b-a) 3 (©4)

BigHaBwK 3 piBHAHHSA (6.3) KBagpaTt maTemMaTuyHOro cnogiaHHs (6.2),
OCTaTO4YHO OTPUMAEMO

(b-a)*
D=—"—, 6.5
X 1o (6.5)
3BiKW cepeHbOoKBaApaTUYHE BiAXUIEHHS
N T |

Acumempisa. OCKifibkM 3aKOH pO3MnoAinly € CUMETPUYHUM  BiAHOCHO
MaTeEMaTUYHOro CrodiBaHHSA, acCUMeTpia JOpPiBHIOE Hynto: S, =0.

Ekcuec onsa piBHOMipHOro posnoainy Ex=-12.

3HangemMo WMMOBIPHICTb nonadaHHA  BWUNAAKOBOI  BENUYUHM X,
pPO3MNOAiNeHol 3a PiIBHOMIPHMM 3aKOHOM, Ha AinsHky (a, b), sika aBnsie coboto
YacTuHy ginsHkn (a, ) (pyc. 6.3). F[eoMeTpUYHO Taky MMOBIPHICTbL 306paxeHo
3alTpUXoBaHOW niowetn. BoHa [OPIBHIOE BIiAHOLWIEHHIO OOBXUMHW Bigpiska
(a, b) po Bciei poBXuHM AinsaHkM («, ), Ha SKin 3agaHO PiBHOMIpPHUI
po3noain:

b-a

-

Pla< X <b)=
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£(x)

N

0 & d b ﬁ X

Puc. 6.3. lNonagaHHA BUNagKoBOT BENMYMHN Ha AINAHKY (a, b)

6.2. HopmanbHWM 3aKOH po3noainy

HopmanbHuM 3akoH po3nofisly € OofHielo 3  mogenen posnoginy
Bbe3nepepBHMX  BUNAOKOBUX  BENWYMH.  3aKOH  PO3MOAiny  LUMPOKO
BUKOPUCTOBYIOTb MPU PO3B’si3aHHi NpuknagHux 3agad. Lle nos'd3aHo 3 fieto
LeHTpanbHoI rpaHn4HoOl Teopemu. LLinbHICTL IMOBIPHOCTI Npu HOpMaribHOMY
3akoHi posnoginy mae surnag [11]

_(x-m)?
e 20° (6.7)

M= 2n

e m i o —napamMeTpu HoOpManbHOro 3aKOHy po3noainy.
['padbik KpMBOT NokasaHo Ha puc. 6.4.

f(x)

m X

Puc. 6.4 LWinbHicTb po3noainy ans HopMasibHOro
3aKOHY po3noainy
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Makcumym uiel  (pyHKUil gocaraetbCa B Toudui X=m i [OOPIBHIOE

[Ana HopmanbHOro 3akoHy po3noginy maremaTuyHe

max f(x)=—— .
o2n
crnogiBaHHa M, = M, Aucnepcis DX 262, cepefHe KBagpaTUYHE BiOXWUITEHHA
(ck.B.), o, =0, ;=0 i, omke, acumeTpia AOPIBHIOE HYmIO, ekcliec Ex=0.
DyHKLUIA po3noainy LUboro 3aKkoHy

_(x-m)?
2

20

F(x)= (6.8)

o je
[Mpacpik uiel dyHKUiT 306paxeHO Ha puc. 6.5.
F(x)

1

Puc. 6.5. ®yHKuia posnoainy anga
HOpPMasibHOro 3aKoHY po3noainy

IHTerpan (6.8) B siBHiN doopMi He icHye. ToMy AN NpUKNagHuX winem mnoro
HaBegeHO B Tabnuusax 3HayeHb HOpManbHOI yHKUiT po3noginy [1]. [nsa Toro,
wob Tabnuuamm 6yno 3pyy4yHO KOpucTyBaTuUCH, B iHTerpani (6.8) 3amiHUMoO

X—m
o)

3MiHHY [ = , OTPUMAEMO

X m
t2
o -

2d 6.9
Vr—f J (6.9)

3MiHHa € HOpMaribHOK BENMMYMHOK 3 napameTpamn m=0, o =1. PyHKUIS
po3noginy (6.9) HasuMBaeTbCs HoOpManbHOKW QyHKUiEo po3noainy, abo
¢dyHKuiero Naycca i mae Burnsg

F(x) =
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xt2

1

@ (x)=—— [e 2dt.
()= = _j
3anncas QYHKUiO po3noainy yepes HopmarnbHy QYHKUiO po3noginy,
OTPUMaeMo
F(x)=® (X‘mj.
(o
Bupas ~ " =U HasuBaeTbCs 6e3p0o3MipHMM apryMeHTOM HOpManbHOI

o
JYHKLUIT po3noainy, 3a 3Ha4eHHsIM SIKOro fnerko, BUKOpUCcTasLUmM Tabnuui, 3HanTu
3Ha4YeHHA HopManbHOT PYHKLUIT po3noainy.

|7|MOBipHiCTb noTpansIsHHA BUNagKkoBol BennmunHu X Ha OiNAHKY Big o 4O
B MOXHa 3HaNTK 3a Tako POPMYIIOH0:

Pla< X <f)=d (Mj—cp (ﬂ) (6.10)

(o} (o}

lMpuknad 6.1. BunagkoBa BenuunHa X, po3nodineHa 3a HopManbHUM
3aKOHOM, € TMOMWJSIKOK BUMIPIOBAHHA [Aeskol BigctaHi. [lpyn BUMIpOBaHHI
AONYyCKaeTbCs cUcCTeEMaTMyHa noMusika BOIK 3aBUWEHHA Ha 1,2 M; cepefHe
KBagpaTU4yHE BIOXUIIEHHA MOMWUMKKM BuMipy pgopisHioe 0,8 M. 3HanTu
MMOBIPHICTb TOro, WO BiAXWUMNEHHS BUMIPIOBAHOIO 3HAYEHHS Bif CNpPaBXHbLOro
He nepeBepLUNTb 3a abCOoNTHO BENUYNHOW 1,6 M [1].

Posg’sizaHHs. [lomunkod BUMIpY € BunagkoBa BefMdMHa X,
nignopsgkoBaHa HopMarbHOMY 3akKOHY 3 napameTtpamm m=12 i o=0,8.
[MoTpiBHO 3HANTWM MMOBIPHICTL MNOTPANMSAHHA Ui€el BENUYMHW B iHTEpBan Big
a=-16 go f=+10.

3a dopmynoto (6.10)

P(-1,6< X <16)=0 (1’6_1’2j_® (ﬂ

s j:@(o,s) —®(-3,5).

BukopuctoBytoum TabnuyHi  3HadeHHs dQyHKuUii [aycca <D(x) [1],

3Haxoanmmo:
®(0,5)=0,6915; ®(-3,5)=0,0002,

3BiAKK

P(-16< X <1,6) =0,6915-0,0002 =0,6913~ 0,691.
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6.3. EKcnoHeHUianbHMX po3noain

ExcnoHeHuUianbHUN  po3noaiyi € OdHIEr 3 MoAenienm  posnoginy
BesnepepBHMX BUMAAKOBUX BENWUYUH, 30Kpema 4Yacy ©0e3BigMOBHOI poboTu
TEXHIYHNX MNPUCTPOIB.

LLliNnbHICTL iIMOBIPHOCTI NpY TaKOMY 3aKOHi PO3noAiny mMae Burnag

—AX
f(x)=i7¢ " Xx=0, (6.11)
0,x<0,

ne A>0 — napameTp poanoginly, SKMA Npu OUiIHIOBAHHI WMOBIPHOCTI 4acy
6e3BiaAMOBHOI pob0OTU, HA3MBaKOTb IHTEHCUBHICTIO BiAMOB.
®yHKUia posnoginy

F(x)=1-e". (6.12)

1

MaTtemaTnyHe crnogiBaHHs mx = Z, ancnepciAa DX = /17

6.4. BiHomianbHUM po3noain

BiHoMianbHUI po3noain € oAHier 3 Moaernen po3noiny OUCKPETHUX
BMNAOKOBMX BeNUYMH. 30Kpema, 3a AOMNOMOrok LbOro po3nofiny 3HaxoasTb
IMOBIPHICTb  MOSABW  X;  YCMIWWHUX pe3ynbTaTiB nNpu N He3anexHux

BUNPOBYBaHHSAX
Pag posnoginy

pi =CXip%i(1-p)" ™, n>0, uine; x;, >0, uine; 0<p<1. (6.13)
MaTtematmnyHe cnogisaHHa my =np; gucnepcia Dy =np(1-p) [7].
6.5. Po3nogin lNyaccoHa
Posnogin [lyaccoHa € opHielo 3 Mogenen posnoginly AUCKPEeTHUX

BUNAAKOBUX BESIMYMH. 30Kpema, 3a AOMOMOrol LbOro posnofifly 3HaxoasTb
MMOBIPHICTb MOSIBM Xj HE3aNeXHUX NoAin Ha gpikcoBaHOMY iHTepBarni Yacy.

Pan posnoginy

Qe
B x!

D, , x. >0, uine, 1>0, (6.14)
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e A — pgesdka gogaTHa BenuyuHa, WO HasMBaETbCHA napamMeTpoM po3noginy
[TyaccoHa.

BenuunHa A aBnsie cobol cepeaHe YUCIIO TOYOK, AKi NPUXOOAATLCA Ha
aeskun Bigpisok |. Toai MMOBIpHICTL TOro, WO Yy BiApi3ok | noTpanuTb xo4a
ofHa Touka [5]:

P=1-¢". (6.15)

MaTtemaTnyHe cnogiBaHHs M, = A, aucnepcis D, =A. Takum yuHom,

aucnepcia  BUNALKOBOI BeNMYMHM, pPO3NoAifieHol 3a 3akoHoM [lyaccoHa,
AOPIBHIOE 11 MaTeMaTU4YHOMY criogiBaHHo A. Lo BnacTtuBiCTb po3noainy
[MlyaccoHa 4acTO 3acTOCOBYHOTb Ha NpPaKTuUi AN BUPILWEHHSA MNUTaHHSA, 4K
npasaonoAibHa rinotesa npo Te, Wo BUnagkosa BenvumHa X posnogineHa 3a
3akoHOM [lyaccoHa. [Ons ubOro BM3HA4YalTb 3 E€KCNEPUMEHTY CTaTUCTUYHI
XapakTePUCTUKM — MaTemMaTuyHe cnoaiBaHHA | gucnepcito — BuUNagkoBol
BENUYUMHN. AKLLO X 3HA4YeHHs1 6nun3bki, TO Lue MoXe B6yTn LOKa30oM Ha KOPUCTb
rinotean npo Te, WO BuUNagkoBa BenuyMHa X po3nofifieHa 3a 3aKoHOM
[MyaccoHa; Benuka BiAMIHHICTb LMX XapakTepUCTUK, HaBMaku, CBigYUTb NPOTU
rinotesmu.
lMpuknad 6.2. Ha aBTOMaTM4yHy TenedoHHY CTaHUito Hagxoautb Y
cepeHboMy K BUKMKKIB 3a roguHy. Beaxatroum, LLO KiNbKiCTb BUKNKKIB Y 6yab-
AKOMY iHTepBarsii Yacy po3noAineHo 3a 3akoHoM [lyaccoHa, 3HanTu UMOBIPHICTb
TOro, WO 3a ABi XBUINMHW Ha CTaHUI0 Haginage piBHO TPU BUKIUKNA.
Po3g’ssi3aHHs. CepeaHe YMCno BUKNKUKIB 3a ABi XBUNUHN
12K K
60 30
3a dpopmynoto (6.14) IMOBIPHICTb HAAXO4XKEHHS PIBHO TPbOX BUKIUKIB

K 3
5 _(30) S

1.2.3

lMpuknad 6.3. Ha aBTOMaTM4yHy TenedoHHY CTaHUilo Hagxoautb Y
cepegHboMy K BUKIMKIB 3a rogvHy. BBaxarouu, WO YUCNO BUKAKUKIB Y Byab-
SIKOMY iHTepBarsi Yacy po3noAineHo 3a 3akoHoM [lyaccoHa, 3HanTu UMOBIPHICTb
TOro, WO 3a ABi XBUITMHW HA CTaHLio Hadinge xo4a 6 oguH BUKIMUK.

Po3e’si3aHHs. CepeHe YMCno BUKINKIB 3a ABi XBUINMUHU

12K K
60 30
3a opmynoto (6.15)

K
P=1-e*=1-e%.
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7. BUMAAKOBI BEKTOPU
7.1. NMoHATTA Npo cucteMy BUNaaKOBUX BEJTUYUH

Y npaktuui gyxe 4acto AO0BOAUTbCA MaTu cripaBy 3 KOMIIEKTOM
BUNAAKOBUX BeNUYUH. Tak, byab-sika Npoaykuis, byab-sika TexHiYHa cuctema
MalTb [eKinbka BaXMBUX AON19 CNOXMBa4ya XapakTEPUCTMK, KOXHA 3 SKUX
MOXe OyTM BMMNALKOBOK BeNUYMHOK. Hanpuknag, Touyka BIlydeHHS cHapsiga
BU3HAYaETbCS HE OAHIED BUMNAAKOBOK BENWYUHOW, a ABoma: abcuucor i
OpAMHATO — | MOXe OyTn po3rnsHyTa 9K KOMMMEeKC OBOX BUNaZKOBUX
BeSIMYNH. AHaroriYyHo ToYka po3puBY AUCTAHLUIMHONO CHapafa BU3HAYaETbCA
KOMMJIEKCOM TPbOX BUMAOKOBUX BESMYUH. Y TaKMX BUMagkax roBopATb Mpo
cucTemy BUnNagKoBmx BennunH abo npo BunagkoBum sBektop [1].

[Mpu po3rnagi nuTaHb, NOB'A3aHUX 3 CUCTEMaAMU BUMAOKOBUX BESTUYUH,
3PY4YHO KOPUCTYBATUCHA reOMEeTPUYHOI0 iHTepnpeTauieto cuctemu. Hanpuknag,
cucTemy [BOX BMMagKoBux BenuumH (X,Y) MOXHa 306paxyBaTu BMMAOKOBOK

TOYKOK Ha NNoLWmHI 3 koopgmHatamn (X,Y) (puc. 7.1, a). AHanoriyHo cuctema

TPbOX BUNAAKOBUX BENUYMH MOXe OyTu 306paxeHa BMMAOKOBOK TOYKOK B
TPUBUMIPHOMY NPOCTOPI.

¥ ¥
———————— —T e . — — s -

I I
| |

Y I X |
| |
1 |

0 X X 0 b ¢ X
a 0

Puc. 7.1. leomeTpuyHa iHTEpnpeTauis CUCTEMN OBOX BUNAOKOBUX
BESTNYMH

YacTto 3amicTb 06pa3y BMNagKOBOI TOYKM Y FEOMETPUYHIN iHTepnpeTauii
CUCTEMM BMMNAOKOBUX BESNIMYMH KOPUCTYIOTbCS 06pa3omM BMMagKOBOro BEKTOPA.
Cuctemy OBOX BUNAAKOBUX BEMMYMH MPU LbOMY pO3rnsgarnTb 9K BUMNaLKOBUN
BEKTOP Ha MnowmHi XoY , CKnagoBi AKOro no ocsx € BUNagKkoBUMKU BENUYMHAMMU
X,Y (puc. 7.1, 6).
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7.2. DyHKUiA Ta WiNbHICTbL po3noainy cucteMm ABOX BUNaAKOBUX
BeJfIUYnH

dyHKUiE po3noginy cuctemu [OBOX BUMagkoBux BenuuuH (X,Y)

Ha3NBaETbCA MMOBIPHICTb CNISIbHOrO BUKOHAHHSA OBOX HepiBHOCTEM X <X Ta
Y<y:

F(X,y)=P(X <x,Y <Yy). (7.1)

Akwo KopuctyBatucsd oOpa3oM BMMNAOKOBOI TOYKM B reOMETPUYHIN
iHTepnpeTadii cuctemn, TO yHKUia po3noginy F(x,y) € He wo iHwe, fK
IMOBIPHICTb nMonagaHHA BuMNagkoBol ToYkn (X,Y) y HECKiIHYEHHUW KBagpaHT 3
BEPLUMHOI B TouUi (X,Y), WO NeXuTb HUXKYe | nisiwe Hel (puc. 7.2).

(x,Y)

\_x
N

Puc. 7.2. HeckiH4eHHMIN KBagpaHT
3 BEPLUMHO B TouUi (X, Y)

Bukopuctaswm pisHaHHA (7.1) i puc. 7.2, MOxHa copmynioBaTtu
BTACTMBOCTI OYHKLIT po3noainy ABOX BUNAAKOBUX BENTUYMH.

1. ®yHkuis posnoginy F(X,Yy) e HecnagHow dyHKuielo 060X CBOiX
aprymMeHrTiB:

Xy > X, F(X,,y)2F(X,Y);
Yo > Y1, F(X,¥,) 2 F(XY).
2. Bcroan Ha —oo (OyHKLIS po3noainy AOPIBHIOE HYIHO:

F(—o0, y) = F(X,—0) = F(—00,—0) =0.

3. Akwo oauH 3 aprymMeHTiB (PYHKUil OOPIBHIOE +0oo, TO PYHKLUiS
NepeTBOPHETLCSA Y PYHKLIO po3noaisly BUNagkoBol BENMYMHU, BIANOBIAHY A0
IHLLOro aprymeHTy:
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F(X,0) = F; (X);
F(oo,y)=F,(y).

4. Akwo obnasa apryMeHTu OOPIBHIOKTE + oo, TO PYHKLIS po3noginy
F (00, 0) =1.

LLlinbHICTL po3noAiny cucteMmun ABOX BUNAAKOBUX BENMUYMH

0°F(x,)
oxoy

IMOBIpHICTb nonagaHHs BMNAgKoOBOI TOYKM 3 koopaumHatamun (X,Y) 'y
aesky obnacte D:

f(x,y)=

P((X,Y)c D) :g f(x, y)dxdy.

3Bigcu ogepXXyemo popmyny anst BUsHa4eHHA MMOBIPHOCTI NonagaHHs B
NPSAMOKYTHUK, 0BbmexeHunn abcuymcamm o, B i opanHatamm v,d (puc. 7.3):

P(X,Y)cR) :ﬁ f (X, y)dxdy. (7.2)
ay
Y
S
14
a Y;; X

Puc. 7.3. AIMOBipHicTb nonagaHHs
BUNALKOBOI TOYKU Y MPAMOKYTHUK

3i ckazaHoro BuLLEe OTPUMYEMO:

56



Xy

FOy)=] | f(x y)dxdy. (7.3)

—00 —00

LLlinbHICTE po3noginy cuctemu Mmae Taki BIlacTUBOCTI:
1. WinbHiCTb po3noainy cucteMn € HeBig'€EMHOK (PYHKLEID:

f(x,y)=0.

2. loaBinHUM iHTerpan y HeCcKiHY4eHHUX MeXxax Bif LWiNbHOCTI po3noainy
cucTemMu

[ 7F0xy)dxy =1.

3aKoHW pOo3noAiny OKpeMUX BEMWUYUH, WO BXOAATb Y CUCTEMY, MOXHa
oZepKaTn, 3HaKuYM ChifbHi 3aKOoHW po3nodiny. PyHKUiT po3nofiny OKpemux
BEJINYMH, LLIO OTPUMaHI B TPETIN BNacTUBOCTI CRiflbHOI (PYHKLIT po3noginy:

F(X,0) = F (X);
F(0,y)=F,(y).
Akwo HeobXigHO BMPA3UTU LWINBbHICTb PO3MN0OA4iINY KOXHOI 3 BEMUYUH, WO

BXOOATb Yy CUCTEMY, 4epe3 LWinNbHICTb pPO3MNoAiny CUCTEMU, MOXHa
CKOpUCTaTuUCA Lieto BNacTUBICTIO. 3oKkpema, AN BUNaakoBol BENUYUHN X

X oo

F(X)=F(x,00)= [ [f(x, y)dxdy.

—00 —00

OndepeHuiooum 3a X, OTPUMYEMO LWISNBbHICTL PO3MNoAinly BMNaL4KOBOI
BENMUYUNHN X

00 = K9 = [ £(xy)dy.

AHanoriyHo Anga BMnaagkoBol BeNUYnUHU Y

fL(9) = F(y) = | f(x y)ox.
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lMpuknad 7.1. Cwuncrtemy OBOoX BunagkoBmx BenmumH  (X,Y)
NiANOPsAAKOBaHO 3aKOHY po3Mnoainy 3 WirbHICTIO

1
72 (L+x) A+ y?)

F(x.y)=

3HanTn dyHkuito posnoginy F(x,y). BusHauMtn MMOBIPHICTL NonagaHHs
Bunagkosol Toukn (X,Y) B kBagpat R (puc. 7.4).

Puc. 7.4. NonagaHHA BMNagkoBOT TOYKM B KBagpaTt R

Po3e’a3aHHs.
dyHkuito posnoginy F(x,y) saHaxoanmo 3a dopmyroto (7.3):

Xy

1 dxdy 1 1)1 1
F(X,y)=— =| —arctgx +— || —arct — 1.
(%) 7z2H(1+x2)(1+y2) (n J +2j(7z gy+2j

—00 —00

IMOBIpHICTb NONagaHHsA B kBagpaT R ogep)kyemo 3a hopmynoto (7.2):

lgpp dxdy 1 dx pody 1
PV R-=Cl Sy 7 laalayy s

7.3 3anexHi i He3anexHi BUNaaKoBi BENIUYUHU
BunagkoBi BENWYKMHM, WO BXOAATb Y CUCTEMY, MOXYTb BYTU 3aneXxHumm
ogHa Big ogHoi abo X HesanexHumun. Hanpuknag, o4YeBMAHO, WO Maca i

piametp s6nyka € B3aEMHO 3aneXxHumu. ToMy BBOAUTLCS MOHATTA YMOBHOI
LLINBbHOCTI pO3MnoAiny, Hanpukniag, yMOBHa LWiNbHICTL po3noainy BMNagkoBoOl
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BenuunHn X : f(x|y). CninbHy LWiNbHICTL PO3MOAiNly MOXHa BUpasuTu 3a
A0MOMOrol YMOBHOI LiNbHOCTI:

waFHWHWM)SfWMF%%§- (7.4)

[na 06e3nepepBHMX BUNAOKOBUX BENMYMH YMOBaA He3arnexHocTi Mae
Takum BUrNaa;:

F(xly)= fa(x);
F(ylx)=fa(y).

CninbHa WiNbHICTb PO3noAiny HesanexXHMX BUnagKkoBux BesIM4mH
f(xy)=1001 ,(y).
TakMM YMHOM, LWiNBbHICTL PO3MoAifly CUCTEMU He3aneXHUxX BUNagKkoBUX
BENWYMH [OPIBHIOE AO0OYTKY LWiNbHOCTI pO3MnoAiny OKpeMux BUNagKoOBUX
BEJINYMH, LLIO BXOOATb Y CUCTEMY.

7.4. MoMeHTH cucTtemMmn BUNaAKOBUX BEeNUYUH

Moyamkoeum 3miwaHum mMomeHmom rnopsiaky k,s cuctemm (X.Y)
Ha3MBAETLCS MaTeMaTUYHe crogiaHHs 4obyTky X X Ha Y

o s =M[X Y*]. (7.5)

LleumpanbHum 3miwaHuM MoMeHmMom nopsaky k,s cuctemu (X,Y ) e

Hys =MIX Y°]. (7.6)

[ns BU3HAYEHHSA 3HAYEHb MOMEHTIB AUCKPETHUX BUMNAOKOBUX BESINYUH
3aCTOCOBYHOTb (hopmynu

Qs =20 %Y Py (7.7)
J

Hy s =zi:zj:(xi _mx)k(yJ' -m,)° p;. (7.8)
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Ans 6e3anepepBHUX BUNALKOBUX BEMUYUH

Gy o= J]XYS(x, y)dxdy (7.9)
f o = [[(x=m) (y—m,)* f (x, y)dxdy. (7.10)

[Ona npakTM4YHOro 3acTOCyBaHHA BUKOPUCTOBYIOTb AOpPYrvn  3MmillaHuin
LeHTpanbHMM MOMEHT. Woro HasuBawTb KopensayilHUM MOMEHMOM
BMNAAKoBUX BeNMYMH X,Y | No3Ha4yarTb ny:

M1 = ny:M [XY]=M[(X-m, )(Y_my)]-
,D,J'Iﬂ ONCKPETHUX BUNaaAKOBUX BEJTNYUNH

ny :ZZ(Xi _mx)(yj _my) pij d (7.11)
i ]

Ae Pjj — MIMOBIPHICTb CMiNbHOI NOSBM X; Ta Y.
[ns 6e3anepepBHUX BUNALKOBUX BEMNYNH

Ky = 1(x=m)(y=m,) T (x, y)xdy. (7.12)

[Ans ctatuctmyHoro matepiany obcarom N KopenauiiHUA MOMEHT OLHIOTb
3a coopmyroto [1]

N
> (% —mye ) (yi —my)
* ':1

Xy — N

K (7.13)

BigcyTHicTb cxoxocTi Mix dopmynamu (7.12) i (7.11) noscHuUmo Ha
npuknagi. Mpunyctmumo pos3rnsgarTbs CUCTEMY [BOX BUNAOKOBUX BEMUYUH:
diametp d i wmacy g sbnyka. LLo6 Hakonuuutn CTaTUCTUYHUIA MaTepian,

Gepyte N 46nyk i NpoBOASATb BUMIPIOBAHHSA fiameTpa i 3BaXyBaHHS Macu
KOXHOro sibnyka. PesynbTtatn 3aHocATb y Tabnuuto (Tabn. 7.1).
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Tabnuuya 7.1
PesynbTaTy BUMiptOBaHHA fiaMeTpiB i 3BaXKyBaHHA A65yK

HiameTp, Homep sibnyka
Maca sbnyka 1 2 N
d; dq d, dy
gij 01 92 gN

3 Tabn. 7.1 BMOHO, WO KOXHOMY HOMepy Abriyka Bianosigae TiflbkW O4WH
AiameTp i ogHa maca, To6TO WMOBIPHICTL OTpuMaTu giameTtp i-ro sbnyka 3
Macow j-ro Abriyka [OOPIBHIOE HYMO, SAKWO j#i. TakuMm YuHOM, npwu
0bpobreHHi cTatucTuyHoro marepiany 3asxaun p;j =0, skwo j=i. Tomy B

, , . 1 . o :
piBHAHHI (7.11) noaBinHa cyma 3HUKaE, a Pij = P :N — WMOBIPHICTb |-TO

BUMIPIOBAHHA BUNAAKOBUX BeENWYMH. 3 ypaxyBaHHAM ckasaHoro, (7.11)
nepeTBopOeTbCA B hopmyny (7.13).

KpiMm kopensauinvHOro MOMeHTY, And  XapakTepUCTukM  B3AEMHOI
3anexHOCTi ABOX BWNAaAKOBUX BENWYUH BUKOPUCTOBYIOTb WMOM0 HOpPMOBaHe
3HA4YEHHS, 9Ke Ha3nBawTb koegiuyieHMomM Kopensyir:

Ky
My = . (7.14)

KoediuieHT kopensuil xapaktepusye CTyMiHb JIIHINMHOI 3aneXHOoCTi ABOX
BUNagkoBux BenuuumH. [lisHiwe ue TBepmxeHHs 6yae gosedeHo. AKWoO
BUNaaKoBi BeNIMYMHU He 3anexaTtb oAdHa Big oAHol, To KoediuieHT
Kopensuii JopiBHIOE HYNHO [8].

3p0o3yMino, WO KOpPEeNAUiMHUA MOMEHT He3anexXHUX BUNagKkoBUX BEMNYNH
AOPIBHIOE HYNIO, TOBTO HAABHICTb 3aNEXHOCTI MiXXK BUNagKOBUMW BENUYUHAMMU
MOXHa BM3HayaTU 3a BEJSIMYUHOK KOPensAuiMHOro MOMEHTY. AKWO BIiH He
AOPIBHIOE HYMIO, TO BENUYMHU € 3aNeXHUMN OfHa Bif O4HOI.

Konu moBa nae npo sunagkosuin Bektop X A0BiNbHOI pO3MIiPHOCTI

X1
X2
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MNOro xapakTepuaytoTb KOpenALinHo MaTpuLeo

Ky Ky o kg,
M L |
ki Ko o Kin

ne Kj=M[X;X;], a piaroHanbHi enemeHTn k; =D, — Aucnepcii KOMNOHEHT
BMMNaaKOBOro BEKTOpA.

OcKinbKn enemMeHTn KopensauinHol MaTpuui MatoTb BNacTUBICTb CUMETPIT:
Kij =Kji (i, j=1,n), 1o maTpuus K, € TpukyTHow. BoHa cumeTpuyHa
BiHOCHO AiaroHarni.

KoediuieHTn kopenauii KOMNoHeHT BekTopa X yTBOPKOKTbL HOPMOBaHY
KOpensuinHy MmaTpuLiio

I n

I I I.
R, = 1 T 20|

rnl rn2 r-nn

MaTpuua R, Tak camo, a9k i K,, € cMMeTpu4Hol BIAHOCHO AdiaroHani,
ocKinbkn I =Ty, i, j=1,n.
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8. ®YHKUII BANAQKOBUX BENUYUH

Konn maemo Ha yBasi 3niTHy macy nitaka, To po3yMmieMo, WO uA mMaca
CKIlagaeTbCd 3 Mac arperariB | geTanen nitaka, Mac nacaxupis, Macu nanvea,
BaHTaxy i T. n. [Npn4yomMy macum BCiXx KOMMOHEHT, O CKagalTb Macy nitaka, €
BUNagKOBUMM BenMMYMHaAMW. TakmM 4YMHOM, Maca nitaka € QYHKLUiE
BUNAKOBUX BENWMYMH — KOMMOHEHT, LWO CKrnagawTb Macy nitaka. Le —
HannpocTiwnn npuknag. Ha npaktvui B TexHIYHMX popaTtkax OyXe 4acTo
AOBOAMUTBLCA 3YyCTpidaTU  XapaKTepUCTUKWN, SKi  sBNSAKOTb CODOK  (PyHKLIT
BUNAOKOBUX BENWYUH, abo, 9K We KaxyTb, (PYHKUil BUNAgKOBOrO aprymMeHTy.
PoarnaHemo, wWwo aBnse coboro oyHKLiS BUNALKOBOrO apryMmeHTy 3 TOYKN 30pY
Teopii NMOBIPHOCTEMN.

QyHKUjeto  sunadkogoz20 apayMeHmy HasuBaeTbCsa [LeTepMiHOBaHa
OYHKLiS, aprymeHT $£KOlI € BWMNagKOBOK BeSIMYMHOW, abo BUNAAKOBUM
BEKTOPOM.

Hexaii ua dpyHkuia Y =2X? -1, gpe X — AWCKpeTHa BMNagKoBa BENUYMHA,
pag po3noginy sikol HaBeaeHo B Tabn. 8.1.

Tabnuuga 8.1
Pan posnoginy BMnagkoBol BENUYMHN X
Xl 0,5 1,0 115 210
Pj 0,1 0,2 0,3 0,4

[Ons BCIX MOXMIUBUX 3HA4YEHb BUMNAAKOBOrO aprymeHTy 3Hangemo
3Ha4YeHHs (PyHKLUil, 3a pe3ynbTataMn «po3Wnpumo» Tabnuuto 8.1 i ogepxmmo
Tabn. 8.2.

Tabnuuga 8.2
Pag posnoginy sunagkosux sennunH X T1a Y
Xl 0,5 1,0 115 210
Pi 0,1 0,2 0,3 0,4
Vi -0,5 1,0 3,5 7,0

3HanLWNM 3Ha4YeHHA OYHKUIT ANng BCIX MOXIMBUX 3HaYeHb BMMNALKOBOro
aprymeHTty. [lpn4yoMy WMOBIPHICTb KOXHOrO 3HaYeHHS QYHKUIT OOpPIBHIOE

BiONOBIAHIN

IMOBIPHOCTI

aprymeHty  P(y;)=P(X;),i=14.

BunagkKy 6esnepepBHa oyHKLUis

P(y;)=P(x ).i=1n,
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A€ N — YMCIIO BCIX MOXINBUX 3HAYEHb apryMeHTy.

Lle osHayae, WO yHKUiA eunadkogo2o apaymMeHmy € 8urnadKogor
8eJ/IUHUHOI0, a 1l pag po3noainy BU3Ha4YaeTbCAa pALOM PO3nogisly BUNagKoBOro
aprymeHTy.

Onsa yHKUilT BUMNAAKOBOT BeNUYMHM OOCUTb MNPOCTO 3HAWTU Oyab-sKi
YNCIIOBi XapaKTePUCTUKN.

Ha ocHoBi piBHAHHSA (5.2) 3 ypaxyBaHHAM (8.1) matemaTtnyHe cnogiBaHHA
dYHKLUIT BUNaAKOBOro apryMeHTy Anst AUCKPETHUX BUNAAKOBUX BEMNYNH MOXKHA
BM3HAYUTU TaK:

M[p(X)]=2 @(X) p; — Ans oaHiei BUNaaKOBOI BENUUMHY;

M[p(X,Y)]=2>0(X Y;)p; — ANs ABOX BUNAAKOBUX BENNYNH.
i

Ha ocHoBi piBHAHHA (5.2) ona 6e3nepepBHUX BUNALKOBUX BENUYUH
Oo4EepPXUMO:

M[p(X)]= ofgp(x) f (X)dX — ans oaHiei BUNaakoBoi BENUYMHY;
M[p(X,Y)]= Tj o(x,y) (X, y)dxdy — ons nBox BUNaaKoBMX BENUYMH.

3a aHanorieto MOXHa BU3HAYUTU OyaOb-AKi YMCIIOBI  XapaKTEePUCTUKK
JoYHKLUIT BUNALKOBOro apryMeHTy.

OTXe, BW3HAYUTU YUCIIOBI XapaKTEPUCTUMKM YHKUiIT BMNAQKOBOro
apryMeHTy TeopeTn4HO JocuTb npocTto. OagHak:

- ONSA po3B’A3aHHA NPUKNadHMX 3a4ad He 3aBXOuM MOXHa oOMeXuTucs
YUCNOBUMW XapaKTEPUCTUKAMMU;

- KONMWN $IK aprymMeHT po3rnggatoTb GaraToMipHMA BUNAAKOBUWM BEKTOP,
BU3HAYEHHST YNCNOBUX XapaKTEPUCTUK CTaE rPOMI3AKUM i TEXHIYHO CKNagHUM
3aBOaHHAM.

8.1. Teopemun npo YUCNOBI XapaKTePUCTUKMU

Y nonepedHix posginax HaBedeHO psia opmysn, WO A03BOMANTb
3HAXOOMUTU YUCIIOBI XapaKTEPUCTUKN (OYHKUIW, KON € BIiAOMUMU 3aKOHU
po3noginy aprymeHtiB. OgHak y 6araTbOx Bunagkax Agng 3HaxomXKeHHs
YNCMOBUX XapaKTepUCTUK YHKUIN He noTpibHO 3HaTWM HaBiTb 3aKOHIB
po3noAiny aprymeHTtiB, a [OOCUTb 3HaTU TiNbKM Oesdki I1XHi  YMCIIOBI
xapaktepuctukn. Npu uboMy B3arani MoxHa obxogutuca 6e3 BUKOPUCTaHHSA
ByOb-g9KMX 3aKOHIB po3noginy. BuaHauyeHHs 4ynMcnoBmMx XapakTepUCTUK GOYHKLIN
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3a 3aJaHMMM  YMCIIOBUMW  XapakKTepuUCTUKaMu  aprymMeHTiB  LUMPOKO
3aCTOCOBYETLCA B Teopil MMOBIPHOCTEW | O03BOSMISIE 3HAYHO ChpollyBaTu
pO3B’sA3aHHA paay 3adad. [lepeBaXkHO Taki CnpolleHi MeTogu HanexaTb [0
NIHIMHUX OYHKLUIN; OgHaK 00 OeAKUX eNeMeHTapHUX HEeNiHIMHUX PYHKLIN TaKkoX
AonyckaeTbcst nogidoHuM niaxig.

Y ubomMy po3sgini BUKNagemo psag Teopem Mpo YUCIOBI XapaKTepUCTUKU
JOYHKLIN, WO ABNAKTL Y CBOIW CYKYNHOCTI JOCUTb MPOCTUA anapaT 064YnCeHHs
LIMX XapaKTepuUCTUK, 3aCTOCOBHUMN Y LULMPOKOMY KOS yMOB [1].

1. Teopema npo maTemMaTuyHe CrnofiBaHHA HEBUMAAKOBOI KOHCTaHTMW.

AKWwo ¢ — HeBMNagKkoBa BeNUYMHA, TO

Mic]=c.

CdopmynboBaHa BNacTUBICTb € AOCUTb 04eBUAHOK. [JoBOOUTY T MOXHa,
po3rnagarym HeBUNaAKoBY BESIMYMHY ¢ SK OKPEMUW BUA BUMNAAKOBOI, MNpw
OOHOMY MOXIIMBOMY 3HaA4YeHHi 3 iIMOBIPHICTIO oauHuUA. Toai 3a 3aranbHoK
dopmynoto (5.2) matemaTuyHe cnogiBaHHs:

M[c]=c-1=c.

Teopema goBeaeHa.
2. Teopema npo aucnepcito HEBUMNAAKOBOI KOHCTAHTU

D[c]=0.
[ns pokasdy ckopuctaemocsa popmynoto (5.10):

D[c]=(c—-c)?-1=0.

Teopema goBefeHa.

IHWi Teopemn goBoaATbCA aHanoriyHo. HaBogumo ix 6e3 gokasis.

3. BuHeceHHA HeBMNaAOKoOBOI BEeNUYMHM 3a 3HAK MaTemMaTU4yHoro
cnoaiBaHHA

M[cX]=cm,,
ae X — BUNagkoBa Benun4ynMHa, TOGTO HEBUNAAKOBY BENUYMHY MOXHA BUHOCUTU
3a 3HaK MaTemMaTU4YHOro crofiBaHHA.

4. BunHeceHHSs1 HEBUNAOKOBOI BENMNYMHW 3a 3HAK AUCNEPCIl N cepeagHboro
KBaOpaTU4YHOro BiAXUNEHHSA

D[cX]=c’D,.
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Omxe, HeBMMNagKoBY BENUYMHY MOXHA BUMHOCUTWU 3a 3HaK Aucnepcil,
nigHocs4M 11 y KBagpar.
Hacnigok: G[CX]:‘C‘J[X], TOBTO HEBUNAOKOBY BENUYMHY MOXHa

BUHOCUTU 3a 3HAK CepedHbOoro KeagpaTUYHOro BiOXUNEHHA Ti abCONTHUM
3HAYEHHAM.

5. MaTtemaTu4yHe cnogiBaHHA CYyMU [€eKiNbKOX BUMNAOKOBUX BeSIMYUH
AOPIBHIOE CYMi IX MaTeMaTUYHUX CroAiBaHb:

M[ZXI]:ZM[XI]

6. [ucnepcia cymun [BOX BUMNAOKOBUX BEeNUYUH [JOPIBHIOE CYMi 1X
Aucrnepcin nnc noaBOEHNN KOPENALINMHAA MOMEHT:

D[X +Y]=D[X]+D[Y]+2> K,, .

HAvcnepcia cymun BUNagkoBmMx BENUYUH OOPIBHIOE CyMi IX gUCrepcin nnoc
NOABOEHNN KOPENALINHNA MOMEHT:

D[é){i _ Zl DLX,]+23 K,

<]

ae Kij — KOpensiyinHAN MOMEHT BESINYUH Xi’ Xj’ 3HaK i< ] nig cymow
O3Ha4yae, WO nigCYMOBYBAHHA MOLWMPIOETBCA Ha BCIi MOXIIMBI  MONAapHI
CNONYYEHHSA BUNAAKOBUX BENUYMH (Xl, Xz’ Xn)-

Aduncnepcia cymMn HeKopernbOoBaHWX (He3anexHux) BUNagKoBUX BENUYMH
AOPIBHIOE CyMi ANCNepCin JOOaHKIB:

D[i){i}ng[Xi].

i=1

7. MatemaTnyHe cnogiBaHHSA NiHIMHOT OYHKUIT JOPIBHIOE Ti XKe NiHINHIN
JoyHKUIT Big, MaTeMaTUYHUX crnogiBaHb apryMeHTIB:

M|b+>aX, |=b+YaM[x,],

ae a,b - HEBUNAAKOBI KoediliEHTH.
8. [Hwucnepcia niHinHOT byHKLUiT BUpakeHa (oopMysnotro
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Db+§a-X- =§a-2D[X-]+2_z_a-a-K--,
i= "' A S P AL A

ae ai,b — HEBUMNAOKOBI BENMUYNHW, Kij — KOpensuinHAN MOMEHT BESTUYMH Xi'

X ..
J

Auncnepcia NiHINHOT YHKLIT HEKOperibOBaHNX (He3arexHuX) BUnagKkoBux
BENUYMH [JOpPIBHIOE CcyMi [00yTKiB KBagpatiB koediuieHTiB Ha gucnepcil
BiANOBIOHMX apPryMeHTIB:

D[b+§aiXi}:§ai2D[Xi].

9. MaTemaTuyHe cnofiBaHHA [0OYyTKY [ABOX BUNAAKOBUX BENWUYUH
AopiBHIOE [06YTKY IXHIX MaTeMaTU4yHUX chnofiBaHb MNSC KopensuinHun
MOMEHT:

M[XY]=mm +K .

ne m =M[X]; m, =MI[Y].

MaTemaTnyHe cnofiBaHHA 06YTKY He3areXHWUX BUNagkoBUX BeNUYMH
AopiBHIOE JOBYTKY IX MaTeMaTUYHUX crogiBaHb:

mei}]iji].

10. Oucnepcia p[obyTky [OBOX He3anexXHUX BUMNagKoBUX BeESTMYMH
BUpaxkeHa qoopMyror

D[XY]=D,D, +m’D, +m’D,,

ae X,Y — HesanexHi BunagkoBi BENMUYUHN.
11. ducnepcis 0obyTKy He3aneXHUX LEHTPOBAHNX BUNAOKOBUX BESTUYMH
AopiBHOE JOBYTKY X AMCNEepCil:

D[X Y]=D[X]D[Y]

ae X.,Y — HesanexHi BunaakoBi BENMMUYUHN.
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8.2. 3acTocyBaHHA TeopeM NPo YUCIOBI XapaKTepPUCTUKHU
lNpuknad 8.1. 3agaHo NiHiINHY (PYHKLiI0 BUNAAKOBOT BENMUYMHN X -
Y=a,+aX .

BunagkoBy BenuuMHy X 3adaHO  YUCINOBUMWU  XapakTepUCTUKaMM

My ; Dy 'OX . HaiiTm KopensauinHMn MOMEHT i KoedilieHT Kopenauil BunaakoBux

BenuumH X i Y.

Pose’ssizaHHs. BusHauyMmMo wmMartematuyHe crnofdiBaHHA W OUChepcito
BMNaAKOBOI BENUYNHN Y .
3a Teopemoto Ne 7

M[Y]=M[a,+aX]=a,+am .

3a Teopemoto Ne 8

KopenauinHuin MOMeHT

Ky =MI(X=m)(Y —m, )],

3Biaku, nigctasmBwmn Y =a, +aXxX i m, =a,+am, Ta npoBiBLIM HecknagHi
NepeTBOPEHHS, OAEPKUMO

K. =aD..

Xy X

Ockinbkn gucnepcis 3aBXan € OoaaTHO, 3HAK KOpensuinHOro MOMEHTY
BU3HA4Ya€ETbCs 3HAKOM KoediuieHTa a. KoediuieHT kopensuil

R, =

Y o0,

3 ornsAay Ha Te, Wo O, :‘a‘cx , I, nigctaevBwyn B Len Bupas K =aD,,
OAEPKNMO
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OTpumaHun pesynbTaT NiATBEPIKYE TBEPAKEHHSA MPO Te, WO KoediuieHT
Kopensuil xapakTepusye CTYMiHb NiHIMHOI 3aneXHOCTi BUNagKOBMX BENUYKNH. 3a
HaAfABHOCTI TaKol 3arexHOCTi BiH MpuAMae MakcumarnbHe 3a MoAynem
3HAYEHHS, WO OOpPIBHIOE +1, KONMMM a € OodaTHUM, W 3HA4YeHHs -1, Konn a €
Big'’eMHMM [1].
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9. FlPAHUYHI TEOPEMMU TEOPIi AMOBIPHOCTEMN
9.1. 3aKOH BenukKux umcen

3aKoH BENUKUX 4mcen — ue Habip mateMaTU4HUX TEOpeM, B SKUX ANs
Pi3HNX YMOB BCTaHOBMIOETLCA (paKkT HaONMXEHHS CepefHiXx XapakTepuCTuK
BEIMKOro Ymcra gocnigiB Ao AesikKnx neBHMX NOCTINHUX.

3aKoH BENUKUX Jucen Bigirpae BaXnMBY pPofb Y  NPaKTUYHUX
3aCTOCyBaHHSX Teopil MMOBIpHOCTeN. BnactmeicTb BUNAgKOBUX BENUYUH MpwU
NEBHUX YMOBax BeCTU cebe npakTU4HO SK HEBUMNALKOBI LO3BOSISIE BMNEBHEHO
onepysatu UMMM  BenuvuMHamn, nependadatn  pesynbTatM  MacoBMX
BUNAAKOBUX SIBMLL MalXe 3 MOBHOK BM3HAYEHICTIO.

MoXnMBOCTI TakMx NPOrHo3iB B 06siacTi MacoBUX BUNAAKOBUX ABULL, LLE
Binblle po3LMPIOTLCA HASABHICTIO IHLWOT TPYyNn rpaHUYHUX TeopeMm, Lo
CTOCYIOTbCH BX€ He rpaHUYHMX 3HA4YeHb BUNALAKOBUX BESIMYMH, @ FPaHUYHUX
3aKkoHiB posnoginy. Mosa wnge npo rpyny TeopeMm, BIiAOMUX Mi4 Ha3BOK
«UeHTpanbHOol rpaHn4yHol TeopemMn». Bigomo, Wo npu nigCcyMmoBYBaHHI 4OCUTb
BENMKOro 4mMcrna BUMNAAKOBUX BESIMYMH 3aKOH PO3MOAiny CyMn HeobMexeHo
HabNMXaeTbCa 4O HOPMarbHOro NpU AOTPUMaHHI geskux ymos. Lli ymoBu, ski
MaTtemMaTU4YHO MOXHa dopmMmyrnoBaTu nNo-pisHOMy — Yy 6inbw abo MeHLWw
3aranbHOMYy BUMMS4i, — NO CyTi 3BOAATbCA OO BMMOrM, WoO BNAMB Ha Cymy
oKkpeMux gofaHkis ©yB piBHOMiIpHO Manum, To6TOo, WO6 OO0 cknagy CymMu He
BXOOWUNWM YneHn, sKi SBHO nepeBaxakwTb Hag CYKYMHICTIO iHWWX 3a CBOIM
BMNSIMBOM Ha po3CitoBaHHSA cymun. Pi3Hi opMu LeHTpanbHOI rpaHUYHOI TeopeMu
PO3PI3HATLCA MK COBO TUMM yMOBaMK, AN SKMX BCTAHOBIIOETLCSA LS
rpaHM4yHa BNacTuUBICTb CYMWN BUMNAOKOBUX BESTUYNH.

Pi3Hi dopmu 3aKkOHYy BenMKMX 4ucen pasoMm 3 pisHUMKU opmamu
LeHTpanbHOI rpPaHWUYHOI TeOopeMu YTBOPKKTb CYKYMHICTb TaK 3BaHMUX
rPaHUYHNUX TeopemM Teopil WMOBIPHOCTEW. [paHM4YHI Teopemn [OarTb
MOXIIMBICTb HE TifbKW 34INCHIOBATM HayKoBi MPOrHo3M B ob6nacTi BMNagKkoBUX
SIBULL, @ 1 OUIHIOBATU TOYHICTb LUMX NPOrHO3IB.

[loBeQeHHA UMX TeopeM [OCUTb FpoMi3aki, TOMY HaBoaummo ix 0e3
[OKa3iB.

9.2. 3aKkoH Benukux ymucen y hopmi bepHynni

YBeaemo noHATTa 36ikHOocmi 3a UmoeipHicmro. BunagkoBa BennynHa
X 36iraetbCa 3a NMOBIPHOCTIO A0 BENMMYUHU A, AKLLO p(‘x —a\ <g)>1-0, Ae

0, &— CKiNbKu 3aBrogHo Mani yvcna [6].

Bipoma Teopema A. bepHynni, WO BCTAHOBIIOE 3B'A30K MK 4YaCTOTOH
noAdii i i MMOBIpHICTIO, MOXe OyTu goBegeHa SK NPAMUA HACNIZOK 3aKOHY
BENUKUX Yncen.
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BepHynni gosis, Wo npn HeobmexeHoMy 36inblUEeHHI Yucna gocnigis N
yacToTa (CTaTUCTUYHa MMOBIPHICTL) noaii A 36iraeTbcs 3a MMOBIPHOCTIO A0 i
ICTUHHOT MMOBIPHOCTI P

P ‘m—— <& |>1-6,
N (9.1)

N — o

*

pe P (A):W — yvactota nogii A; §,& — cKinbku 3aBrogHo Mmani goaarHi

yucna.

Teopema bepHynni [os3Bonsie nNpu OOCUTb  BeENMKOMY  06csasi
CTATUCTMYHOIO MaTepiany KOpUcTyBaTUCA CTaTUCTUYHOK MMOBIpHiCTIO noaii A
3aMiCTb ICTUHHOI.

9.3. 3aKoH Benuknx yucen y copmi Hebuwona

3akoH Benukux yucen y copmi Yebuwosa (Teopema Yebuiiosa): npu
AOCTaTHbO BENUKOMY YMCNi He3anexHWX JocnifiB cepedHe apudMeTudHe

crnoctepexeHnx 3HadveHb Xj,i=1,N BunagkoBoi BenuunHu X 3biraeTbcsa 3a
MMOBIPHICTIO 0 1T MaTeMaTU4YHOro cnojiBaHHSA

n
X
Pl | —-m|<¢& |>1-7,
N
(9.2)
N — o0
N
2%
ae % =My ; O,& — CKiNbKM 3aBrogHoO Mani gogatHi yicna.

Teopema YebuwoBa nerko nOWMUPKETLCA Ha Oyab-siKi  YUCMOBI
XapakTePUCTUKKU, 30KPEMA, HA LEeHTpanbHi MOMeHTU. HincHo, Anst ouiHIOBaHHS
LEeHTpanbHUX MOMEHTIB Maemo (5.9):

N *\S
* (X —my)
/USZE, INX -
=
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[Mo3HaumBLLN yi:(xi—m;)s,izl,N i nigcTtaBuBwK y; B piBHAHHA (5.9),
OTpPUMaeMo

* % y
|
Hs = 2.
i-L N
3amiHmBLKM Yy popmyri (9.2) X; Ha Y, OAEPXKMUMO

n
2 Y,
Pl —ml|<eg|>1-9.
N y

N — o

OpaHak my = . Omxe, Teopema YebuwoBa goBeaeHa anst LeHTpanbHMX
MOMEHTIB AOBINbHOroO NOPAOKY L, BKNOYa4u ancnepcito [5].

9.4. LleHTpanbHa rpaHM4YHa TeopeMa (Teopema JissnyHoBa)

BrnacTtuBicTb BMNagkoBUX BENUYMH NpU MEBHUX YMOBax BecTu cebe
NPaKTUYHO SIK HEBUNAAKOBI 40O3BOMSAE BMNEBHEHO OMNepyBaTn LMMU BENMYNHAMMN,
nepenbadatn pesynbTaTM MacoBMX BUNALKOBMX $BULL MalXe 3 MOBHOM
BM3HAYEHICTIO.

MoXXNMBOCTI TakMx NPOrHo3iB B 06nacti MacoBuxX BMMNAOKOBUX SIBULL LLE
Binblle MOWMPIOKTECA 3@ HAsIBHOCTI iHWOI rpynn rpaHU4YHUX TEeOopem, Lo
CTOCYIOTbCS BX€ He rpaHMYHMUX 3HA4YE€Hb BUNALAKOBUX BESIMYMH, @ FPaHUYHUX
3aKkoHiB posnoginy. Mosa 1ge npo rpyny Teopem, BiZOMUX Mig Ha3BOK
«UeHTpanbHOl rpaHn4yHol Teopemu». [Npu nigcymoByBaHHI OOCUTbL BESIMKOrO
yucna BUMNAOKOBUX  BEMNWYMH  3aKOH  PoO3MoAinly CymMu  HeobMeXeHo
HabNMXaeTbCA 4O HOPMarnbHOIro NpU AOTPUMaHHI geskux ymos. Lli ymoBu, ki
MaTtemMaTu4yHO MOXHa dopmyrnoBaTu Mo-pisHOMYy — y 6Ginbw abo MeHw
3aranbHOMYy BUrNA4i, — Mo CyTi, 3BOAATbCA 4O BUMOrK, LWOO BANMB Ha Cymy
oKpeMux gogaHkie ©yB piBHOMiIpHO Manum, To6TOo, WO6 OO cknagy CymMu He
BXOOAWNWM YneHn, sKi SBHO nepeBaxalTb Had CYKYMHICTIO iHWWX 3a CBOIM
BNSIMBOM Ha po3CitoBaHHSA cymun. Pi3Hi oopMu LieHTparnbHOI rpaHUYHOI TeopeMun
PO3PI3HATLCA MK COBO TUMW yMOBaMu, ONS SKUX BCTAHOBMIOETLCS LS
rpaHM4yHa BMacTMBICTb CYyMW BMMNALKOBUX BenuyuH. HaBegemo ogHy 3 Takux
doopm.

LenmpanbHa epaHu4YyHa meopema (meopema JisnyHosa): skuio X,,

X ., X, — He3anexHi BMNagaKoBi BEMUYUNHW, SIKi MalOTb OOWH | TOM caMui

23 ==
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3aKOH po3noAiny 3 mateMatu4yHMM cnogisaHHaM m i gucnepciero D , To npu
HeobMmexeHoMy 36inbLueHHi N 3akoH po3noginy cymu

HeobMeXeHOo HabnmxkaeTbCcs 40 HOpManbHoro [1].

lNpuknad 9.1. Mo cmy3i ykpinneHb cynpoTMBHUKa ckngaetbcss 100 cepin
6om0. lNpn cknagaHHi ogHiel Takol cepil MaTemMaTUdHe crnoAiBaHHA KinbKOCTi
nonagaHb OOPIBHIOE 2, a cepefHE KBaapaTUYHE BIOXWUITEHHA Ymncna OOPIiBHIOE
1,5. 3HanTn NpnbAn3HO MMOBIPHICTb TOro, WO npu ckngadHi 100 cepin B cmyry
Bny4yae Big 180 go 220 6om0.

Po3seg’sa3aHHs.

HaBegemo 3aranbHe 4ucrio BryyYeHb SK CymMy BrydyeHb 60M6 okpeMux
cepin:

100
X=X, + X, ot Xpgo = DX,

i=1

ae X. —u4ucno BnyyYyeHb 6om06 i -1 cepii.
YMOBM LEeHTpanbHOI rpaHU4HOT TeopeMn gotpumaHo, 60 senuumHn X, ,
X,, ..., X,, posnogineHo opgHakoBo. byaemo BBaxaTtu uucno n=100

gocTaTHiM ana Toro, wob MoxkHa Gyno 3acTtocyBaTy rpaHU4YHy Teopemy (Ha

NpaKkTULi BOHa 3BMYaNHO BMKOpPUCTaHa i Npu Habarato meHwmnx n). Maemo
100 n 100

m, = > m =200, > D, =) 15*=225.
i=1 i=1 i=1
3acTtocyBaBLun popmyny (6.10), oTpnumaemo

P(180< X <220)=0 (M] _0 (M
225 225

TO6TO 3 iMOBipHicTO 0,82 MOXHa CTBEpPAXKYBaTW, LLO 3araribHe YMUCIO BNYyYEHb
B cMyry He Bunge 3a mexi 180...220.

j ~0.82,
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10. TEHEPATOPU BUNAOAKOBUX YNCEIJ

PosrnaHemo npuknaga.

lMpuknad 10.1. 3aTucHeHa oOHUM KiHUeM ©Oanka 3 KOMMNO3ULINHOro
MaTtepiany HaBaHTaxeHa cunow P, npuknageHoto nig kytom o (puc. 10.1). Ak
AOCNiIKYBaHY XapaKTepUCTUKY pPO3rNsSTHEMO MNPOEKUito NporvHy danku Ha
BiCb Z:

: 3
f :M, (10.1)
EJ
y

ne P — piova cuna (HaBaHTaXeHHs); o — KyT NpUKNagaHHsa HaBaHTaxXeHHs; L
— AOBXWHa Banku; E — MoAynb NPYyXHOCTI; Jy — MOMEHT iHepuii.

P P
| .

I y4

Puc. 10.1. HaBaHTaxeHa cunow P DOanka

HacnpaBsgi po3paxyHKOBi 3Ha4YeHHA napameTpiB Ganku npu peanisauil i
ekcnsiyatauii  BIiOPI3HAKTLCA  Big  poO3paxyHKOBUX  3HAYeHb  BHACIigOK
BMnagkosux po3skmais. Tomy Bupas (10.1) noTpibHO 3anuncatu Tak:

¢ _(PYrm)sin(a® +75 ) (L2 +77,)° (10.2)

(E®+73)(3y +m4)

ne PO,aO,LO,EO,JS — PpO3paxyHKOBi 3HA4YeHHs napameTpis; 77”=175 —

BUNAAKOBI BIAXMNEHHS Big PO3paxyHKOBMX 3HAYEHb.

Akwo posrnaHyTa 6anka € NoOHXepPOHOM Kpuna fitaka, SikKui 3Haxo4uTbCS
B eKcnsiyaTauil, TO BCTAHOBMBLUWM Ha BCIiX fiTakax gaTyuK nepemilleHHa Ha KiHui
Gankn i 3aMmipMBLUM MPOrMH MNPU KOXHOMY MOMbOTI fliTaka, MOXHa OTpuMaTu
BIANOBIAHMA CTATUCTUYHM MaTepian. B gaHomy Bunagky CcTtaTUCTUYHWUK
MaTtepian OTPUMaHO Ha «KMBOMY» MniTaky. A WO pobuTK, AKLWO NiTak TiNbKu
MNPOEKTYETLCA, @ CTAaTUCTUYHI XapaKTEPUCTUKN NporMHy Tpeba 3HaTtnu? Y ubomy
BUNaAKy BOAOTLCA 4O CTAaTUCTUYHOIO MOAESHOBaHHS.

HeobxigHi AgaHi gna  npoBegeHHs  CTaTUCTUYHONO  MOAENtoBaHHS
HaBegeHo B Tabn. 10.1
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Tabnuuya 10.1
[aHi ona npoBefeHHA CTaTUCTUYHOIO MoAentoBaHHA

[MapameTp [To3Ha4YeHHs 3Ha4YeHHs

BiaxuneHHs C.k.B. | po3Kkng

HaBaHTaxeHHs P A 01=0,8 8,0+2,4

J[loBXnHa L 7, o,=2,7 90 = 8,1
Mopaynb npyxHocTi E M4 03=0,097-10° | 1,4-10° +0,29 10°

MomeHT iHepuil Jy 1, 0,4=0,1 2,0+ 0,3

KyT o 75 o5=6 60°+18°

Yci n'aTb napameTpiB 3a4aHO Yy BUIMMSAA4I HOMIHANBbHOMO 3HaYeHHS |
rPaHNYHOro 3HayeHHdA poskuay. Hanpuknag, HaBaHTaXeHHA P 3afjaHo Tak:
P=POiAP, ae P0=8,O; AP=24. AHanoriyvHumn € W1 iHWi napameTpu.
Po30ibKHOCTI € HOpManbHUMW BUNAAKOBUMW BENMYMHAMMK, a I1X TPaHUYHI

o AP
3HayYeHHs1 3a4atoTb Ha PiBHI «TPbOX C.K.B.», TOOTO AP =30, 0TXe, o =3 Yy

24
HaBeAeHOMY BUNagdKy oy = 3 =08.

AKWo BOACTbLCA 3HAUTW BUNAAKOBY peanisauiio BUNagkoBUX BigXUITEHb
napameTpiB 7j, TO NigCTaBMBLUM iX 3Ha4YeHHs y dopmyny (10.2), oTpumaemo

BUNAgKOBY peanisauito npornHy 6ankn. Ons HakonuMyeHHa CTaTUCTUYHOIO
maTtepiany B 06ca3i N «HabopiB» BuMNagKoBMX peanizauin BMNaOKOBUX
BigxuneHb napameTpiB n; mae 6yt Tex N. Llen npouec npointocTpoBaHo

puc. 10.2.

"eHepauis "Habopy" Po3paxyHOK NporuHy 3a HakonuyeHHs
BUNaAKOBUX Bi,q_aneHb — (10.2) 3 ypaxyBaHHAM — CTaTUCTUYHOTO
i i=15 BiAXMNEHb MaTepiany wono
i i=15 NPOrnHy
N— -
—
N pas

Puc. 10.2. [Npouec HakonM4yeHHs CTaTUCTUYHOro MaTepiany

[MopaxyBaTu 3a (POPMYISIO 3HAYEHHS MPOrMHY, AKWO € BCi AaHi, 4OCUTb
npocTo. HakonnmyeHHss MacmBy TexX He € cknagHum. [loknm Hesioomo, $K
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3reHepyBaTn "Habip" BMnNagkoBux peanisauin BUNAgKoBUX BiaXWUIEHb. Tomy
nepengemMo 0O po3rngay LUboro nUTaHHS.

Akwo 3BepHyTUca ao npuknagy 10.1, To 3po3ymino, Wo Ha npakTuui B
KOXXHOMY MOMbOTI M ONA KOXHOro nitaka 34IMCHIETLCA KOHKpEeTHa peanisauis
BUNAOKOBUX napamMeTpiB. AKWO 3HaTuU 3aKOHOMIPHOCTI, 3a SAKMMM Taka
peanisauia 34iIMCHIETLCA, TO MOXHa HaBuuTUCA 11 MogentoBath. 3HaATU
3aKOHOMIPHOCTI — Ue 3HaTWu CTaTUCTUYHI XapaKTepUCTUKU BUMNALKOBUX
napameTpiB. BMBYEHHIO LbOro NUTAHHS NPUCBAYEHO GaraTto AocrnigXeHb, | B
uen yac ans oyab-aknx BUNaOKOBUX NapameTpiB, WO 3yCTpivaTbCa B TEXHILI,
ICHYIOTb He TiSfTbKUM TXHi CTaTUCTUYHI XapaKTepUCTUKK, ane n MeToan 34iNCHEHHSA
KOHKPETHUX peani3auin BUMNagKoOBUX BESIMYUH, NigNOPAOKOBAHUX PIZHUM
3akoHam poanoginy. OCHOBOW UMX METOAIB € reHepaTopu BUNALKOBUX YnUCeN
pi3HMX 3akoHiB poanoginy. OCHOBOK BCiX reHepaTopiB BUNALKOBUX YUCEN €
reHepaTtop PIBHOMIpHMX BUNAgKOBMX 4ucen 3 napametpamm a=0 Ta b=1,
TO6TO Yncen, WO MaTb PiBHOMIpHUIA po3nogin B iHTepani (0,1). 3apas 6yab-
fiIka MOBa nporpamyBaHHs Mae npoueaypy abo dyHKUilo, WO reHepye
piBHOMIipHi BUnaakosi Yncna (PBY).

10.1. FleHepaTOpM PiBHOMipHMUX BUNAAKOBUX YUCES

OcHoBHa iges Takux reHepaTtopiB — 3pobuTtn sike-Hebyab 0B6UYMUCIIEHHS | AK
PBY Bukopuctatn ApoboBy 4acTuHy pesynbTaTy. HaunnpocTiwunnm reHepaTtop
PBY npautoe 3a Takum npaBuiiom:

Si+1 = {AS; |, (10.3)

pe A>10 — [OoBinNbHA KOHCTAHTA; {*} — onepauis BuaineHHs Apobosol
YacTuHW; Sj,Sj,; — creHeposaHi PBY. Ak noyaTtkoBe 3HayeHHs npurimaloTb
6yab-ake uncro 3 iHtepsany (0,1): 0< sy <1.

PBY, otpumani 3a npasunom (10.3), HacnpaBdi He € BUNagKOBMMU, TOMY
Lo Ang IX reHepauil BUKOPUCTOBYIOTb PEKYPEHTHE CniBBIAHOLLIEHHSA. ToMy I1X
Ha3uBalTb ncesgoBMnagkoBumMu. OCHOBHUM HeEAOMiK TakMxX 4Yucen — BOHU
MOXYTb MOBTOpPIOBATUCA. AKWO nicna reHepauii Takmx yucen B obcasi M,
BUSABUTLCHA, WO Sy =Sg, TO reHepoBaHa MOCNIAOBHICTb MNOBTOPUTLCA W

HacTynHa nocnigoBHiCTb M uyucen 36iknTbcs 3 nonepeaHbon. 3HavyeHHs M
Ha3nBalTb MNepioAoOM MOBTOPKOBAHOCTI, WO 3anexutb Big 3HaveHb A | Sy,

KINbKOCTI 3Hauyywmx uudp 3HaveHb A i Sg. Ana 36inbweHHs nepioagy
NOBTOPHOBAHOCTI BUKOPMCTOBYIOTbL DifibLL CKNagHe npaBuno reHepadii PBY:

Sip1 = {eASi } (10.4)
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TyT NPURHATO Ti X NOo3HadYeHHs, Wwo 1 y smpasi (10.3) i nocTaBneHo Ti X
BMMOIM [0 NMOYaTKOBOro 3Ha4YeHHSA S .

AnroputMmiB i npaBun MOZESIOBAHHA PIBHOMIPHUX BWUNAaAKOBUX 4ucen
icHye 6araTto. OCHOBHMMU KpUTEPIAMU, 3a SKUMKU POBNAATE BUCHOBOK MPO SKICTb
reHepartopiB €:

- nepion NOBTOPHOBAHOCTI (NEpPiOgNYHICTb);

-  BMNAOKOBICTb;

- piBHOMIpHICTb po3noginy;

- KOpEenbOBaHICTb (He3anexHicTb).

B ocTaHHix po3pobkax reHepaTopiB, peanizoBaHUX NPOrpamMHUM LUITAXOM,
BUKOPUCTOBYIKOTb MNepepuBaHHA (3 NepiogoM iCTOTHO MeHWuUM nepioay
NOBTOPHOBAHOCTI) reHepalii "3a npasunom" (Hanpuknag, 3a npasunom (10.4)) i
BBeAeHHs "4yeproBoro" hakTnuyHo Bunagkosoro ymcna. LWob ogepxaTtu Take
yucno, 3BepTalTbcsd A0 Tammepa [MOBM | oTpumMaHuMM NOTOYHMK Yac
"nepetBoploOTE" Yy BUNaAKoBe 4ucno. Hanpuknag, 3BepTtaHHA OO0 Tanmepa
aossonuno ogepxatn 14:23:14. OckKinibkM HanBINbLW ANHAMIYHUMU € CEKYHAOMW,
MOXHa B34TN 14 c i noginutu ix Ha 60, a pe3ynbTaT BUKOPUCTATU HK "yeprose”
drakTMYHO BMNALKOBE YNUCHO.

10.2 N'eHepaTOpM HOpMaribHUX BUNAAKOBUX Yucen

HannowmnpeHilwmnm npasBuiioMm reHepadii HopManbHUX BUNAOKOBUX YMCEn
(HBY) € npaBuno, oCHoOBaHe Ha LiEHTparnbHi rpaHnyHin Teopemi. Haragaemo,
wo HBY mae taki napametpu posnoginy: m=0 Ta o=1. Ong ogep>xaHHS
TaKoro ymcna BUKOPUCTOBYIOTb hOPMYIy

n [RE—
Vi :\/%Zsj—w_n, i=1m, (10.5)
j=1

Ae vi —HBY; s; — PBY; m — HeobxiaHa kinbkicte HBY.
KinbkicTb JoQaHKiB Sj Mae OyTW OOCUTb BENUKOW, iHaKWe ueHTparnbHa

rpaHM4YHa Teopema "He cnpautoe" i 3akoH poanoginy HBY Oyae BigpisHaTMCS
Big HopMmanbHoro. HanmnowmpeHiwmm € n=12. Take 3HAaYEHHS N € OOCTaTHIM,
lwo6 3akoH po3noainy HBY npaktuyHO He Bigpi3HABCS Big HopmanbHoro. Mpwu
ubomy popmyna (10.5) icTOTHO cnpoLyeTbCS:

Vi='s;—6,i=1m. (10.6)
j=1
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3po3ymino, wo ans koxxHoro HBY HeobxigHO reHepyBaTu CBiX "KOMMNEKT"
PBY. Tak, ona reHepauii gecatm HBY 3a dopmynow (10.6) HeobxigHO
3reHepyBaTtn 120 PB\.

HopmarbHicTb BunagkoBux 4ucen Vv; 3abe3nevyeTbCA LEeHTpanbHO

rPaHUYHOK TEOPEMOLD, a napamMmeTpu posnoginy signosigate HBY: m=0 Ta
o=1. Y uboMy nerko nepekoHyesaTucs, 3actocosyun o (10.6) signosigHi
TeopemMu TMpo YUCIIOBI XapakKTepucTuknm | ypaxoBytoun, wo PBY wmae

. - . 1
mMaTemaTudHe crogiBaHHA mg =05 1 ancnepcito Dq :E.
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	МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ
	ТЕОРІЯ ЙМОВІРНОСТЕЙ (1)
	Харків «ХАІ» 2019

	Сполучення. Нехай є n різних об'єктів. Будемо вибирати з них m об'єктів всіма можливими способами (тобто змінюється склад вибраних об'єктів, але порядок не є важливим) [15]. Утворені комбінації називаються сполученнями з n об'єктів по m, а їх число
	() = .                                 (2.4)
	Приклад 2.1. Для проведення лотереї використовують 1000 квитків; з них на один квиток припадає виграш 500 грн, на 100 квитків ─ виграші по 100 грн, на 50 квитків ─ виграші по 20 грн, на 100 квитків ─ виграші по 5 грн, інші квитки є невиграшними. Хтось...
	Розв’язання.
	Розглянемо події:
	А ─ виграти не менш 20 грн,
	А1 ─ виграти 20 грн,
	А2 ─ виграти 100 грн,
	А3 ─ виграти 500 грн.
	Очевидно, що А= А1+ А2+ А3.
	Тоді за теоремою додавання ймовірностей маємо
	Розв’язання. (1)
	Імовірність суми подій  дорівнює ймовірності події :
	або
	або з урахуванням виписаних вище співвідношень
	.
	При довільному числі подій, застосувавши метод індукції, отримаємо загальний вираз теореми додавання:
	,     (2.11)
	де  ─ довільні події.
	2.2. Теорема множення ймовірностей
	Перш ніж розглядати теорему множення ймовірностей, необхідно ввести поняття про незалежні та залежні події, а також про умовну ймовірність події.
	Подія А називається не залежною від події В, якщо ймовірність події А не залежить від того, відбулася подія В чи ні.
	Якщо дві події  й  незалежні, то теорема множення для незалежних подій має вигляд
	Приклад 2.1. Є дві урни з чорними і білими кульками. Подія А ─ навмання витягнута біла куля з урни № 1. Подія В ─ навмання витягнута біла куля з урни № 2. Цілком очевидно, що ймовірність події А не залежить від того, відбулася подія В чи ні.
	Приклад 2.2. Кидають дві монети. Розглянуто події:
	─ випадання герба на першій монеті;
	─ випадання герба на другій монеті.
	Знайти ймовірність події .
	Розв’язання. (2)
	Оскільки події сумісні та незалежні, застосовуємо рівняння (2.10) та теорему множення для незалежних подій
	Подія А називається залежною від події В, якщо ймовірність події А змінюється залежно від того, відбулася подія В чи ні.
	Приклад 2.3. Кидають гральну кістку. А ─ випадання одного очка (А: {1}); В ─ випадання одного, двох, трьох очок (В: {1, 2, 3}). Тут імовірність події А =1/6 (загальне число випадків , число сприятливих випадків ). Імовірність події В 1/2 (загальне чис...
	Імовірність події А, обчислена за умови, що існувала інша подія В, називається умовною ймовірністю події А і позначається . Читається так: «Імовірність події А за умови, що подія В відбулася» [5].
	Якщо ймовірність події А не залежить від того, відбулася подія В чи ні, то кажуть, що подія А не залежить від події В. У цьому випадку умовна ймовірність дорівнює безумовній:
	= .                                         (2.12)
	Вираз (1.12) являє собою умову незалежності події А від події В.
	Розглянемо дві взаємно залежні події А і В (рис. 2.5).
	Рис. 2.5. Взаємно залежні події А і В
	Випишемо ймовірності подій, показаних на рис. 2.5:
	; ; ; ; .  (2.13)
	Доведемо, що
	;    (2.14)
	.    (2.15)
	Підставивши вираз (2.13) в (2.14), отримаємо
	Підставивши вираз (2.13) в (2.15), одержимо
	що й потрібно було довести.
	Теорема множення ймовірностей доведена для двох подій.
	Для довільного числа подій, використавши метод індукції, одержимо
	.      (2.16)
	Приклад 2.4. Студент знає відповіді на 41 запитання з 45. Якою є ймовірність того, що він відповість на два запитання?
	Розв’язання. (3)
	─ студент відповість на перше запитання;
	─ студент відповість на друге запитання;
	─ студент відповість на два запитання;
	;
	, тому що подія  залежить від події .  ─ імовірність події  за умови, що подія  відбулася:
	Наслідок. Якщо подія  не залежить від події , то подія  не залежить від події  [10].
	Нехай подія  не залежить від події . Тоді справедливо рівняння (2.12). Підставляючи вираз (2.12) в (2.15), отримуємо  і, прирівнюючи праву частину цієї рівності до правої частини (2.14), маємо , а оскільки ймовірність  є число додатне і дійсне, його м...
	.                                   (2.17)
	Вираз (2.17) являє собою ознаку незалежності події  від події , що й треба було довести.
	Якщо в рівнянні (2.16) всі події  незалежні, то всі умовні ймовірності дорівнюють безумовним і рівняння (2.16) перетвориться в теорему множення для незалежних подій:
	. (1)
	= ,
	або з урахуванням (2.21)
	= .                              (2.22)
	().
	Зрозуміло, що . Оскільки події  і  є несумісними, то на основі виразу (2.3) можна записати  або
	.                                         (5.1)
	.                                      (5.2)
	. (2)
	Перший і останній інтеграли цього виразу дорівнюють нулю. Другий інтеграл дозволяє одержати такий результат:
	.                                               (6.3)
	Із цього рівняння випливає, що математичне сподівання лежить посередині інтервалу розподілу і, отже, рівномірний розподіл є симетричним відносно математичного сподівання.
	Дисперсія. Для визначення дисперсії скористаємося виразами (5.13), (5.5) і (6.3). Спочатку знайдемо другий початковий момент:
	. (3)
	Перший і останній інтеграли цього виразу дорівнюють нулю. Другий інтеграл приводить до такого результату:
	Віднявши з рівняння (6.3) квадрат математичного сподівання (6.2), остаточно отримаємо
	6.4. Біноміальний розподіл
	Біноміальний розподіл є однією з моделей розподілу дискретних випадкових величин. Зокрема, за допомогою цього розподілу знаходять імовірність появи  успішних результатів при  незалежних випробуваннях
	Ряд розподілу
	Математичне сподівання ; дисперсія  [7].
	Математичне сподівання , дисперсія . Таким чином, дисперсія випадкової величини, розподіленої за законом Пуассона, дорівнює її математичному сподіванню . Цю властивість розподілу Пуассона часто застосовують на практиці для вирішення питання, чи правдо...
	Приклад 6.2. На автоматичну телефонну станцію надходить у середньому К викликів за годину. Вважаючи, що кількість викликів у будь-якому інтервалі часу розподілено за законом Пуассона, знайти ймовірність того, що за дві хвилини на станцію надійде рівно...
	Розв’язання. Середнє число викликів за дві хвилини
	. (4)
	За формулою (6.14) ймовірність надходження рівно трьох викликів
	Приклад 6.3. На автоматичну телефонну станцію надходить у середньому К викликів за годину. Вважаючи, що число викликів у будь-якому інтервалі часу розподілено за законом Пуассона, знайти ймовірність того, що за дві хвилини на станцію надійде хоча б од...
	Розв’язання. Середнє число викликів за дві хвилини (1)
	. (5)
	За формулою (6.15)
	7.3 Залежні і незалежні випадкові величини
	Випадкові величини, що входять у систему, можуть бути залежними одна від одної або ж незалежними. Наприклад, очевидно, що маса і діаметр яблука є взаємно залежними. Тому вводиться поняття умовної щільності розподілу, наприклад, умовна щільність розпод...
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