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з
В С Т У П

Машинобудування -  провідна галузь сучасної техніки. В ї ї  

створенні першочергоча значення мас наука про загальні методи 

досліджень та утворення механізмів І машин -  основи конструю­

вання махзнІзмІв 1 машин.
Механізмом називається система т іл , призначених дня пере­

творення руху або для виконання.визначеного руху.
Машиною, називається побудова, ко відтеорюе фізичну працю, 

або властиві людині та живій природі фізіологічні й біологічні 
процеси. До складу машини може входити один механізм або комп­

лекс механізмів.
Машини розподіляються на такі групи: І )  ен ер гети ч н і2) ро­

бочі, 3) Інформаційні, 4') кібернетичні.
Енергетичні машини призначені для перетворення різних ви­

дів енергії у механічну І навпаки.
У першому випадку вони мають назву чашин-двигунІв (елект­

родвигуни, турбіни, двигуни внутрішнього згоряння), у другому -  

машин-генераторІв (генератори електричного струму).
Робочі машини призначені для зміни форми тіла, його поло­

ження та стану (металообробні верстати, транспортні машини, 
компресори).

Ін.іошзцІйнІ машини використовуються для перетворення Ін ­
формації (математичні машина, контрольно-керуючі машини).

Кібернетичні машини замінюють або Імітують механічні, фі­

зіологічні та біологічни процеси (штучні серце, нирки, кінців­
ки) .

Машини, в яких перетворення енергії, матеріалів та Інфор-



маїїії відбувається без безпосередньої участі лгдини, назива- 
иться гіашинами-автоматами. Комплекс машин-автоматів, шо вико­
нують усі послідовні операції виготовлення виробів складної 

форм», називається автоматичною лінією.

Двигун, передаточний механізм 1 робоча машина утворюють 

машинний агрегат. Іноді до складу машинного агрегату входять • 

хонтродьно-керуючі та лічкльно-вирішувальні пристрої.
Наука "Основи конструювання механізмів 1 машин" склада­

ється з трьох розділів: аналізу, синтезу, конструювання та роз­

рахунків на міцність механізмів 1 машин.
Аналіз механізмів полягає у дослідженні структурних, кіне­

матичних 1 динамічних властивостей механізмів за їх  заданими 
схемами, синтез механізмів -  у проектуванні схем механізмів за 

їх  заданими властивостями. У розділі "Конструювання та розрахун­

ки на міцність механізмів І  машин" розглядаються методи розра­
хунків 1 конструювання деталей механізмів 1 машин. При цьому 

найбільша увага приділяється механізмам літальних апаратів та 
авіаційній техніці , з урахуванням профілю підготовки фахівців.

Контрольні запитання

1. Яке призначення механізмів 1 машин?
2. На які групи розподіляються'машини?
3 . Які машини називаються машинами-автоматами?

4 . Назвіть складові частини машинного агрегату.
5 . З яких розділів складається наука "Основи конструюван­

ня механізмів 1 машин"?

6



І .  СТРУКТУРНИЙ АНАЛІЗ МЕХАНІЗМІВ

Мета структурного аналізу -  вивчення будови механізмів, 
функцій їх  окремих частин І  законів утворення механізмів,

На основі структурного аналізу встановлюються методи кіне­
матичного та динамічного,дослідження, здійснюється вибір раціо­
нальних схем механізмів.

І . І .  Кінематичні пари І кінематичні ланцюги

І , ' І . І .  Кінематичні пари та їх  класифікація
Кожний механізм налічує багато елементарних частин, виго­

товлених без застосування складальних операцій, тобто деталей 
(гайок, болтів, валів, зубчастих коліс, шпонок І т .п . ) .  '

• Одна деталь або сукупність деталей, між якими відсутній 
відносний рух, називається ланкою механізму. Наприклад, ведуча 
ланка конічного редуктора (рис. І . І )  складається з вцла І .  шес­
тірн і 2 , апонхи 3 , шай­
би 4 І  болтів 5.

Ланки можуть бути 
не тільки жорсткими, 
але й гнучкими (паси, 
троси), пружними 
(пружини, ресори).
Рухоме з"єднання двох 
стичних ланок назива­
ється кінематичною па-
22В* , . Рис. І . І

Кінематичні парк
розподіляються на п”ять класів. Клас кінематичної пари визна­
чається кількістю зв”язкІв, накладених на відносний рух ланок 
(рис. 1 .2 ) . Можливий відносний рух ланок на рис. 1.2 показано 
відрізками та дугами з і стрілками.

« Залежно від характеру стикання ланок, що утворюють кіне­
матичну пару, розрізняють нижчі та вищі кінематичні пари.

У нижчих кінематичних парах (НШі ланки стикаються по по­
верхні (рис. І . 2 ,в , г ,д ,е ) , у  вищих кінематичних парах (ВКЯ) -
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по л ін ії або в точпї 
(рис. І . 2 ,а ,б ) .  Нижчі 
пари мають властивість 
оборотності, тобто ВІД­
НОСНІ траєкторії збіж­
них точок ланок, з 
яких складається нижча 
пара, тотожні. Наприк­
лад, траєкторія точки 
А (рис. І . 2 , в) с ко­

лом незалежно в ід  того, 
яка з ланок ц іє ї кіне­
матичної пари нерухома, 
а яка обертається. Біль­
шість вищих кінематич­

них пар властивості оборотності не мають. Наприклад, точка В -  
контакту основи циліндра з площиною (рис. 1 .2 ,6 ) -  при переко­
чуванні циліндра по площині опише циклоїду, а при перекочуван­
ні площини по циліндру -  евольвенту.

За характером замикання кінематичні пари поділяються на 
пари І з  силовим І геометричним замиканням. Силове замикання 
здійснюється за рахунок сили ваги (рис. 1 .2 ,а) або сили пруж­
ності пружини.

І . І .2 . Кінематичні ланцюги
Ланки, з"сднанї кінематичними парами, утворюють кінематич­

ний ланцюг (КЛ). Розрізняють ланцюги прості й складні, відкри­
т і й замкнені.

. У простих кінематичних ланцюгах кожна ланка входить не 
більше як до двох кінематичних Пар (рис. І .З ,а ,в ) ;  у складних 
кінематичних ланцюгах с ланка, що мас більше двох кінематичний 
пар (рис, І .3 ,б ,г ) .

Відкритим називається кінематичний ланцюг, в якому 
в ланки, що мають.лише одну кінематичну пару (рис. І .З .а .б ) .  
Замішений кінематичний ланцюг -  це такий ланцюг, в якому кожна 
ланка входить не менш як до двох кінематичних пар (рис. І .З .в .г ) ,

Кінематичні ланцюги поділяються також на плоскі та просто-
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рові. Плоским називають ланцюг, точки усіх ланок якого перемі­
щуються в одній площині або в паралельних площинах. У просторо­
вому ланцюзі усі точки ланок описують неплоскі криві або криві, 
розташовані у пересічних площинах.

1.2 . Механізми, їх  структура та класифікація

1 .2 .1 . Основні види механізмів
Механізмом називається кінематичний ланцюг з однією неру­

хомою ланкою, в якому при заданому русі однієї або кількох ла­
нок усі рухомі ланки здійснюють визначений рух.

Нерухома ланка механізму називається стояком. Поняття "не­
рухомість" в даному випадку'умовне. В стаціонарних механізмах 
нерухома ланка з"сднанч І з  землею (станини верстатів), в транс­
портних механізмах норухомою ланкою є корпус літака, вертольо­
та 1 т .п .

Ланки, рух яких заданий, називаються вхідними. Вихідні -  
це такі ланки, що здійснюють рух, для виконанім якого призначе­
но механізм. Інші рухомІ ланки називаються промІднями, або з"ед- 
нувальними. Далі розглядаються найпоширеніші види механізмів з 
нижчими та вищими парами.

Найпростіший важільний механізм складається з дволанкового 
відкритого кінематичного ланцюга. Ланці І задано рух,, ланка 2 
перетворена у стояк (рис. 1 .4 ,а ) . Такий механізм застосовується 
у турбінах, електродвигунах, вентиляторах І  т .п .

О
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Схему важільного механізму, утвореного з відкритого чоти- 
риланкового просторового кінематичного ланцюга, зображено на 
рис. 1 .4 ,0 . Такий механізм використовується у маніпуляційних 
роботах. Для визначеності руху охвату А (без урахування пе­
реміщення губок) необхідно задати рух трьом ланкам механізму.

б Рис. 1.5
г

Багато важільних механІзмів утворено замкненим кінематич­
ним ланцюгом. На рис. І . 5 ,а зображено схему механізму "шарнір­
ний чотириланковик". Вхідна ланка цього механізму ОА , що 
здійснює повний оберт навколо осІ 0 , називається кривошипом; 
ланка ВО, , яка здійснює неповний оберт навколо осі 0,, -  ]к 
ромислом; ланка АВ , не з'єднана кінематичними парами з і стс



II
яком, -  шатуном.

Шарнірні чотириланковики можуть бути також Двокривошипни- 
ми (рис. 1 .5 ,6 ) и двокоромисловими (рис. І . 5 ,в ). Окремим випад­
ком шарнірного чотириланковика є шарнірний погалелогпвм (рис.
І .5 ,г ) .  Шарнірні чотириланковики використовують для здійснення 
безперервного обертання або зворотно-обертального руху вихід­
ної ланки. Застосовують також їх  у забираних шасі, у механіз­
мах керування літаком, у кранах, довбальних верстатах, куваль­
них машинах І т .їн .

Кривошипио-повзунні механізми (рис. 1 .6) призначені для 
перетворення обертального руху кривошипу у поступально-зворот­
ний рух повзуна І навпаки. Якщо вісь поступальної пари прохо­
дить через точну 0 (рис. І .6 ,а ) ,  то такий кривошипно-повзун- 
ний механізм називається нейтральним, в Іншому випадку -  дезак-  
сІальним, а відстань е -  дезаксїалом. Кривошипно-повзуннІ ме­
ханізми широко використовуються у двигунах внутрішнього згорян­
ня, компресорах, насосах.

До чотлрдланкових механізмів належать також кулісні меха­
нізми (рис. 1 ,7 ). Кулісою називається рухома ланка 3 , яка ство­
рює поступальну пару в ланкою 2 -  кулісним каменем. Розрізня­
ють такі механізми: з кулісою, яка обертається (рис. 1 .7 ,а ) , з 
кулісою, шо здійснює коливальний рух (рис. 1 .7 ,6 ) , з кулісою, 
що має поступально-зворотний рух (рис. І . 7 ,в ).

Кулісні механізми (рис. І .7 ,а ,б )  використовуються в рота­
ційних насосах, довбальних верстатах І т .п . Механізм, зображе­
ний на рис. 1 .7 ,в,називається синусним', тому що переміщення ку­
ліси 3 пропорційно синусу кута Ф . Цей механізм вйкористову-

а 6
Рис. 1.6
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ється у компресорах, приладах 1 т .п . Механізм Із  циліндром, до 
коливається (рис. І . 7 , г ) ,  в якому ланка 2 с 1 шатуном, 1 порш­
нем, мас поширене застосування У силових приводах шасі, вакрил- 
к ів , тримерів л ітак ів , а також у силових приводах маніпуляцій- 
ки:. рбботів. • .

У техніці використовуються також багатоланкові важільні 
механізми, утворені розвитком чотириланкових механізмів.

На рис. І . 8 ,а ,б  зображені схеми шестиланкових механізмів 
стабілізатора І забираного шасі літака.

а  &
Рис. 1.8
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До механізмів з 
нижчими парами належать 
також гвинтові механіз­
ми (рас, 1 .9 ,а ) , які 
застосовуються для пе­
ретворення обертально- ' 
го руху в поступальний.
Серед механізмів, до 
складу' яких входять 
вищі кінематичні пари, 
розрізняють варикогвинтовІ, кулачкові й зубчасті механізми,.

У шарик'огвинтовому механізмі (рис. 1 .9 ,6 ) гвинт І гайка 
мають гвинтові канавки, в яких розміщуються шарики, завдяки 
чому має місце не тертя ковзання, як у гвинтовому механізмі, 
а тертя кочення.

а

Рис. 1.9

Позитивною якістю кулачкових механізмів е мс иіивість одер­
жання руху вихідної ланки за будь-яким законом. Вхідна лавка І  
(рис. 1 .10) І з  змінною кривиною профілю називається НЖІВШ і
■вихідна ланка 2 -  штовханам. /

У техніці найбільше поширення мають два вида плоских ку­
лачкових механізмів. В механізмах першого виду обертальний рух
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кулачке перетворюється яэ прямолінійно-зворотний рух штовхана 
(рис. І , І 0 ,а ,б ,в , г ) ,  у механізмах другого виду обертання кулач­
на перетворюється на обертально-зворотний рух штовхана (рис.
1 .10 , д ,е .е ) .  Кулачкові механізми першого виду можуть бути цен­
тральними. коли вісь поступальної пари штовхана проходить че­
рез вісь обертання кулачка (рис. І . 10 ,а ,б ) ,  І нецентральними, 
коли вісь поступальної пари штовхана змішена відносно осі обер­
тання кулачка на величину ексцентриситету е (рис. І .ІО .в .г ) .

ЮтовхячІ кулачкових механізмів залежно від елементів, яки­
ми вони дотикаються до кулачка, розподіляються на пенні групи. 
Гострокінцевий штовхан (рис. І .ІО .а .д ) застосовується у малона- 
вантажених механізмах, частіша у приладах. Використання ролико­
вого штовхана (рис. І . 10,б ,в ,є )  зменшує тертя, але зри цьому 
збільшуються габарити механізму. Позитивні якості плоского 
штовхана (рис. І .ІО .г ,* )  -  проста конструкція, добрі умови для 
змазування робочої поверхні. Загальним недоліком усіх кулачко­
вих механізмів с великий питомий тиск у вищій кінематичній па­
р і ,  складність виготовлення профілю кулачка.

Зубчасті механізми призначені для передачі обертального 
руху від  одного вала до другого та для зміни кутової швидкості 
вихідного вала.

Простий зубчастий механізм зовнішнього зачеплення (рис.
1 .1 1 . а) І внутрішнього зачеплення (рис. 1 .11,6) складається з 
двох зубчастих коліс 1 стояка. Кола, які при обертанні зубчас­
тих коліс обкочуються одне по одноьдг без ковзання, називаються 
початковими колами. Радіуси початкових кіл позначаються буква­
ми І  г„,г . Миттьовий центр обертання у відносному русі 
(точка р ) називається полюсом зачеплення. На схемах иубчастІ 
колеса позначають початковими колами.

Складні зубчасті механізми, в яких налічується кілька зуб­
частих пар, поділяються на зубчасті механізми з нерухомими ося­
ми обертання коліс І  на зубчасті механізми, в яких є рухомі осі 
обертання. До перших належать рядні та кратні, до других -  ди­
ференціальні та планетарні.

У рядному зубчастому механізмі (рис. І . I I , в )  на кожній 
осі розміщено по одному колесу 1 передача руху відбувається
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Рис. І Л І

послідовно, від першого колеса до другого 1 т .д .
У кратних зубчастих механізмах (рис.. І Л І ,г ,д )  перший та 

останній вали мають по одному колесу, а проміжні -  по два, Рух 
передасться в ід  першого колеса до другого, в ід  третьего -  до 
четвертого І т .п .

Кратний зубчастий механізм, у якого осі першого тд остан­
нього валів збігаються (рис. 1 .1 1 ,д ) , називається співвісним 
ММНйМ механізмом. •
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На рис. І .іГ '.а  показано схему диференціального зубчастого 

механізму І з  жорсткими колесами. Перше І четверте колеса цього 
механізму називаються центральними, друге І трете колеса, осі 
яких рухомі,- саталітними. СателІтнІ колеса разом з валом, на 
якому вони розміщені, створюють сателітний блок. На рис. І . I I , в  
таких сателітних блоків чотири. Ланка Н називається водилом.

Для визначеності руху ланок цього механізму необхідно за­
дати рух яким-небудь двом ланкам, наприклад,першому І четверто­
му колесам, І тоді їх  рухи об"сднаються на ьодилІ. Диференці­
альний механізм можна використовувати також для розк-аду руху 
однієї вхідної ланки на два незалежні рухи вихідних валів, на­
приклад, в авіаційному двигуні для привода співвісних повітря­
них гвинтів. Якщо одно з центральних ко^Іб (капрію гд четверте) 
диференціального механізму (рис. І . І іЦ У  Закріпити, то утворю­
ється простий планетарний механізм (рис. І . - І І .е ) .  Якщо між дво­
ма рухомими ланками диференціального механізму (рис. І . І І . е )  
ввести додатковий кінематичний зв’язок (наприклад, з'єднати 
четверте колесо І водило за допомогою п’ятого, шостого І сьо­
мого коліс), то утворюється замкнений планетарний механізм 
(рис. І . I I , * ) .  Для визначеності руху ланок планетарних механіз­
мів достатньо задати рух одній якій-небудь ланці. Планетарні 
механізми широко використовуються в авіаційній техніці. Засто­
совуються також комбіновані склада! зубчасті механізми, наприк­
лад, з ’єднання простого планетарного механізму 1 кратного зуб­
частого механізму, І т .п .

На рис. І . І І . з  зображено схему хвильового механізму в 
планетарному одноступІнчастому виконанні. Хвильовий механізм 
складається з нерухомого колеса Із  внутрішнім зубчастим вінцем 
І ,  зубчастого вінця на пружному тонкостінному стакані 2 та го- 
нератора хвиль (водила),Н . При обертанні ведучого генератора 
хвиль його ролики-деформують ланку 2 , вводячи ї ї  зубчастий в І- 

,нець у зачеплення І з  зубчастим вінцем нерухомого колеса І .  При 
різних числах зубців коліс І І 2 (  £ 2 < 2 , ) це призводить 
до обертання ланки 2 та з ’ єднаного з нею веденого вала у на­
прямку, протилежному до напрямку обертання генератора Н . Не­
рухомим може бути як жорстке, так-1 пружне колесо. Якщо у хви-
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льовому механізмі гнучку ланку 2 закріплено, а жорстке колесо I 
с веденим, генератор І жорстке колесо обертаються в одному на­
прямку. Хвильові планетарні механізми застосовуються для від­
творення великих змін кутового руху в авіаційно-космічній тех­
н іц і, Хвильові механізми можуть бути й диференціальними.

1 .2 .2 . Структурні формули просторових І плоских механізмів

Структурна формула механізму визначає його ступінь рухо­
мості . тобто число ступенів вільності відносно стояка. Щоб рух 
ланок механізму був цілком визначеним,число його узагальнених 
координат повинно дорівнювати ступеню рухомості. Ланка, якій 
надається одна або кілька узагальнених координат механізму, на­
зивається початковою. Початкова ланка необов'язково збігається 
із вхідною. За початкову можна прийняти вихідну ланку або про­
міжну, якщо при цьому спрощується дослідження механізму. У ме­
ханізмі з однією узагальненою координатою ( М т і )  -  одна по­
чаткова ланка. У механізмі з V/ ■ 2 можуть бути або дві почат­
кові ланки, кожній з яких надається одна узагальнена координа­
та, або одна початкова ланка з двома узагальненими координата­
ми.

Якщо у просторовому механізмі п ланок, то загальне чис­
ло ступенів вільності, які мали ланки до з'єднання їх  кінема­
тичними парами, -  бл . Нехай до складу механізму входять к і­
нематичні пари, починаючи а, першого до п'ятого класу, число 
яких відповідно дорівнює Р, , Рг , Р5 , , Р5 . Тоді
число віднятих ступенів вільності (число накладених умов зв 'я з ­
ку) кінематичними парами різних класів дорівнює

Шість ступенів вільності віднімаються при закріпленні од­
н іє ї а ланок кінематичного ланцюра. Якщо всі умови зв 'язку не­
залежні, то структурна формула просторового механізму мас ви­
гляд

5р6 + 4р4 ♦ 5 р 5 + 2 Рг + РІ

УУ = 6л - 5 р , - 4 р 4 - 5 р з  ~ 2рг -  р, -  б
або

\*/ = 6п'-5р5-4р4 -5р5-2рг-р(1 (І  Л )

І
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же (У * п - І -  кількість рухомих ланок механізму.

Играз ( І . І )  називають формулою Сомова-Малишена.
Якщо в плоскому механізмі п ланок, то загальне число 

студенів вільності, які мали ланки до з ’ єднання кінематичними 
парами,- З п  .

У складі плоского механізму не можуть Існувати кінематич­
ні пари першого, другого І третього класів, тому що вони дозво­
ляють ланкам, які їх  утворюють, мати три І  більше незалежних 
відносних рухів. Тоді число віднятих ступенів ВІЛЬНОСТІ (число 
накладених умов зв’язку) кінематичними парами п’ятого та чет­
вертого класів дорівнює 2 р д + р4 . Три ступені вільності від­
німаються при закріпленні однієї ланки кінематичного ландега. 
Якщо всі умови зв’язку є незалежними, то структурна формула 
плоского механізму (формула Чебишева) мас вигляд

'Л/ = 5 П - 2 р 5 - р 4 - 3 ,  
або

И/ = 5 п '- 2 р 5 - р 4 , '( 1 .2 )

де п 1 =• Л — 1 -  кількість рухомих ланок механізму.
Крім незалежних умов зв’язку в механізмах можуть бути»за­

лежні умови зв’язку -  заГ.аі зв’ язки.
Структурні формули просторового І плоского механізмів Із  

зайвими зв’язками мають вигляд
\*/ = 6 Л '- 5 р 5- 4 р 4 - З р 5 - 2 р г - р ,  + с р  (1 .3 )

•

ЛХ/ = З п '- 2 р 5-р4+С£, (1 .4)
де (̂  - кількість зайвих зв’язк ів .

Розрізняють як конструктивні а , так 1 технологічні О 
зайві зв’язки. * Т

Приклад І . Визначимо ступінь рухомості механізму Із  конст­
руктивними зайвими зв’язками. На рис. І . I I , в  плоский диференці­
альний зубчастий механізм має чотири сателіти! блоки, але для 
передачі руху достатньо одного. Таким чином, три сателіти! бло­
ки с зайвими І еквівалентними трьом конструктивним зайвим зв’яз­
кам, Розміщення трьох зайвих сателітних блоків дозволяє вбільши-
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ти потужність, яка передасться при незмінному габариті.

Число рухомих ланок механізму (рис. І . І І . е )  п ' = 7, чис­
ло кінематичних пар п"ятого класу (циліндричні шарніри) р 5 »
= 7 , число кінематичних пар четвертого класу (зубчасті зачеп­
лення) р 4 = 8 ,  число зайвих конструктивних зв"язків а = 3.

Тоді
V/ * 5п'-2р5 -р4 +С^к = 5-7-2-7-а + 5 = 2

Приклад 2 .Визначимо кількість технологічних зайвих зв"яз~ 
кІв механізму (рис. І .5 ,а ) .  Число рухомих ланок шарнірного чо- 
тириланковика п ' = 3, кількість кінематичних пар п"ятого кла­
су р 5 = 4 , кількість кінематичних пер четвертого класу р4 =
= 0 . Тоді згідно а виразом (1 .4) V/ = 3.3 -  2.4 - 0  + 0 * 1 .

Проте при неточному виготовленні та складанні механізму 1 
значних деформаціях ланок можливе порушення умов плоского руху.
В цьому випадку кількість зайвих технологічних зв"язк!в знахо­
дять за формулою (1 .3 ):

<\т ='Х/-6ГЇ + 5р5 + 4р4 ■ 1 - 6 - 5  +5-4 + 4-0-+ 5.
Зайві технологіяі:І зв"язки усуваються зміною рухомості окремих 
кінематичних пар. Наприклад, у шарнірному чотириланковику можна 
дві обертальні пари п"ятого класу замінити: одну -  на сфіеричну 
пару третього класу, другу -  на циліндричну пару четвертого кла­
су. '

1 .2 .3 . Заміна вищих кінематичних пар четвертого класу 
кінематичним ланцюгом Із  парами п”ятого класу

З метою спрощеная вивчення структури та кінематики механіз­
му в багатьох випадках зручно умовно замінювати вищі пари чет­
вертого класу кінематичним ланцюгом Із  кінематичними парами п"я- 
того класу.

При цьому повинні задовольнятися умови структурної та кіне­
матичної еквівалентності, тобто замінюючий ланцюг мусить накла­
дати на відносний рух ланок стільки умов зв"язку, скільки й ви­
ща пара четвертого класу. Характер миттьового відносного руху 
мусить зберігатися.

У плоскому механізмі кожна кінематична пара четвертого 
класу на відносний рух ланок накладає одну умовну зв"язку. КЇне-



матичний ланцюг, до складу якого входять р 5 пар п"ятого 
к.іасу та п' ланок, накладає 2 р 5 -  ЬГ\ умов зв"язку.

Такни чином, умова структурної еквівалентності набуває 
вигляду

2рв - 5 п ' - 1 ,  (1.5)
Співвідношення між числом кінематичних пар п"ятого класу та 
числом ланок, які входять до плоского замінюючого ланцюга, -
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5п' + 1
( 1 .6 )

для просторового ланцюга

6 п М
• ^

Отже, самий простий замінюючий ланцюг складається з одні­
є ї ланки та двох кінематичних пар п"ятого класу.

Як виконується умова кінематичної еквівалентності, побачи­
мо на прикладі.

Рис. І .12

На рис. 1 .1 2 ,а зображено триланковий плоский механізм Із  
вищою парою четвертого класу, утвореною криволінійними поверх­
нями змінних радіусів кривини.

Для-одержаної схеми замінюючого механізму проводимо нор­
маль iN'N до профілів у точці їх  дотику І  намічаємо центри крн 
вики 0 , 1 02 . Замість вищої пари вводимо умовну лан-



ку, що входить до складу двох обертальних пар, центри яких зб і­
гаються з центрами кривини. Механізм А 0,0,В  1 е замінюючим 
механізмом.

Із  диференціальної геометрії відомо, що коло кривини у < 
точці дотику до кривої та сама крива еквівалентні до похідної 
другого порядку включно. Так само І замінюючий механізм еквіва­
лентний заданому, тобто положення швидкості та прискорення од­
нойменних точок будуть однакові. Коли один Із  профілів являє 
собою пряму (рис. 1 .1 2 ,6 ), центр його кривини нескінченно від­
далений 1 лаю« замітаючого ланцюга входить в одну обертальну 
та одну поступальну пари.

1 .2 .4 . Класифікація механізмів

. Класифікацією механізмів називається об'єднання механіз­
мів в окремі групи за загальними ознаками 1 властивостями. Роз­
різняють такі І1 види:

1. Структурно-конструктивна класифікація, коли механізми 
об'єднуються за ознаками конструктивного оформлення. Елементи 
ц іє ї класифікації викладено в п. 1 .2 .1 .

2 . Класифікація за функціональним призначенням,яка'об'єднує 
механізми одного визначеного призначення, наприклад, механізми 
забираного шасі літака, механізми передач руху 1 т .п .

3. Структурна класифікація, в обнову якої покладено особ­
ливість будови механізмів.

Перш}' 1 другу класифікації застосовують у сучасній довід­
ковій технічній літературі.

Для вивчення та удосконалення методів кінематичного та ди­
намічного еналізу механізмів необхідна структурна класифікація, 
йа ї ї  основі розроблено структурний аналіз механізмів. Основи 
структурної класифікації плосхих механізмів утворені професором 
Л»®* Аосуром у І9І4-І9І8  рр. В подальшому вона була творче роз­
винута російськими та українськими вченими 1 .1 . Артоболеаським, 
■С.М, Кожевников»! та Іншими.

Структурна класифікація плоских механізмів передбачав 
склад механізмів з елементарних структурних компонентів': основ­
них механізмів, окремих початкових ланок 1кожної з однією к!«е~ 
«етичною парою), структурних грун. ' . .

21
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Основним о дволакковий механізм (рве. І . І З ,а ,б ) ,  що скла­

дається І з  початкової ланки І ,  стояка 2 та хІнемати'шої пари 
а"ятого класу (обертальної або поступальної).

п о  /  с и з

а б і г
Рис. І . І З

Структурна формула основного механізму: (V = ЗП1-  2 р5 -  1. 
Ступінь його рухомості дорівнює одиниці.

Окоема початкова ланка -  ге початкова ланка з кінематич­
ною парою іГятого класу (рис. І . І З .в . г ) ;  ї ї  структурна формула 
така сама, як І основного механізму.

Структурна група (група Ассура) -  це кінематичний ланцюг, 
який після приєднання зовнішніми кінематичними парами до стояка 
кабувас нульового ступеня рухомості, прицьому структурна група 
не повинна поділятися на простіші кінематичні ланцюги з нульо­
вим ступенем рухомості. Структурна формула структурної групи, 
що утримує тільки кінематичні пари п"ятого класу, мас вигляд

= 3 п ’ - 2 р 5 « 0 , ( 1 . 7 )

р -  3/ 2  п ’. ( 1 . 8 )

Згідно з формулою (Г .8 ), залежно в ід  числа ланох та кіне­
матичних пар в структурній групі ці групи можуть бути різної 
структури (табл. І Д ) .

Таблиця І .1

Кіл ь к іс т ь  ланок групи 2 4 І т . д .

Іи сл о кінем атичних пар 
гГ я того  к л асу  -  15 3 Є 1 т . д .

У механізмах особливо поширені простіші структурні групи, 
шо складаються з двох ланок 1 трьох кінематичних пар п"ятого 
класу (двоповодкові групи) (рис. І .14).
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. У другій колонці табл. ІЛ  наведено співвідношення мі* 
числом ланок І кількістю кінематичних пар, що відповідає трнпо- 
водковій групі (рис. І . 15 ,а) (ланка 2 називається базисно», а 
ленки І ,  3 , 4 -  поводками), а теко* структурній групІ, у якої 
крім двох тристоронніх коротких замкнених контурів в один рухо­
мий -  чотиристоронній (рис. 1 .1 5 ,6 ).

установлюється за найвищим класом контура, що входить до ї ї  
складу. Клас контура визначається числом кінематичних пар, які 
мас контур. На рис. І . І 6 ,а ,б ,в , г  зображено контури І  -  4-го 
класів.

Таким чином, основні механізми та окремі початкові ланка 
с структурними компонентами першого класу, двоповодков! групи -  
другого класу, триповодковІ -  третього класу І структури® гру-
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•7 І ¥  п
Іхл а с Ек/іас Шх/іас її клас

Рис. І . 16

па з чотиристороннім рухомим контуром -  четвертого класу. І с ­
нують структурні групи нищих класів .

Залежно від вигляду внутрішньої та зовнішніх кінематичних 
пар розрізняють двоповодкові групи п"яти модифікацій. У групі 
першої модифікації всі кінематичні пари обертальні (рис. 1 .14.а 
У двоповодковій групі другої модифікації одна зовнішня кінема­
тична пара поступальна (див. рис. 1 .1 4 ,6 ). У групі третьої мо­
дифікації внутрішня пара поступальна (рис. 1 .1 4 ,в ). У групі 
четвертої модифікації обидві зовнішні пари поступальні (див. 
рис. 1 .14 , г ) . У групі п"ятої модифікації внутрішня І зовнішня 
пари -  поступальні (див. рис. 1 .1 4 ,л ) . На рис. І . І 4 ,б ,в ,г ,д  на­
ведено по два варіанти однієї модифікації. У вар іан тн і повзун 
мас плече И і- Э', у варіанті П -  плече И * 0. Кінематичний 
ланцюг з трьома поступальними парами не утворює структурної 
групи, бо якщо його приєднати до стояка, то він не матиме ну­
льової рухомості.

Групи третього класу відрізняються одна від  одної поряд­
ком. Порядок групи визначається кількістю зовнішніх кінематич­
них пар. Триповодкова група мас третій порядок. Порядок груп 
третього класу може бути в ід  третього до П-го, порядок груп 
•четвертого класу -  в ід  другого (див.,рис. 1 .15,б) до четверто­
го.

Структурна формула структурної групи з кінематичними пара­
ми п"ятого І  четвертого класів має вигляд

\Х/ * 5 п* -  2 р5 -  = 0. (1.9)
Відповідно до формули (1 .9) І залежно в ід  числа ланок І 

кінематичних пар у структурній групі ці групи можуть бути різ­
ної структури (табл. 1 .2 ).
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Таблиця 1 .2

Кількість ланок групи -  п І 2 (3 ) І т .д .

Число кінематичних пар 
п"ятого класу -  р5 . І 2 (4 )

Число кінематичних пар 
четвертого класу -  р 4 1 2 (1 )

Структурна група другого класу (монада) складається з од­
н іє ї  ланки одн ієї пари п"ятого класу та одн ієї пари четвертого 
класу (рис. І . 17 ,а ,б ) .

Рис. 1.7

У другій колонці табл. 1.2 наведено два варіанти структур­
ної групи третього класу, третього порядку (рис. І .1 7 ,в ,г ) .
Клас механізму визначається найвищим класом структурної компо­
ненти, що входить до його складу.

Принципи структурної класифікації плоских механізмів мо­
жуть бути поширені й на просторові механізми. Найбільше викорис­
тання в просторових механізмах мають структурні компоненти пер­
шого та другого класів, для яких структурні формули відповідно 
такі:

\Х/ = бп' -  5 р5 = 1 і М = 6 п ' - 5 р 5 - 4 р 4 - 3 р 5 =0.

Структурні групи другого класу складаються з двох ланок ( П1 =
* 2) та кількості кінематичних пар р6 « І ,  р4 = І , р3 = І ,

1 .2 .5 , Послідовність структурного аналізу механізму

1. Установлюють кількість ланок механізму.
2. Перелічують та-характеризують кінематичні пари.
3. Визначають ступінь рухомості механізму, кількість зай­

вих зв"язків. Призначають початкові ланки або перевіряють їх



ВІДПОВІДНІСТЬ ступеню рухом ості.
4. рпділяють зі складу механізму його структурні компо­

ненти (основний механізм, структурні групи І  т .п . ) .  Визначають 
клас структурних компонент, а для структурних груп, якщо вони 
є , -  порядок І модифікацію (вид).

5 . Визначають клас механізму.
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Приклад І . Необхідно виконати структурний аналіз плоского 
механізму маніпулятора (рис. 1 .18)

І .  Визначимо число рухомих£ ^
ланок механізму

1 гу Л‘ = 6.
2 . Охарактеризуємо кінема­

тичні пари (КП):
я І КП, утворена ланками 1-2,

У кл ., нижча, обертальна;
Рис. І . 18 П КП, утворена ланками 2-3, 

У кл ., нижча, поступальна;
Ш КП, утворено ланками 3-4 , У кл, нижча, обертальна;

ІУ КП, утворена ланками 4 - І ,  У кл, нижча, обертальна;
У КП, утворена ланками 4-5, У кл ., нижча обертальна; „ •

УІ КП, утворена ланками 5-6, У кл ., нижча, поступальна;
УП КП, утворена ланками 6-7 , У кл ., нижча, обертальна;
УШ КП, утворена ланками 7-4 , У кл ., нижча, обертальна.

Таким чином, число кінематичних пар п"ятого класу -  р 5 * 
» 8 .  *

Число кінематичних пар четвертого класу -  р 4 -  0. 
Ступінь рухомості механізму визначимо за формулою (1 .4) 

(конструктивних зайвих зв”язкІв у механізмі немає):
№ = 5п' - 2р5 -  рА + ^  = 3 - 6 - 2 - 8  - 0 + 0 = 2 .

За початкові прийнято ланки 4 І 7 . Кількість технологіч­
них зайвих зв’я зк ів

- 6 п '  + 5 р 5 + 4 р 4 = 2 -  б - 6+5-8 +4 -0  = 6,
Від'єднаємо від розглядуваного механізму основний механізм 
(ланки 4 І 1) (див. рис. 1 .19 ,а ) , потім -  дві структурні групи 
другого класу, третьої модифікації (одна група -  ланки 2 , З,



27

Рис. 1 .19

друга -  ланки 5 , 6) (рис. І . 19 ,б ,в ) . Після цього залишається 
окрема початкова ланка 7 (рис. І . І 9 , г ) .  Отже, цей механізм на­
лежить до другого класу.

Приклад 2 . Необхідно виконати структурний аналіз плоского 
кулачкового механізму двигуна внутрішнього згоряння (рис. ї .20), 
в якому рух кулачка 2 за допомогою штовхана 3 передасться кла­
пану 4.

1. Визначимо число рухомих ланок механізму п' «= 3.
2. Охарактеризуємо кінематичні пари:

І КП, утворена ланками 1-2, У к л ., нижча, обертальна.
П КП, утворена ланками 2«&, ІУ к л ., вища, кулачкова.
Ш КІІ, утворена ланками 3 - І ,  У кл ., нижча, обертальна.

ІУ КП, утворена ланками 3-5 , ІУ кл ., виша, клапанна.
У КП, утворена ланками 4 - І ,  У кл ., нижча, поступальна.

Таким чином, кінематичіпіх пар п"ятого класу р5 = а . Чиа 
ло кінематичних пар четвертого класу . * 2.
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3. Визначимо ступінь рухомості механізму:

'Ж' = 5п - 2 р5 - = 5-5 - 2-5 - 2 = 1 ,

за початкову приймемо ланку 2.
А. Виділимо зі складу механізму структурні компоненти та 

охарактеризуємо їх . Визначимо клас механізму. ВІд"сднаемо від 
розглядуваного механізму основний механізм (ланки І ї  2)
(рис. 1 .2 0 ,0 ), потім -  структурну групу другого класу першої 
модифікації (рис. 1 .2 0 ,в ), першу в порядку нашарування, та гру­
пу другого класу другої модифікації (рис. І .2 С ,г ) , другу в по­
рядку нашарування. Отже, цей механізм належить до другого кла­
су.

Контрольні запитання

1. Що називають ланкою механізму 1 якими вони бувають?
2. Що таке кінематична пара? Класифікація кінематичних

пар.
3. Види механізмів за конструктивною ознакою.
4. Що називають кінематичним ланцюгом? Які вигляди він

має?
5. Як визначити ступінь рухомості просторового та плоско­

го механізмів?
6 . Які зв"язки називають зайвими? За якими ознаками їх  

розрІ зняють?
? . Шо називають основним механізмом І структурною групою? 

Як розрізняють структурні групи?
8. Які мета та спосіб заміни вищих пар нижчими?
9. Яка п осл ідов н ість  структурного а н ал ізу  м ехан ізм ів?

Розв"язати приклади:
Приклад І . Визначити ступінь рухомості та клас механізму 

(рис. 1 .21)

Р

Рис. І . 21 Відповідь: \Х/ = 3, клас другий.



Пшклэд 2 . Визначити ступінь рухомості та клас механізму 
(рис. 1 .2 2 ) .
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Відповідь: уц = І ;  клас третій, 
якщо ведуча ланка 2 , ; клас другий, 
якщо ведуча ланка 2 6 .
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хозяйственной академии наук, Рига, 1965. Вып. 13.

2 . КІНЕМАТИЧНИЙ АНАЛІЗ МЕХАНІЗМІВ

2. Ї .  Кінематичний аналіз важільних механізмів 
з нижчими кінематичними парами

Кінематичний аналіз механізму полягає у Визначенні його 
руху за заданим законом руху початкових ланок. Основне завдан­
ня кінематичного аналізу: знаходження кутових І лінійних пере­
міщень ланок, побудова траєкторії окремих точок, визначення ку­
тових І лінійних швидкостей, а також прискорень ланок 1 трчод 
механізму.

Методи вирішення: аналітичні, векторно-графічний (метод 
планів швидкостей та прискорень), графічний (метод кінематич­
них діаграм), експериментальний.
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Аналітичні методи дають можливість виконувати дослідження 

з наперед заданою точністю 1 застосовувати ЕОМ. Векторно-гра­
фічний та графічний методи відзначаються наочною простотою І 
м ать  необхідну для багатьох практичних завдань точність. НІ 
методи взаємно доповнюють один одного. Метод планів швидкостей 
та прискорень дас можливість визначити швидкості та прискорен­
ня нсІх ланок І точок механізму для вибраного положення. Метод 
кінематичних діаграм дас графічне зображення зміни одного з кі­
нематичних параметрів залежно від Іншого: наприклад, для пере­
міщень 5 , швидкостей и  , дотичних прискорень « /т точки
ланки механізму -  від  часу або узагальненої координати. Експе­
риментальний метод дозволяє знаходити закони руху ланок без до­
пущень, які застосовуються в теоретичних дослідженнях.

2 .1 .1 . Аналітичні методи

2 .1 . І . І .  Метод замкнених контурів
Залежність положень ланок І координат окремих точок, а 

також швидкостей 1 прискорень від  часу можна одержати з умови 
замкнутості контурів, утворених ланками механізму, які розгля­
даються як векторні багатокутники. Сумісне розв"язання рівнянь 
проекцій цих контурів на осі прямокутної системи координат до­
зволяє визначити положення ланог І координати окремих точок. Ди- 
.ференціюючиї НІ рівняння за часом, знаходять швидкості, а по­
вторюючи диференціювання»одержують прискорення. Розглянемо за­
стосування методу замкнених контурі» на прикладі.

Приклад І . Кінематичне дослідження плоского мехгнІзму за­
бираного шасі літака зі ступенем рухомості \К/ = І (рис. 2 .1 ).
Нехай відомі довжина ланок, координати нерухомих шарнірів, за­
лежність переміщення штока відносно циліндра »Ід часу -  .
Необхідно визначити положення ланок 2 І 3 (кути І ‘>Р5 ), 
кутові швидкості сог со5 , кутові прискорення &г , £ 5 
цих ланок, швидкість 1ТК І прискорення точки К за зада­
ним положенням механізму.

Розглядаючи замкнений контур ОА0,0 , утворений ланками 
механізму, як суму векторів, можніа скласти рівняння



ЗІ

1, + і г С а *5  =0- ( 2 . 1 )

За початок координат ХОУ приймаємо центр шарніра 0 . В ідтік  
кутів {? г  І  , що координують вектори £г X  і  5 . будемо 
здійснювати в ід  ос і X проти обертання годинникової стрілки. 

Проектуючи векторне рівняння ( 2 . 1 ) на ос і X 1 V , д і ­
станемо

^ с о з ів о ' + £2 со5Фг + (£ 5 + $).соз Ч>5 = 0 , (2 .2)

або

2-,5 іп  160'  +  Е.г 5 іп  + ( І й.+ 0 ,

С., сазЧ’ = £, -  ( К.і  + 5)оо5ф 5 ,

(2 .3)

(2 .4)

(2 .6 )І г бич1?;, = ~ (Е.5 + 5 )  З і п Ч’з .
Піднесемо обидві частини рівнянь (2 .4 ) , (2 ,5) до другого 

степеня І додамо їх  почланно:

= І * -  2 Є, ( Є3 + 5)со5Ц>а + (Є3 + 5 )г, (2 .6)
ЗВаДКИ

У * а ге. соз
г е ,(е3 *5)

(2 .?>
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Тоді з формули (2 .5) матимемо

Un " 1 ^ ^ Ь І П Ф У _Ц*2 = о гс  s in (2 .8)

Обернені тригонометричні Функції с багатозначними. Із  ви­
разу (2 .8 ) одержимо головне значення функції. Дійсна значення 
кута 4>г дорівнює

- (£3 + S)sin ЧЧ ,
Ч>2 * 2Я. + агс  sin .-----------£--------- — • (2.8)

Щоб визначити кутові швидкості и )г І , виконаємо диферен­
ціювання за часом t  рівнянь (2 .4 ) , (2 .5 ):

-Е г и)г 5ігі^г = U 5+ s )u )5sL rtf3 (2.10)

і 7 оог c o s -  - ( t 5 + b)u)b to s% -  4jL s in ifs (2 . И )

Для спрощення формул (2 .1 0 ), (2 .I I )  повернемо систему ко­
ординат X0Y на кут Ч>5 проти обертання годинниково! стрілки

І ,  маючи на увазі, що -4 |- = іуа ' -  швидкість поступального
d t  ві вч

руху штока 3 відносно циліндра 4 , одержимо

t 2u)2 s i n ( ^ - « f 5) -  V6jb4,

ЗВІДКИ

t 2oJ2 a)s(4>2 -4>s ) = -  (£ 3 + 5 ) о ) а ,

V,ÜA4-
Сг Ы п ( % - % )

(2 . 12)

(2.13)

(2.14)

~ Уьд.а*. с+0 (ф _ф \
(e3 + s) Т 4? (2.15)



Кутові прискорення визначимо диференціюванням за часом t 
рівнянь (2 .1 0 ), (2 .І І ) :

-Cjto^cosfj, ~ІгІг Ьігі Т г = ( t 3 + 5) ^ 005^ ь + (E.3+5)f.s5in lf 3 + 

t  ^  u)s s in  V  d t V  ^  С0:’1?з? (2 .1 6 )
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- l 2CO* $іпФг + £гЄгсо5^ г = (e3 + 5)c0jS in ,f3-(E j+5)£3cos'.pi -

- - ^ - а ) зС05Ф3 - ^ | - с о 5 а ) 5 ^ - - ^ І 5 і п Ф 3 . (2.17)

Для спрощення формул (2 .16), (2.17) повернемо систему ко­
ординат X0Y на кут Ц’з проти обертання годинникової стрілки

І ,  маючи на увазі, що ——— а \х/г -  прискорення поступально-
d t 2 в а В4

го руху штока 3 відносно циліндра 4 , одержимо

- Є2 о)гг cos(*a -  Ч>3) - 6 г ег s in  (Фг - Ч’ь И ? J*SУъ-™ 1зв^ г 'т

-Еги)гг5іп(4>г -Ч>1)» £ г£гш(>Рг-Ч>3) і . - и !,+5)Є3 -2  Vfteig • u )J r  (2,19) 
звідки

£г=
^ 6 4B4~ ^ 3 +^ d )3 -  ^2^1  C O SC ^j-fj)

£г sin  ( Чг - f s )
(2.20)

£ г Єг соз(Уг-Ч)5) - Е гсо | $ і п(4)г -Ч)і ) 4 (2 2IJ
і  і .  + S

Швидкість точки К дорівнює

- Ь о к ^ г - ( 2 . 22 )

Модулі нормального W” тангенціального W J І повного 
W ^ , прискорення точки К знайдемо за такими рівняннями:

W " W 2 £ 0K ; • (2.23)
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(2.24)

■ У 7 ю г + ( \х /£ ) г . (2.25)

Напрямок \УК утворює з віссю ОХ кут (див. рис. 2 .1 ):

Порівняно з методом замкнених контурів метод перетво­
рення координат спрощує аналітичне дослідження просторових ме­
ханізмів. Цей метод базується на використанні матричного обчис 
лювання. Матриці дозволяють упорядкувати д ії в процесі багато­
разового перетворення координат, контролювати ці д ІІ , скорист« 
;исч математичним обчисленням 1 полегшити застосування ЕОМ,

Рис. 2.2

Виберемо системи координат 0 | Х 6 ї ь г 8І
(рио. 2 .2 ) , осі яких паралельні, а початки координат (точки «

2 .1 .1 .2 . Метод перетворення координат

2 .1 .1 .2 .1 . Матриця перетворення координат



04 1 0 4> ) не збігаються). Початок координат системи 0 ^  Х^
!(,• збігається з початком координат системи 0 о Ха ї а £ а. 

але осі цих систем повернені одні відносно одних.
Радіус-вактор точки Р у системі координат 0 а Ха Ча 2 а 

дорівнює
г(а> = ї + 5 г“ ’ + к а г (,а) . (2 .26)р о р* а а  рі

РадІус-воктор точки Р у системі координат 0 ^  X 7 ^  
подамо у вигляді_ проекцій на осІ_цІсї системи.

Оскільки = і^ . ,  ̂  ̂ = І  І К 8 = , то

г ~ * 1§}а % ч + Ч * а г Кі
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є*
(6і) ,(а> .(.а) ї  „(а)

* Ш а г 7ч +П Каг'г";

(2.27)

(2.28) 

(2.29)гХ  -  Я І 1 а <  + + Ч  * а  г<е і .................
що рівнозначно повороту системи 0 а Ха та І а проти напрямку обер­
тання годинникової стрілки ДО суміщення І з  системою 0g.Xg.Yg.Zg. 

Для переходу від  системи координат системи
0 . X^ У4 І , скористуємось паралельним переносом:

г Ш _ г І П ^  г « ')  .
*ї  Ру. « у /  Ру

Тоді

Л . ї  г 1®1 Л . і  2~
Рх о СІ РX о м Сі Р

,(*)

6 6 '

» ‘- ’ ♦ ' . « д Т ’ Ч « 'О сі Р 2 . Ь б X

(2.30)

(2.31)

(2 .3 2 )

(2 .3 3 )

(2 .3 4 )

* Е * * Л С . * * , К * 7 Г 1* Г ' : “ •* ’
Для одоржяння квадратної матриці‘додамо до рівнянь

^Використання квадратних матриць спрощує перетворення коорди­
нат множенням матриць ‘



(2.03) - (2.3Ь) тотожність 1 = 1 .
Т<.ким чином, у матричній формі маємо

д ьха Ш5% а С05,Рх , £а Ч«'* ' <

- “ ^ у в Х а X %
2<6) С05^гбХа М а *»«*а Ч в ' г

7>с о)

1 0 0 0 1 ' 1

У компактній формі матричне рівняння набуває вигляду 

,ргЛ)
Ло

А. =Ь(л

№6**Лха “ » . і » . “ Ч « . Ч Г х

М 5% * а “ V .

а05' ^ х а Ч в ',

0 а 0 1

(2.36)

(2.37)

(2.38)

матриця перетворення координат. "
З виразу (2.38) можна одержати матриці різних кінематич­

них пар, наприклад, матриці обертальної КП ппятого класу при 
обертанні- навколо осі ?  (рис. 2 .3 ):

Є С05^|уі 0 0

С03^|Хг С05фи и_ 0 0У.Уг 
0 1 0

0 0 1

(2.39)

Рис. 2.3
Матриця поступальної кінематичної пари п"ятого класу 

вздовж осі X (рис. 2 .4 ):
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2 .1 .1 .2 :2 . Приклад І . Кінематичне дослідження основного* 
кінематичного ланцюга просторового механізму робота з і ступе­
нем рухомості \Х/ = 3 (рис. 2 .5 ) .

Нехай відомі відстань

106 ' Ловхиня 
узагальнені координати
І &0(О
ірь г ( і )  • Необхідно знай­

ти координати, швидкість та 
прискорення точки К охва­
ту, напрямок схвату, його 
кутові швидкість та приско­
рення.

Запишемо умови переходу 
послідовно від  системи коор­
динат СХа ї і г 5 до системи 
координат ОХ0Ї 0 Ъ .

Перехід від  системи 
(СХаї 5 2^ .до системи СХгУг Нг

2 (гі = В 7. с р ° г з  с р
ІЗ)

Ш%е*1д ВІД системи СХгУг 2 г до системи ОХ, V, 2 ,

С - П « г “ )в- п , а в й г

(2.41)

,(2.42)

ЧЗоиовкиЛ кінематичний ланцюг -  уе'кінематичний ланцюг меха­
нізму робота 8а влнятіюм приводив.



(2.43)
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Перехід від системи ОX,У, г , до системи 0Хої о 2 о:

і <о) 8°оі ®оі ^іг р

8 «р

м<0) г
•г „ 0

г ‘0) і г (і) * Ьдр

6«=.

Р
&ДС
1

і
г

V

Матрицю В01 « Вт , тобто мгтрицв В0,,. можна 
транспонуванням матриці В10 ; В,г і - 6 « ’ де

с о $ ^ ,х 0 с о б '?  х*ІДі1
0 со зЧ ’,о-З ІЛ <Р І 0 0

0 5ІЛ % 0 СО5Ч»,0 0

“ » ї м .  “ * « . « .
0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0

1
1 0 0  0 С05<?« 0 5ІЛ^ 2

■
0

0  1 о  і вс л т 0 1 0 0
В *

0  0 • ^ в о • зг - 5 і П ^ г 0 0

О О 0 1 0 0 0 1

Здійснивши підстановку (2.44) -  (2.46) у (2 .43 ), 
док множення матриць дістанемо

(2.44)

одержати

:(2,45)

(2.46)

внаслї-
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ч(0) ^вс ^®?%0 ~ (Ьрр + Ь5с)ЗІП'Р(0

г (°)
а 1в с ьіп% 0 5іп4>5г+ { і яр  + і к )соі%0

-,«»
‘-р . Ь» « » Ч Ч а  *
1 1

(2.47)

або

‘-Р* = ~ ( ^»Р + ^ ьс)®*^^>|0 >
■̂р ~ ^вс, ^Ш 1?зг + ( Ї-Вр '*' ^-ас ) с0^ ю  *

і (0)
* ^ВССЙ3^32 + ^10

. Швидкості точкиР визначають, використовуючи диференціюваш- 
ня за часом ї ї  координат:

< ’ - ї ?  ; ^ 0>РХ рл р'і
, 10)

' гї
и_ = 2_  ;р2 рі

* ,  * У с С ’ ) ! ’ ( < ’ ) г >
прискорені«^- . {о).

(2.48)

чх/ = г г ' ,
р* Рх

\х/ « ЯГ. VI/"  • О і

да1“’ .;У(да»')! .(да“ >)> * (да“’ )г
О

(2.49)

Напрямок схвату (ланки Б Р )  визначимо другим рядком мат­
риці Вт або другим сховпцек матриці В0( :

С 0 5 ^ , ^ =  СО5Ч>,0 , (2.50)

с°з ^ |2о * 0.
Кутову швидкість со3 схвату знайдемо як швидкість складного 
руху ланки 3:

. Й 3 »=сош т й 3 2 - Ф 10ё 1 + Ф525 г>
де ё ,  І  ё г -  орти осей обертання (рис. 2 .5 ); 
або

(2.51)
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де

< е(0)°1Х е<0)
О )»3 ^ 4 е& е10>"і Є?гч

е 0> ріо)
с ги

У12 '

Тоді

-1 0 ) (0 )
■

Є 1Х 0
Є' г х _ 5 І Л ^ 1 0

рС 0)

%
3 0 » е <о)

г Ч
г= Ь 0 5 * Р ,0

р і о )
в 1 ї

1 р  10)
с г г

' 0

(О)

10'

в 9 »«Є05* « ’ 
(л)(0> -Фїг  10 >

О), # г ч- Орг 
зг ’ ю

(2.52)

(2.53)

Проекції кутового прискорення по осі нерухомої системи 
координат:

с (0)
ь зх
С (0)

- Ф і2 5 іа ф ,о -Ч ,5г4,,0 со5ф|0 ,’ !0

. (о )  

; 5*

'Ю
Ф11 її

5ІпФю ' (2.54)

е а -  * се*« )*-.
2 .1 .1 .2 .3 . Приклад 2 . Кінематичне дослідження просторово­

го механізму зі ступенем рухомості \К' = І (рис. 2 .6 ) .
Дано: Ф(0(О  . розміри £ дв = • вс -*1 ’ ^ь- '

Е . Необхідно визначити положення всіх ланок механізму та 
окремих точок ланок, а також швидкості та прискорення ланок 
та ї ї  окремих точок.

Палець кінематичної пари В належить шатуну І знаходить­
ся в площині, перпендикулярній до л ін ії ВС . Вісь кільцевого 
прорізу, що належить кривошипу, спрямована вздовж л ін ії А В , 
яка перпендикулярна до осі обертальної пари 0 .
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Початок нерухомої си­
стеми координат АХ0Ї 0 20 
приймаємо в точці А . Вісь 

осі 
вісь

А г 0 спрямуємо по 
обертальної пари 0 
А X 0 - паралельно осї по­

ступальної пари С . На­
прямок осі А ї0 визначаєть­
ся з умови одержання правої 
системи координат. Початок 
системи координат X, У,, 2, 
шо зв'язана з першою лан­
кою, приймаємо також у 
точці А . Віс ь  А£, 
збігається з віссю А 2 0 . 
вісь АХ, спрямована 
вздовж ланки А В . Поча­
ток системи координат 
X | У | 1 \ , яка також
зв'язана з першою ланкою, 
розмістимо в точці в . В і с ь  
В І' паралельна осі А ,
В У,' паралельна осі А У,

Осі АХ, І ВXі, збігаються, вісь 
Початок системи координат 

яка зв'язана з-другою ланкою, вибираємо також в
ВХ? -

Х*У,Гг
точці В . ВІсь й І г має напрямок по осі пальця, а вісь 
по ланці ВС . Кут між осями Ві\  ї  ВІ г -  кут нутації 0 г, 
розташований в площині г 1, В2 г , відраховується від осі В І ' 
до осі В гг (проти обертання годинникової стрілки), якщо диви­
тись з додатного напрямку л ін ії  вузлів, яка збігається з віссю 
В X . Кут між осями ВX*, І 8Хг -  кут чистого обертання ‘ї>г( , 
розташований в площині Х)ВХг , відраховується бІ д л ін ії вуз­
лів (від осї Вх', ) по осі ВХг (проти обертання годинникової 
стрілки), яюпо дивитись з додатного напрямку осі В £ г .

Розімкнемо сферичну папу С і олержимо два лезамкненї 
кінематичні ланцюги: перший складається з ланок 0 І 5 ;
другий -  з ланок 0, І ,  2. Знайдемо координати точки С. у нору-
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Хомі Я системі координат Х0У0 2 0 для другого ланцюга та при- 
рі чіюе о їх  до значення першого ланцюга.

Запишемо рівняння переходу від системи координат ВХгУг2г 
до системи координат АХ0Ї 0 2 :

5<°> _ а п о
” Воі V  ^ | 'г с , (2.55)

І г
Цю)

С, =
і *
to

«(г)_
• c t  ~

0

0
; во;=

1 1
•

C05f10 -S L n f I0 

S tn  4>t0 tos^;10

0

0

0
0

0
0

I
0

' і 0 0 1, exista, -51ЛФг1 0 0

п „ - 0 1 0 0 ; В* «
cos 0гі біпфгі COSÔj, COSfg, ~ s in 0 21 0

0 0 1 0 т г bin 6г,ь іп 9 гі StneüjCOS'fj, tO S0î( 0
0 0 0 1 0 0 0 0

Виконавши підстановку y формулу (2.55) î  множення матриць 
матимемо

До)X с = 3So= tjeos^cos^-tjOee^ln^siriV t,cosf10> (2.56) 

у ‘0> = t3 = tgtos 02) sin*f10 + Ігсх>5 0г, 5ілФг, cos 1 1, аіп У ,0, (2.5?)

z ?  = ^ о = ^ ь і п 0 г)5 и і¥г | . (2.58)
З одержаної системи трьох рівнянь знаходимо кути

Є « .* а , C * S W-
Так, з виразів (2 .57 ), (2,58) за методом повороту системи 

координат АХ0У0 20 проти руху іодинниковоІ стрілки на кут *Р)0 
маємо: .

(2.59)t 3 COSlFt0 = І г СО5 0г1 біпЧ’г, }■

*Матриця В,,g одержана за відомими співвідношеннями між на-
сІІ Ч*.

хіаірпц/1 р їй идортапа оа ох дипіпиш vtu вш  дшишоші/ипл мха  па

прямними косинусами та кутами Ейлера, якщо кут прецесії. ^ г |с0
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(2.60)

5111%,=
£гаСД5г % пг 1 гп9_

І-.
(2.61)

Формула (2.61) лве два значення % , , то в ід п о в за т ь  
двом можливим положенням ланок 2 1 3  при тому самому положенні 
ланки І .  Для вибору чверті, до якої належить кут Фг( , можна 
побудувати схему механізму в початковому положонні.

Після визначення % ( знаходимо Вгі 1 . Координати
точки 5г шатуна в системі координат ЛХ0Уо г о

5 " г’ - В а ,п „ .  В , г 5 1, ї . (2.62)

звідки 
,(0) = ^ 5гх= ^55гС-°5%,с-05ЧІ)0_ ^в5гС05бг|5ІЛ11,г|іІЛІР10'*-?,605%,(2.63)

<2-65>
Визначимо швидкість ланок та окремих точок ланок. Абсо­

лютна кутова швидкість другої ланки дорівнює

. 10)

оо. й) + ц / 9) 10 т ^ 2 1 а ™ . е , 0Ч Р „ .Є „ е г, « ІЛ ,,< 2 -« 6 )г "  іо ~~ гі гі
де й |0 -  кутова швидкість першої ланки відносно нульової;

<  -  кутова швидкість другої ланки відносно першої при обер­
танні навколо осі ВХ1, (рис. 2 .6 ) ; й )^ ’ -  кутова швидкість 
другої ланки відносно першої при обертанні навколо осі ВІ г ; 
е і0 , ЄХ( , Є гг -  орти векторів кутових пгаидкостеЛ.

Звідси в проекціях на осі АХ0Ч0 Д0 маємо

О)<0>гх 0 соа^о

ц)(0)
гІ

= 0 <і> Т  '10 ®гі +
С0(“> 1 0

гг » ,

$ іа %  5іп0г( 

-созіР,о5 т 0 г,

СО5 0,'г і

гі (2.67)

тобто
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а )2х - 8 г,со5*10 + 4>аі5іп»?10&гпЄгі,

(0)
^ г у  = 8 г,5Іл^ о- ^ г і “ ^ ю 5Ігг0г,>

со‘°> +Ф соьв,..гг 4о гі “ гг 
У проекція* на осі ВХг Уг 1 г

( 2 .68)

(2.69)

(2.70)

або

с о ( г ) Ь і л  4* 2 , ь і п б г і с о в  4 ^ , 0
2 х

с о <г)
гЧ

3 с о е  Фг1  ь і ц 8 г1 ф  +  
3 10

-  з і л  ? г , 0 « +
0

ш (г)
г г

СОЭ 0 г ( 0 1

» .

(2.71)

= *,о 5ІЛ%І 5іп вг, + ёг> 5С?г. •2Х 10

Ы гу = *,о “ 5% іьіп  бл " 0г іь іп * «  •

Швидкість точки С у проекція* на осі АХ0Уо г с дорівнює: 

. * « • * ? *  С ‘^ Г - 0 ;  1 > ї ї ' . * ? * 0 .  (2.75)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

сх
Відповідно

_ у -
” х в ' “
= ї “» * 'в

-  Ф,0 , 

Е',СО10СО5 4і0 ,
(2.76)

ТУ“ ’ :Вг = 0 ;

_ у (0>
~ 91 " , ^ , 0 &ІП̂ 10>

.  у (0) ='зі А̂В| <Ло
(2.77)

^ і г 1" 0 .
Ь2 шатуна визначимо за формулою

и 5 г =ггв + й г * р 65г, (2 .78)
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або

V * . '

або

1 І к Г і К

со<0) со І0) ос1“1 = п  + С0‘С> с о 10) СО<0)гх г* гг и в гх а* гг

р (0) р б̂ р Г
' у(0> х со, у(о).усо> 2<о)^

* ч г Вг В в

(2.79)

.ЛО) 10) ДО) , (О) Т С0)\ СО)/ Со) Со)\
Ч к  = ігвх .* “ >**(> * - г в ) * “ „ и и - ї »  ),

СО)

1Г(.0) (О)' (0) , СО)
= %  тЦ)г г <Х5г- Х(Г) - ^ г х  С^г - Г Д  (2.80)

(2.81)

'5 г г  “ 6г ’ ‘" г *  4 1 5г 1 в . '  "  5г ”  в
Визначимо прискорення ланок та. окремих точок ланок

І СО) 
гх

;Сг)
-'гх

№

\У.

(V

Со)
сх

СО)
вх

СО)
51Х

. (0)
* и> ,  ; гх *

е(0) с  .  -
га

• (0) СО. ; 
г* *

рСО)
ь гг ~

■ со) 
^  гг і

• <г>
= (̂ г х і

о іг> 
° гі  :5 *4) гу »

сСг) 
с гг ‘

• Сг) 
^ г  ш1

= т>(0) ■, сх * \х/10)w cy = і>(0) ■ > С • С

= іг<0) •ивх »■ w (0,
«а %  * < * с

= 7И0) ,£1Х 51У
л,со)

■ " V <
,у(о) » І/5іг

або

Прискорення точки 5г другої ланки;

^ 6 + £ а к р в5г + Й г х(СОг « р в5г) ,

(2.82)

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2 .86)

і ' І к

е <0) 6<0> 610)
гх г * гг

СО) _ уСО) -< О 1 -< О О і'"

Вг 8 5г В ' *2 . 1

+ а)г^°г' Рй$г) 'Р ьч^г  '

(2.87)
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У проекціях на осі АХ0У0 2 0 :

(2.В8)

гг (2.89)

ш ' Ж Ч С - С Х Ю Ч ^ Ю І

+ ш ,

одержимо:

< = < ’ -  е ї ї  С С - - С ) -  о с - с >  ю с  - к ’ь

іавчи

4.  - « с  (х г -х ? )« -5 № л " ) * < и ї  - о .
шо:

< > £ 4 *  ( ^ « и ї ^ С К  -4-«{ 0 С - хГ ^ 2 .9 і  )

« £  ■’< ♦ « 2  -  О  -  ^  ( х 2  - X « )  4 <  ^  -

-  сог ( і <0) -  2*0))
* и »* Ь >■ (2.93)

2 .1 .2 . Векторно-графічний метод 

2 .1 .2 .1. Основні положення
Кінематичне дослідження починається з визначення положень 

ланок механізму. Схематичне зображення механізму в масштабі 
довжин К ^[^/м м 1 називається планом механізму.

Для побудови плану механізму необхідно знати розміри ла­
нок. координати осей нерухомих шарнірів, положення осей посту­
пальних пар та початкової (вхідної) ланки або початкових (вхід­
них) ланок механізму. Побудову плану механізму показано в під-



розд. 2 .1 .2 .2 . План швидкостей та прискорень <■ наслідком гра­
фічного розв’язку  векторних рівнянь, записаних для визначення 
швидкостей та прискорень.

Утворення векторних рівнянь базується на положеннях плос­
ко-паралельного руху твердого тїлй І окладного руху точки.

Якщо дві точки належать одній ланці та знаходяться на від 
стані 1 дв одна від  одної (рис. 2 . 7 , а) ,  то векторні рівняння 
для швидкостей та прискорена мають вигляд:

\  1 < г м >

4?

К л ' К . ’ «•*)
де ^ вд = <о.АЄ.6А -  швидкість руху точки В навколо А;\Л^Д \Х/^ 
нормальне І тангенціальне прискорення у відносному обертально­
му русі точки В навколо точки А ; 60 1 £ -  кутове швид­
кість ї  кутове прискорення ланки.

и м

Л* - Н -
£ „

а
Рис. 2.7-

Якщо дві точки А, І  Аг належать двом різним ланкам, ию 
утворюють поступальну пару 1 в даний момент часу збігаються 
(рис. 2 .7 ,6 ) ,  то векторні, рівнянім для швидкостей 1 прискорень 
мають вигляд

ггдг = * VА1 ' азаі » (2 .9 6 )

WAг = W д  ̂+ Wдr д ^ W дггAI , ( 2 . 9 7 )

Д? ^ Агд, -  швидкість поступального руху точки Аг відносно 
точки А, ; У!/“ *, -  прискорення Коріоліса точки Аг відносно 
точки А, ї М“ г 3 2и),1)дгд, ; \Л'дгд1 -  прискорення Посту­
пального руху АІо4ка А г відносно точки А .



Побудова планів швидкостей І прискорень для механізмів 
другого класу з V/ •= І виконується у такій послідовності:

• І .  Структурним аналізом установлюють кількість І  послі­
довність приєднання структурних груп. Виділяють точки приєд­
нання та середні точки кожної структурної групи. Середня точ­
ка структурної групи першої модифікації збігається з віссю 
обертальної пари, що з"сднус ланки групи, а точка приєднання - 
з осями зовнішніх кінематичних пар. Точку приєднання структур­
ної групи другої модифікації в поступальній парі вибирають на 
напрямній, шо збігається у даний момент часу з віссю оберталь­
ної внутрішньої кінематичної пари. Середню точку структурної 
групи третьої модифікації вибирають на напрямній, шо збіга­
ється з віссю зовнішньої обертальної кінематичної пари, І т.п.

2. Знаходять швидкості (прискорення) точок приєднання 
структурної групи,першої у послідовності нашарування. Швидкість 
(прискорення) точки приєднання до початкової ланки визнзчають 
за заданим законом його руху. Швидкість (прискорення) точки 
приєднання до стояка дорівнює нулю.

3. Визначають швидкість (прискорення) середньої точки 
структурної групи, першої у послідовності нашарування. Для цьо­
го відносно точок -приєднання групи складають векторні рівняння, 
які Р9зв”язують графічним методом.

4. Знаходять швидкості (прискорення) точок приєднання 
структурної групи, другої у послідовності нашарування. Якщо ця 
структурна група приєднується до ланок структурної групи, пер­
шої у послідові.ості нашарування, то швидкості (прискорення) ї ї  
точок приєднання визначають методом подібності. Якщо ця група 
приєднується до однієї з ланок попередньої групи І до стояка, 
то швидкість (прискорення) точки прйєднвння до ланки поперед­
ньої групи визначають методом подібності.

5 . Визначають швидкість (прискорення) середньої точки 
.структурної групи, другої у послідовності нашарування. Для цьо­
го відносно точок приєднання групи складають векторні рівняння І 

графічно їх  розв'язують ї  т .п . .поки не вичерпаються усі структур
НІ групи.
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2 .1 .2 .2 .  Побудова планів механізму, швидкостей 1 прискорень

Побудову плану механізму розглянемо на прикладі механіз­
му стабіл ізатора літака 
(рис. 2 .В) ,  ступінь рухомос­
ті якого дорівнює ОДИНИЦІ.
Даний механізм складається 
з основного механізму (лан­
ки І ,  6 ); структурної групи 
другого класу другої моди­
фікації (ланки 2 , 3 ) ,  пер­
шої у послідовності нашару­
вання; структурної групи 
другого класу першої моди­
фікації (ланки 4 ,  5 ) ,  дру­
гої у послідовгості нагаару- 

■вання. Довжина ланок І 0 А  ,
Р £ £ І

кут ^ , коордигати осей нерухомих ширнирїв
ВІДОМІ.
Положення ланок механіз­

му визначається заданим поло­
женням поршня у гІдроіллІн- 
дрі (відстанню £ (.■(:)).' ,
Розв'язання виконуємо у та­
кій послідовності. Признача­
ємо масштаб плану механізму 
Кь м/мм, вибираємо систе­

му координат УОХ 1 вста­
новлюємо положення нерухомих 
осей шарнірів 0,С 1 Е,
(рис. 2 .9 ). Визначаємо від­
стань

= ^РЦ +  ̂Е,Р (■*)-.
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Рис. ■2.8

Рис. 2 .9

Для першої у послідовності приєднання структурної групи 
(ланки 2, 3) положення зовнішніх точок С І Ег відомо. Точ­
ка Ег належить до другої ланки І збігається з точкою £ , ци-



ьо
ліндра у даний момент часу.

Положення внутрішньої точки В знаходимо методом зас і­
чок, 3 то ки С проводимо дугу о£оС радіусом С.Б = *'с% £ •

У точки Е, проводимо дугу радіусом = . На
перетинанні цих дуг маємо точку Б .

Відрізок ВЕ визначає положення ланки 2, відрізок БС- - 
ланки У. Побудувавши трикутник БСВ , знайдемо положення точ­
ки В на ланнІ 3. Положення внутрішньої точки А структурної 
групи, другої у послідовно’стї приєднання, визначаємо також ме­
тодом засічок.

З точки В радіусом ВАг^ВА/ к проводимо дугу £5  , а

> точки 0 радіусом А0 = '̂А/'к £ -  дугу 08 . На перегинанні

цих дуг маємо точку А . Відрізок А В визначає положення лан­
ки 4 , відрізок АО - ланки Ь.

Аналогічно будують положення ланок механізму для Інших 
послідовних положень поршня. Для знаходження траєкторій точок 
визначаємо ці точки на ланках механізму у різних Його положен­
нях І з ’єднуємо ЇХ плавною кривою (наприклад, дуга АпАк -  
траєкторія точки А . див. рис. 2 .8 ).

6  £

Рис. 2.10
Розглянемо для цього механізму (див. рис. 2 .9 , 2.10) побу 

дову планів июилко ■ гой та прискорень. Величину швидкості Т/ 
поршня відносно циліндра вважаємо заданою І стадою.
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Швидкості зовніш ніх  точок С І Ег структурної групи

(ланки 2, 3) дорівнюють и с = 0 ,  и Ег = Ув< +
оскільки ІТ£1 = 0, то ^ Е ,=  К в ,

Є» Е , Але

Щоб визначити швидкості точки Б -  внутрішньої точки 
груг.и, першої у порядку нашарування,- запишемо векторні рівнян­
ня відносно зовнішніх точок ц ієї групп:

(2.9В)

* * * %  + * в с -  (2.99)
Вектори 'УВЕ І -  швидкості обертання точки Б

навколо точок Ег І С . Тому 1ХЬЕ перпендикулярна до І)Ег , 
в 17 ££ — до БС •

Розв'язуємо графічно рівняння (2 .98), (2 .99). Вибираємо 
масштаб плану швидкостей

К у = ^ г / ( р е г) Г гЬ м Ь

де ( р е г ) -  відрізок, то зображує швидкість точки Ег , який 
приймають таким, що дорівнює 8 0 . . . ІШ мм.

відкладаємо на кресленні з вибраної точки р (полюса пла­
ну швидкостей) відрізок ( р е г ), який мас той самий напрямок,
ЩО Й ШВИДКІСТЬ ІРЕгЄ, (лив. рис. 2 .1 0 ,б). Із  точки Єг прово 
димо пряму, перпендикулярну'до ланки ВЕг ,а  Із точн-* С . то 
збігається з полюсом, - пряму, перпендикулярну до ланки БС . 
Точку перетинання цих прямих позначимо літерою с! . Відрізок 
( реї ) (рис. 2 .10,6) у масштабі Ку відбиває швидкІоь точки 
Б . = (рсі )К, .

Швидкість точки & ланки 3 можна знайти графічним розв’я ­
занням векторних рівнянь (2.100), (2.101) (див. рис. 2 .10 ,6):

V» (2.100)

^ 9  = т>д, + т ; 8„ .  _  _  (2 л о ї )
Але оскільки швидкості V .. , Т7 І V П‘’рпеядику-

лярні, відповідно , до 88 . 6Б  І БС , то сторони трикут­
ника ССІЬ на плані швидкостей також перпендикулярні до стор ін



трикутника CDB на плані механізму, І ці трикутники п од ібн і.
Ці лдкІ сті точки В можна знайти, побудувавши на в ідр ізку  (dc) 
трикутник соЬ , подібний до трикутника QD8 , з однаковим об­
ходом сторін; U 8 = ( p b )  Kv . Матод подібності рекомендується 
використовувати,- коли відомі швидкості двох точок ланки І не­
обхідно знайти швидкості Інших ї ї  точок.

Кутові швидкості ланок групи:
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І Ї вЕ2 (сіег)к у
2  ̂DEj '  СБЕг )Ке ’

V dc (сІс)Ку
з ~ р

с ЬС (DC)Kt

( 2 . 102)

(2.103)

Щоб знайти напрямок кутових швидкостей, необхідно в думці 
перенести вектори швидкостей і  "О'ис у  Т0ЧКУ о  І роз­
глянути рух точки В відносно точок Ег І С . Кутові швид­
кості сог І СО5 мають напрямок, протилежний обертанню годин­
никової стрілки (див. рис. 2 . 1 0 , а ) .

Для визначення швидкості точки А -  внутрішньої точки 
структурної групи, другої у послідовності приєднання, -  запи­
шемо векторні рівняння відносно зовнішніх точок В І 0 гру­
пи:

V , - * . ♦ * . . *  (2.104)

и д 55 V о + ї ї  до . (2 .1 0 5 )
Вектор й АВ перпендикулярний до ланки А 6 , вектор Т>А0 

до ланки ДО . Графічне розв’язання рівнянь (2 .1 0 4 ) , (2 .1 0 5 )  
подано на рис. 2 . 1 0 , 6 .

Кутові швидкості ланок групи:

со.

'Wab (ab)Kv ,
АВ (АВЖе.

Vao (ро)Ку
£-ДО

О<

(2.106)

(2.107)



Щоб акайти напрямок кутових швидкостей, нзобхІдно в думці 
перенести вектори швидкостей 1ІАв І І І А0 у тичку А І роз­
глянути рух точки А відносно точок В І 0 . Кутова швид­
кість С04 мас напрямок обертання годинникової стрілки, а куто­
ва швидкість сОд-напрямок, протилежний обертанню годинникової 
стрілки (див. рис. 2 .1 0 ,а ) .

Розглянемо побудову плану поискорень.
Прискорення зовнішніх "очок С , Ег структурної групи 

(ланки 2 , 3 ) :
V/ с = 0 і (2.106)
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W, (2.109)= WEi + WeCOe + W e e  , ,г_ і е г Ч  сгс і
W | с -  прискорення поршня відносно циліндраде W£) = 0 ,  »» £гЕ( - ■

також дорівнює нулю, тому шо іт | Е «.const.
Тоді WE = WE°E) , тобто присгсорення точки Ег дорівнює 
прискоренню КоріолІса, модуль якого

W
сог _ 2 u ) V e .  . 2 (Ое?)(рег)К
^  ( В Е г ) К е

, сог

(2 .ПО)

Напрямок вектора WE Е одержимо, якщо повернемо на 
90° вектор відносної швидкості й Е Є| у б ік  переносного руху 
ланки 2.

Для визначення прискорення точки П -  внутрішньої точки 
структурної групи, першої у порядку нашарування,-запишемо век­
торні рівняння відносно зовнішніх точок Ег та С групи;

+ (2 Л И )

с + К с  + ^ І с - '
_ Модуль та напрямок нормальних відносних прискорень 

І відомі;

.  (ОЄг)г Ку . (сіс)г К*
. * єг "  ЄІ)Ег '  (ИЕг ) К е ' *с“ Є£с " (БС) Ке

де (сІег ) І (с(с) -  відрізки плану швидкостей (див; рио, 2 .10,6)



( ПЕг ) І (БО)  -  підрізки плану механізму (дми.рис. 2 .1 0 ,а).
' , Прискорення \Х/^Е, спрямовано паралельно ланці БЕ г ме­
ханізму, від  точки Б До точки Ег , прискорення -  па­
ралельно ланці ВС, _механІзму, від точки Б до точки с  . До­
тичні прискорення І відомі за_напрямксм. Вектор

перпендикулярний до ВЕг , вектор W Eтr -  до ЦС . 
^Масштаб плану прискорень визначається так:
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К, відрізок ( р 'е 'г ) ,  що зображує на плані приско-\Уе,
( р ' е ? ) ’ '  н ^ г

рень прискорення точки Ег , приймають довжиною 60 ...100  мм.
Тоді масштабні величини прискорень М-.,- І V/" дорівнюють:І)С2 иС

Є г П Е Б г :
Щ

Р "
XX/РС

ас

Розв"яжемо графічно рівняння (2 . I I I ) ,  (2 .112).
Відкладаємо на кресленні з вибраної точки Р 1 -  полюса 

плану прискорень, -  перпендикулярно до ланки 2 відрізок р'е.'г , 
Із  точки е'г відкладаємо відрізок Є^ПІ)Е І через точку п ЮЕ 
перпендикулярно до відрізка П п р о в о д и м о  пряму, пяралел; 
ну напрямку прискорення . З точки С1 , що збігається з
полюсом р ’ . відкладаємо відрізок р' пьс 1 через точку П ьс 
перпендикулярно до відрізка р' п сс проводимо пряму, парадельн 
напрямку прискореній . Точку перетинання прямих, пєралел 
них ^ /ЕЕ І \Х/^С , позначимо СІ' . Тоді 

«/„ -  ( р ' с Г ) К у , .
Прискорення точки В ланки 3 можна знайти графічним роз 

в"язанням рівнянь:

+ * £  ; (2ЛІЗ)

<2.114)

Але положення точки Ь' на плані прискорень можна одерж? 
ти, якщо використати метод подібності.

Доведемо, шо трикутник Ь'сі'с' на плані прискорень подібні 
до трикутника ВБС на плані механізму.

Сторони трикутника Ь'сі'с' на плані прискорень відповідно 
дорівнюють:
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Ь 'с і'^ 'м -  і сі’с1 = У/вс'
К«/ ’

Ь’с’
к И/

™вв = / ( < У Ч ' * & ) г = Є 6ВУ ^ + £ ^  І

= е в с у ^ 7 + £ г3 ;

=^(«/^)г ^ а д е = ^ СМ ^ У ,

де 003 І  £ 3 -  кутова швидкість І кутове прискорення третьої 
ланки.

Відповідно

М&р - _ Мас. (
?- вв І-ог. 1 «

або -.'
(ь'сҐ) К „ _ (сі'с'ї Куу = (Ь' с' ї  
(бВЖе, ■" (БС) Кь = (ВС) Ке

Після скорочення на к ^ / к с маємо '

Ь' сі ‘ - сі'с' в Ь1 с1 
ВВ “ БС * ВС .

Таким чином, положення точки Ь1 на плані прискорень мож­
на одержати, якщо побудувати на відрізку р'сҐ трикутник Ь сІ'с', 
подібний до трикутника ЬБС ,з  однаковим обходом зторін.

Метод подібності рекомендується вживати, коли відомі при­
скорення двох точок ланки І необхідно визначити прискорення Ін­
ших ї ї  точок.

Кутові прискорення ланок групи визначаються за формулами

( Р М р Е г (п І)Ег СІ ) К ̂

г " ^ПЕг 3 (ВЕг) Кь _ ' ' і=  ~ Ьцс (ВС) Ке.

Щоб знайти напрямок кутових прискорень, необхідно в думці



перенести вектори прискорень \Х/^£ 1 \А& у точку Б І роз­
глянути рух точки Б відносно точок Ег І С . Кутові приско­
рення 2 г І 2 ь мають напрямок обертання за годинниковою 
стрілкою (див. рио. 2 .1 0 ,в ).

Прискорення точки А -  внутрішньої точки структурної гру­
пи (ланки 4-5) -  знаходимо за векторними рівняннями відносно 
зовнішніх точок В І 0 групи:

+ (2.115)
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W

.w * = w u t w A> w ; 0 .
Модуль І напрямок прискорень

"  »  л к  .  . w n ,
АВ їдь (АВ) К6 ’ Л0

(2.116)

Was І <  вїдпиІ:

г У  (ор)г <  ,
І-ао ( А0 ) г Кь

де ( а Ь )  І ( ар  ) -  відрізки гляну швидкостей, (АВ) І (АО) -  
відрізки плану механізму. Прискорення Мдв спрямовано пара­
лельно А в від точки А до точки В , прискорення №Лп0 -  па­
ралельно АО від точки А до точки 0 . _  __

Масштабні величини нормальних прискорень 'Л'д& І \ < в до­
рівнюють:

Ь-п - Ш ь -
АВ к и/ Р " аоє

Wла_
K w

Напрямок тангенціальних прискорень WЛ6 і Wj0 відомий.' При­
скорення WAT6 перпендикулярно до АВ , прискорення w JD -  до 
АО . Побудову плану прискорення точки А виконано відповід­

но до векторних рівнянь ( 2 . І І5 ) ,  (2. І І6)  (див. рис. 2 .1 0 ,в). 
Тоді WA = ( p ' a ' ) Kw:

Кутові прискорення ланок Групи визначаються за формулами

л w fB ( n A6a' )Kw
- Д Г  - ~ Ы ,  к с '

Р я <г_ а (nAOa')Kw
5 ~ Lao (АО) Kt

(2.118)
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Щоб знайти напрямок кутових прискорень, необхідно в дум­

ці перенести вектори прискорень У/ДТ6 І м дт0 у точку А І 
розглянути вух точки А відносно точок В І 0 . Кутове при­
скорення £ 4 мас напрямок обертання за годинниковою стрілкою 
(див. рис. 2 . 10, в),  кутове прискорення £5 -  м. напрямок, 
протилежний обертанню годинникової стрілки (див. рис. 2. ІО,в).

Кінематичні діаграми дають наочне уявлення про закон руху 
досліджуваної тбчки або ланки механізму. Наприклад, для точки 
В кривошипно-повяунного механізму компрессора (рис. 2 , І І , а )  
будують:діаграму переміщень залежно від часу 5 & = 5 6Ш  , 
діаграми швидкості = Ц- (О  І прискорення \*/а = У(/в(і:) 
або діаграму переміщень залежно від узагальненої координати 

= 5 В (Ф, )  , діаграми аналога швидкості 5'6 = ^ ^ <Ч1, ) І
аналога прискорення 5" = 5'ї ( 4 . ) .О о

При дослідженні руху шатуна 2 (рис. 2 . І І )  будують: діагра­
му кутового переміщення у функції від^часу 4 г =4’г (і:) . .діа­
грами кутової швидкості с0г = с0г (О  І кутового прискорення 
І г = £г ((;) або діаграму кутового переміщення у функції від 
узагальненої координати Фг = ^  ( Ф,) , аналога кутової швид­
кості Ф2' * (4^) . аналога кутового прискорення Ч1“ = *?" (%).

Якщо початкова (ведуча) ланка механізму обертається з по-

2 .1 .3 . Метод кінематичних діаграм

а 6
Рис. 2 . І І



СТІЙНОЮ кутовою швидкістю а), = c o n s t ,  то співвідношення дій— 
сіг.'.т швидкостей та прискорень, а також їх  аналогів мають ви- • 
гляд: t fg *cO,S'B , W6 = u)* S ;  , и)г * u ) , ^  , Єг -  а)* «f" .

Методи побудови діаграм -для точки В І  для шатуна 2 одна­
кові . Розглянемо, наприклад, побудову діагоам 5 6 = S 6 Ct) ,

V b = VB( t)  , W8 = WB( t )  за умови, шо відомі С0А , t Aft , 
о), = co n s t .

А. Побудова діаграми 5 B = S ß (t).
Побудова діаїрами S B* S B(t )  виконується за розміченою 

траєкторією точки Б (рис. 2 Л І , а ) .  Для розмітки траєкторії 
точки В спочатку ділять коло, що описується точкою А , на 
довільно число рівних частин, наприклад вісім . За початкове 
положення приймають положення А0 , відповідне до положення 
повзуна В0 . УсІ послідовні положення позначають за напрямком 
обертання кривошипа; А, , Аг , А4 1 т .д . Для кожного поло­
ження кривошипа будують плани механізму І визначають методом 
засічок положення точок Б, , 6 г , Вь І т .д .

Наносять на кресленні координатні осі S#0 t  (рис. 2.11,0)» 
На осі Dt відкладають відрізок (ОМ ) ,  який у масштабі буде 
часом одного повного оберту кршв«#М8, тобто

Ь8

(2 Л І9)

Масштаб часч К, = ——  . Масштаб переміщення К . -  4 ОМ 5 ми
візьмемо'таким, що дорівнює масштабу плану механізму К, —  -  .ф с. мм

Відрізок ОМ ділять на таке саме число рівних частин, що 
й коло радіуса ОА . У точках І ,  2, 3 . . .  виставляють перпенди­
куляри І на них підкладають відрізки ( IIі ) = В0 В, ; (22' )  *
= В0 В2 І т .п . З'єднавши точки І ,  2 І т .д . плавною кривою, ді­
станемо діаграму переміщень &в = Б&(Ф) .

Діаграма 1УЬ = \> СЬ) будується графічним диференціюван­
ням діаграми Б в = Бв и )  , діаграма \Х/В = \А/в (-0 -  графічним 
диференціюванням діаграми V = \Ув( і )  . Але послідовне диферен­
ціювання сприяє нагромадженню помилок, І діаграма 'Л/В ='МВ( ^  
може стати неточною.



Більш точних результатів можна досягнути, якщо за даними 
планів шви; костей гїобудув&ти діаграму 1ФВ = 1Фв (і) . Потім гра­
фічним диференціюванням одержують діаграму У/В =У!/В(*) І гра­
фічним Інтегруванням -  діаграму 5 В = БВШ.

Б. Графічне диференціювання. Метод хорд.

59

Нехай дано частину діаграми 
чаткова точка кривої мас коор-

5 В j  SB (t)  (рис. 2 .12). По-

, Y, , кінцева 
координати X г

динати X, 
точка С -  

Уг . Проведемо хорду АС. . 
Середня ШВИДКІСТЬ руху точки 
В механізму (рис. 2 .1 2 ,а) в 
ІнтервалІ [ X, Хг ] визначаєть­
ся за формулами

V.Ьсер ( X e - X , ) < t
( 2 . 120)

(2.121)

Рис. 2.12
Графічно ЇЇВсер Для Ін­

тервалу ; [ Х , , Х г ] можна одер­
жати так. Виберемо нову вісь 
часу 0,1 . Від точки 0, ліворуч відкладаємо полюсну відстань 

а * ЗО ...50 мм. Із  полюса р проведемо промінь паралельно 
хорді Де До перетинання з віссю ординат. Ордината У'сер 
(рис. 2.12,б)у масштабі зображує '^ 'В(.ер. ^

Дійсно, замінюючи у формулі (2.121) на - ~
одержимо

Vі

U Y
К<

Beep СеР a K t
( 2 . 122)

де

a  К,
(2.123)
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Але середня швидкість на даному Інтервалі [ х , , Х г ] чи­

сельно дорівнює дійсній швидкості для середини Інтервалу. Для 
доведення цього скористуємось теоремою Лагранжа, яка формулю­
ється так: я к 'о функція у(х)  безперервна у замкнутому Інтер­
ес Ф І диФог-тцІйована в його внутрішніх'точках, то у цьому 
І н тервалі е хоча б одне значення X Ірис.2 .1 2 ,а ) , для якого 
кутовий коефіцієнт дотичної дорівнює кутовому коефіцієнту ХОР-
І2* х +х

Коли Інтервал [ х ь Хг ] достатньо малий, то Х = — <
тобто дотична до кривої V точці М , що лежить усередині Ін­
тервалу, паралельна хорді АС . Тоді для середини Інтервалу 
Ф = х- Кь , £>в = у.• к.& . Після диференціювання одержимо

СІФ = сіх-1<  ̂ , (2.124)

с15е = с̂ К 3. (2.125)
Поділивши вираз (2.125) на (2.124), маємо 

.  , _Кь_ ,
СІ Ь СІХ К1

або • “

« • » * >

Порівняння виразів (2 . І2І ) ,  (2.126) доводить, що 
Таким чином, для побудови діаграми = 1Фь (ф) проведення д<к 
тичних ‘до діаграми ЬЕ * 5 (Ф) (шо досить утруднено) можна за­
мінити проведенням хорд.

Послідовність графічного диференціювання методом хорд:
1. Діаграму, що диференціюється, поділяють’на ряд Інтер- 

ва Ів. Проводять ординати.
2. Крайні точки ординат з ’єднують хордами.

, 3. Вибирають нову вісь часу 0,ф І відкладають полюсну 
відстань а  = З О ...50 мм.

4. Із  полюса проводять промені, паралельні хордам, до пе­
ретинання з віссю ординат.

5. Точки пері типу променів з віссю ординат проектують на 
відповідні середні ординати.



6. Одержані точки з ’єднують лекальною кривою 1 проставля­
ють масштаби.
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Рас. 2.13

На рис. 2ДЗ зображено побудову діаграми ' Uft = !)■ ( t )  
диференційовану методом хорд діаграми S B =

В. Графічне Інтегрування.
•

Оскільки Інтегрування -  д ія , протилежна диференціюванню, 
то графічно воно виконується у зворотній послідовності. На рис, 
2.14 показано побудову діаграми ТФВ « TTgCt) графічним Інтегру­
ванням діаграми WB =WB(t).

Послідовність графічного Інтегрування:
1. Діаграму поділяють на ряд Інтервалів 1 проводять орди­

нати. Посередині кожного Інтервалу вибирають точки, які лежать 
на кривій, І проектують на вісь ординат.

2. Від початку координат відкладають полюсну відстань а «
= ЗО ...50 мм. Точки у перетині проектуючих ліній  з віссю орди­
нат з’єднують з под юс ом променями.
4 3. Вибирають нову вісь часу ( 0 ,t  ) 1, починаючи з першого

Інтервалу, будують ломану, відрізки якої 0-1, 1-2 1 т .д . (рис. 
2.14) паралельні відповідним променям ( Р -1  , Р -2  ) 1 т .д .

4. Ломану замінюють лекальною кривою 1 проставляють масшта­
би Kv І Kt  ( Ку = Kw - K^- a) . *
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Рис. 2.14

Контрольні запитання

1. Які переваги та недоліки методів кінематичного дослід­
ження важільних механізмів?

2. Яка послідовність кінематичного дослідження механізмів 
методом замкнених контурів?

3. Як методом перетворення координат знайти швидкість 1 
прискорення точок 1 ланок просторового механізму?

4. Яка послідовність кінематичного дослідження механізму 
другого класу методом планів швидкостей та прискорень?

5. Як скласти рівняння швидкостей та прискорень для струк­
турних груп другого класу?

, 6. В якому випадку використовується метод подібності при
побудові планів швидкостей та прискорень?

7. Як за планами швидкостей та прискорень знайти кутові 
, швидкості та прискорення ланок механізму?

8. Як побудувати графічно функцію положення механізму та 
ї ї  похідні?

9. Як знайти масштаби кінематичних діаграм механізму?
Розв"язати приклади:

5г -# 5 2  ірис- 2.І5І
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механізму у заданому положенні 
( 1Р, = 90°) аналітичний мето­
дом. Дано: со, = 20 І / с ,

І 0А = 0.1 м. ЄА6 = 0,4 м. 
^ АЬг= 0.2 м.

Відповідь: 1У5г * 2 м/с.
Рис. 2.15

Приклад 2 . Визначити вираз 
радІуса-вектора г£0) (рис. 2.16) 
механізму методом перетворення 
координат.

Дано: Ч>10 . 4>г, , Єов .
^ вр *

Відповідь:

г"> = ЄЬРб £ а ^ ) + Є0&.

Література
Теория механизмов и машин /  Под ред. К.В. Фролова. И.,

1987.
Заблонсхий К.И., Белоконев И.М., Щёкин Б.М, Теория меха­

низмов и машин. К .. 1ЭВ9.
Механика арашшешщх роботов /  Под ред. К.В. Фролова и 

Е.К. Вороф>ева: 3 кв.. М ., 1988. Кн.1.
Левитский Н.И. Теория механизмол и машин. М., 1979.

2 .2 . Кінематичний аналіз кулачкових механізмів

Метод планів швидкостей та прискорень, метод кінематичних 
діаграм та аналітичні методи кінематичного дослідження можна 
використовувати І  для аналізу кулачкових механізмів.

Якщо профіль кулачка спеціальний, тобто окреслений лініями, 
шо мають просту математичну Інтерпретацію (дуги, кола, прямі



І т .п . ) ,  то у кожному положенні можна побудувати замінюючий 
•механізм, який досліджується аналітичним або векторно-графіч­
ним методами. Якшо профіль кулачка окреслений довільними кри­
вими, то для кінематичного досл!дже"ня такого кулачкового ме­
ханізму доцільно використати метол кінематичних діаграм.

2 .2 .1 . Кулачковий механізм Із  спеціальним 
профілем кулачка
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На рис. 2 .1 7 ,а зображено схему кулачкового механізму, в 
якого при рівномірному обертанні кулачка І штовхан 3 звершує 
зворотно-прямолінійний рух. Характер руху штовхана зо напрям­
ком від центра 1 до центра кулачка визначається відповідно 
профілем віддалення аЬ 1 профілем повернення Ьс . Ці профі-



лІ складаються з прямолінійної частини та дуги кола радіусом 
2, . Застосуємо для дослідження цього кулачкового механізму 

метод планів швидкостей та прискорень. Для контакту ролика . 
штовхана з прямолінійною частиною профілю віддалення заміню­
ючий механізм зображено на рис. 2 .1 7 ,б. Він утворений структур­
ною групою другого класу четвертої модифікації. Плани швидкос­
тей та прискорень для замінюючого механізму побудов?ні на 
рис. 2 .1 7 ,в ,г  за правилами, розглянутими у підрозд. 2 .1 .2 .2 .

Для контакту ролика штовхача з профілем віддалення пс ду­
зі радіусом 2 , замінюючий механізм зображено на рис. 2 .17.0 .
Він утворений структурною групою другого класу другої модифіка­
ц ії .  Плани швидкостей та прискорень для заміняючого механізму 
побудовані на рис. 2 .1 7 ,є,ж за правилами, розглянутими у під- 
резд. 2 .1 .2 .2 .

2 .2 .2 . Кулачковий механізм із  довільним 
поофілек кулачка
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Приклад І . На рис. 2 .1 8 ,а зображено кулачковий механізм, 
в якого при постійній швидкості обертання кулачка штовхяч звер-



шус аеоротіїо-прямолінїйниИ рух. При цьому дентр ролика (точ- 
к;: ,*\) у відносному русі утворює еквІдистантний (пунктирний) 
профіль кулачка.

Для дослідження цього механізму методом кінематичних діа­
грам необхідно добудувати діаграму переміщень 5 Д = 5 А(Ф)1), 
діаграму аналога швидкості 5’д = S 'д С4і,). діаграму аналога 
прискорення = БД(Ф,) штовхана, де Ч>, -  кут повороту ку­
лачка.

Для побудози діаграми .5 А =■ S АСЧ*,). виконують розмітку 
траєкторії центра ролика А у Його абсолютному русі.

Поділимо коло, описане мінімальним радІусом-вектором дій­
сного профілю кулачка, на вісім рівних частин. (Для точнішого 
д^слідження це коло потрібно ділити на 16 або 24 частини). Про­
нумеруємо ділення у напрямку, протилежному обертанню куланка. 
Через точки ділення І ,  2 , 3 . . .  проводимо центральні промені І , 
П, Ш... Застосуємо метод Ін версії, тобто надамо усій системі 
кутову швидкість ( -ш ) .  Тоді кулачок буде нерухомим, а штовхан 

.братиме участь у двох рухах: у поступальному відносно стояка І 
обертальному навколо осі обертання кулачка. При цьому точка А 
буде послідовно займати положення А', , А'г , A j на еквІдис- 
іаьтному профілі. Відстані осі А ролика від  осі 0 оберїан- 
ня кулачка, відповідно, > 0А , 0А'г , 0А'5 І т .п . Зробивши 
радіусами 0 ,  ОА' , ОА  ̂ . . .  засічки на траєкторії точки 
в ї ї  абсолютному русі, одержимо розмічену траєкторію. За розмі 
ченою траєкторією точки /\ будуємо діаграму SA * SA (ф ,) , а 
потім гра'фїчним диференціюванням -  діаграми SA =SA (Ф,) ї 
S" = 5" (.ф,) . Побудову кінематичних діаграм розглянуто в під- 

розд. 2 .1 ,3 .
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Приклад 2 . На рис. 2 .18,6 зображено схему механізму, в я» 
му при обертанні кулачка з постійною швидкістю штовхач звершує 
зворотно-обертальний рух, описуючи центром ролика дугу радіу­
сом 0, А 0 . При дослідженні цього механізму методом кінематич­
них діаграм слід побудувати діаграму кутового переміщення 
ji0iA = ]30)Д (Ф ,) . діаграму аналога кутової швидкості # од = 
= |і'0 А (Ф, ) І діаграму аналога кутового прискорення Р"0іА =

= jb" ’ (Ф ,). ’
для побудови діаграми = 0А (Ф,) необхідно розміти-



ти кут повороту іптовхача. Це зручніше зробити за розміченою 
траєкторією точки А в ї ї  абсолютному р усі. Послідовність 
розв'язання ц іє ї  задачі така. Надамо всій системі обертання 
навколо осі 0 (рис. 2 .1 8 ,6 )  з кутовою швидкістю ( — со ,) .  То­
ді кулачок зупиниться, а точка 0, рухатиметься по колу радіу­
сом 00, з постійною швидкістю у напрямку, протилежному обер­
танню кулачка. Поділимо це коло на В рівних частин (.для точні­
шого дослідження коло сл ід  поділити на 16 або 24 частини).

З одержаних точок , 0 “ , 0® . . .  радіусом ОА зро­
бимо засічки на еквідистантному проІІлІ кулачка, тобто знайде­
мо положення точки А в оберненому русі А', , А'г , . . .
Відстані осї А ролика від осї 0 обертання кулачка дорівню­
ватимуть 0А‘, . 0А'г , ОА* І  т .д . Виконавши радіусами ОА', , 
0А'г , 0А'Ь . . .  засічки на траєкторії точки А в ї ї  абсолют­
ному ру сі, одержимо розмічену траєкотрію. Кожному положенню 
осі ролика А, , Аг , А* . . .  відповідають визначені кути: 
гр>, = /А ,0 ,А 0 . = 1 т .п . За розміченим кутом р  по­
вороту штовхача будуємо діаграму ]30 А = Р 0А(4’1). а потім гра­
фічним диференціюванням -  діаграми р'аА~ ОР,)!
Побудову кінематичних діаграм розглянуто у іидрозд. 2 .1 .3 .

Контрольні запитання
1. Які методи застосовуються для кінематичного досліджен­

ня кулачкових механізмів? Ґх переваги та недоліки.
2 . Використання аналітичного методу замкнених контурів 

для дослідження кулачкового механізму І з  спеціальним профілем 
кулачка.

3 . В якому випадку використовують метод Інверсії при кіне­
матичному дослідженні кулачкового механізму?

4. Як побудувати діаграми лінійних І кутових переміщень 
для кулачкових механізмів?

Розв"язати приклади:
Приклад І . Визначити прискорення штовхача (ланки 3)

(рис. 2.19) у заданому-положенні кулачкового механізму за ме­
тодом планів швидкостей та прискорень. Дано: Сі), * ЗО І /с ,
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Рис. 2.19

Приклад 2 . За методом Інверсії побудувати діаграму
= 5 Аг (5 а, ) ктовхача ку­

лачкового механізму (рас. 2.20).

Література

Артоболевский И.И. Теория механизмов и машин. ІІ ., 1975. 
Кор.еняко А.С. Теория механизмов и машин. К ., 1976..

2 .3 . Кінематичне дослідження зубчастих механізмів

2 .3 .1 . Прості зубчасті механізми

Передача руху від  колеса І до колеса 2 або навпаки (рас.
2.21) відбувається натисканням бокових поверхонь зубців веду­
чого колеса на бокові поверхні зубців веденого колеса, При цьо­
му початкове коло радіусом & першого колеса перекочується 
без ковзання по початковому колі радіусом другого колеса, 
тобто швидкість у точці контакту початкових кіл -  полюсі зачеп­
лення Р12 (рис. 2 .ПІ) -  дорівнює

^р ,г * = (2.127)
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Рис. 2.21
Відношення кутових швидкостей ланок механізму називається 

передаточним. Передаточне відношення позначається Індек­
си вказують на номера ланок, між якими розглядається передаточ­
не відношення, наприклад: и 12 = / ш г • І іг і *=и^/и>і . Переда­
точному відношенню надається знак "мінус" при протилежному на­
прямку обертання зубчастих коліс (рис. 2 .2 1 ,а) І знак "плюс" -  
при однаковому напрямку (рис.. 2 .2 1 ,6 ). Враховуючи (2 .127), ма­
ємо

' СО, 
сог (2,128)

Крок початкового кола першого колеса дорівнює кроку почат­
кового кола другого колеса:

Рим * р * г -  (2.129)
Позначаючи кількість зубців першого й другого коліс відповідно 

Е, І 2 г , маємо 27і2*,,= 2 , р*,,, = Нг р*г. Тоді

ІШ. - і і . > або иіг = (2.130)

Фьрмула (2.130) дозволяє, якщо відомі кількість зубців коліс 
2 1 І 2 г , а також кутова швидкість ведучого колеса ( (х), ),



знайти кутову швидкість веденого колеса ( <бг ).
. Але зубчастий механізм, який складається з однієї пари 

зубчастих коліс, дає змогу змінити кутову швидкість у 4 -  6 
разів . Для одержання більших передаточних відношень застосову­
ються складні зубчасті механізми, які мають декілька пар зуб­
частих коліс.

2 .3 .2 . Складні зубчасті механізми

2 .3 .2 .І .  Рядний зубчастий механізм
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Рядний зубчастий механізм (рис. 2 .2 2 ,а) характеризується 
передачею руху від  першого колеса до другого, в ід  другого до 
третього 1 т .п . Передаточне відношення цього механізму визначя 
сться за формулою

(2.ІЗІ)

мо
Помноживши праву частину виразу (2.131) на , одержи-

,1 _ л ь .
15 Об, и)%

або
= Н іг' Ч гь '

(2.132!
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тобто передаточне відношення рядного зубчастого механізму до­
рівнює добутку передаточних відношень кожної пари коліс. Знак 
передаточного відношення рядного зубчастого механізму визнача­
ється кількістю зовнішніх зачеплень. При парній кількості зов­
нішніх зачеплень буде знак "плюс", при непарній -  “мінус".

Замінюючи у формулі (2.132) кожне окреме передаточне від­
ношення и ,г , ІІгі  відповідним відношенням чисел зубців, ма­
ємо

Вираз (2.133) свідчить про те, шо передаточне відношення 
рядного механізму не залежить ні в ід  числа, ні в ід  розмірів про­
міжних коліс, які називаються паразитними. Паразитні колеса за­
стосовують для передачі обертання з одного вала на Інший при 
великій міжосьовій відстані, а тзкож для утворення визначеного 
напрямку обертання веденої ланки.

У кратних зубчастих механізмах (рис. 2 .2 2 ,б ,в) рух від 
першого колеса передається до другого, від третього -  до чет­
вертого. Передаточне відношення цих механізмів

тому що со2 = .
Замінивши у формулі (2.135) окремі передаточні відношення и1г , 
иіА відповідним відношенням чисел зубців (рис.2 .2 2 ,б ), діста-

(2.133)

2 .3 .2 .2 . Кратний зубчастий механізм

(2.134)

Помноживши праву частину виразу (2.134) на 
жимо

(2.135)

немо
(2.136)
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Передаточне відношення кратного механізму дорівнює добут­

ку .окремих передаточних відношень, або відношенню добутку чи­
сел зубців ведених коліс до добутку чисел зубців ведучих КОЛІС.

2 .3 .2 .3 . Диференціальний зубчастий механізм
Диференціальним зубчастим механізмом називається складний 

співвісний зубчастий механізм, в якому мають місце зубчасті ко­
леса з рухомими осями обертання, а ступінь рухомості механізму 
більша за одиницю.

На рис. 2 .2 2 ,г  зображено схему диференціального механізму 
з двома ступенями вільності.

Визначимо співвідношення між кутовими швидкостями рухомих 
ланок диференціального механізму. Нехай и>, , сог , -  ку­
тові швидкості відповідно першого, другого й четвертого коліс, 
а сОн -  кутова швидкість водила. Застосуємо метод Інверсії 
(метод обертання руху). Для цього всій системі надамо обертан­
ня з кутовою швидкістю ( -  оон) . Тоді водило стане нерухомим 1 
диференціальний зубчастий механізм перетвориться на кратний 
співвісний зубчастий механізм (рис. 2 .2 2 ,в ).

Механізм, одержаний з диференціального механізму застосу­
ванням методу обертання руху, називається оберненим. Кутові 
швидкості ланок оберненого механізму відповідно дорівнюють:

и><;> = сО, -с о н ;

С0(гн) = со г -оОн ;

<  = со4 - сон •

Верхній Індекс (Н) при кутових швидкостях СО, , 0)г , со4 
свідчить, що водило зупинено умовно.

Таким чином, вираз передаточного відношення оберненого 
механізму (формула В іліса) має вигляд

~ _ _ 1 ги(н)=
'« ш <н) и)А -С0Н

(2.137)

Вираз (2.137) дозволяє визначити будь-яку з трьох кутов 
швидкостей диференціального механізму со, , син або со4 ,



задано дві Інші швидкості І  величина передаточного вІдно- 
шеря IIІ“* оберненого механізму відома. Отже, за допомогою 
диіеренціадьного механізму можна на одному валу здійснити рух, 

передасться від  двох незалежних один від одного двигунів.

2 .3 .2 .4 . Планетарний зубчастий механізм
Планетарним зубчастим механізмом називається складний 

спдоісиий зубчастий механізм, в якому Існують зубчасті коле­
са 8 рухомими осями обертання 1 ступінь рухомості якого дорів­
нює одиниці. Розглянемо дослідження простого І замкненого пла­
нетарних механізмів.

2 . 3 . 2 . 4 Простий планетарний зубчастий механізм
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На рис. 2 ,23 ,а показано схему простого планетарного меха­
нізму. Співвідношення між кутовими швидкостями ведучої та веде­
ної ланох простого планетарного механізму визначають з формули 
(2.137), дорівнюючи нулю кутову швидкість зупиненого колеса 
( О)* = 0):

У СН) _ СО), -С0Н
Ч “ 0 -  и>„ '

Тоді передаточне відношення простого планетарного механізму 
має вигляд



7ч

ц (4) = = І _ и (н) (2.138)
1Н С0Н Н '

Після зам!ни передаточного відношення відношенням 
відповідних, чисел зубців маемо

и (<)3  = і + • (2.139)
,н ^1

Формула (2.139) дозволяє аналітично визначити кутові швид­
кості син або со, , якщо задано одну з них. І величина переда­
точного відношення відома.

Для на очі! ого уявлення кінематики планетарних механізмів 
користуються також графічним методом. ЗІн складається з побудо­
ви картин лінійних швидкостей точок рухомих ланок І плану куто­
вих швидкостей ланок.

Для побудові картин лінійних швидкостей І плану кутових 
швидкостей креслять схему механізму (рис. 2 .2 3 ,а) у масштабі 
К е м/мм І задаються кутовою швидкістю, наприклад си, . На 
пряму АЬ (рис. 2 .2 3 ,6 ), паралельну площині обертання коліс, 
проектують осі обертання І полюси зачеплення коліс. На продов­
женні проектуючої л ін ії полюса зачеплення Р)2 відкладають“ 
відрізок (р ,г а ,г ) я: 6 0 ...8 0  мм, який у масштабі швидкостей 
відбиває швидкість V р точки на початковому колі першого ко­
леса, де- Ур = 00, 2 *,, , а -  радіус початкового кола.

Масштаб швидкостей К = -  —  м/емм.
• , (Р іга іг)

ІЬвидкІсть точок першого нолеса на його осі обертання до­
рівнює нулю. З'єднавши прямою точку а ,г з точкою 0, (див. 
рис. 2 .2 3 ,6 ), маємо картину розподілу швидкостей .точок на пер­
шому колесі.

Для сателіта ї г -  відомі швидкість у полюсі зачеплен­
ня Р І ШВИДКІСТЬ у ПОЛЮСІ Р  ̂ ( дорівнює нулю, тому що ко­
лесо '2 ^  нерухоме). З'єднавши прямою точку а Іг І з  Р54 , 
одержимо картину розподілу швидкостей точок для другого й тре­
тього коліс. Відрізок ( а н 0г і) зображує швидкість осі сателі­
та, а пряма а н 0н -  картину розподіл  швидкостей точок водила.

Для побудови плана кутових швидкостей приводять пряму СИ,
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перпендикулярну, до прямої АВ (рис. 2 .2 3 ,6 ).

ВІд точки 5 перетину прямих Д В І  Сії відкладають 
відрізок (51 ) = 60...8.0 мм, який у масштабі кутових швидкостей 
відбиває кутову швидкість со, першого колеса.

Масштаб кутової швидкості К .,, = ——- І/смм.
ш (ЗІ)

Із  точки І проводять пряму, паралельну а  ,2 0 , , до пере­
тинання з прямою А 5 І одержують точку р -  полюс плану ку­
тових швидкостей. Якщо тепер Із-полюса р провести промені, 
паралельні а н 6 Н І а н СІ12 , то вони відсічуть на прямій СВ 
відрізки БК І  5 2,5, які у масштабі відбивають кутові 
швидкості водила та сателіта.

Дійсно (див. рис. 2 .2 3 ,6 ),

4 * 1  с
Р і г  а і г  _  

Р і г  0 )
ш '

Аналогічно

^сХн =ц)н - ^ - ;  Ід с(г і =а)г і ^ - -

відрізки (51 ) ,  ( 5 Яі ) , ( 52,5 ) пропорційні тангенсам 
цих кутів:

(51) =. (5р)^оС,-, (ЗЮ = (5Р)1^о(н ; (5 г з ) =($Р)1д.оСа і  . 
Таким чином,

( 5 1 ) : ( З Н ) | ( 5 2 , Ь ) * ^ о ( ,  * -  сО,_ * 0>н : и) г 3  •

Відрізок (51 ) розташований по Інший бік віл прямої ЛВ , ніж 
відрізок ( 5 2 ,5 ) . Це свідчить про те, що напрямок обертання 
першого колеса протилежний напрямку обертання сателіта.

За планом кутових швидкостей можна визначити відносні ку­
тові швидкості та передаточні відношення, наприклад: 4

М г н  - ( 8 . 3 Ю К М ; и (°  = М .  •
, н  ( 5 Ь )

2 .3 .2 .4 .2 . Замкнений планетарний зубчастий механізм 
Не оте. ** "1 .п ппЦрщгптгг езнисг замкне ного планетарного
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Рис. 2.24
зубчастого механізму.

Замкнений планетарний механізм можна умовно поділити на 
дві частини: диференціальну (колеса 2 ,  , 2 г , , X* ) І
замикаючу (колеса Х Б , х 6 , Х 7 , ) .  .

Щоб визначити вираз передаточного відношення механізму, 
розглянемо кінематику диференціальної частини. Для н еї, відпб 
вІдно до рівняння (2.137), маємо

ц <н) = Ші -<^н
н  соіі- и ) н

(2.140)

Поділимо кожну кутову швидкість у формулі (2.140) на кутову 
швидкість т іє ї ланки, що прийнята за вихідну (наприклад на 
и)в ) . Тоді

.00 ^и/сОа
14 ^ / ц ) й -  Шн/ч)а

Беручи до уваги, що , С06 - из7 , одер­

жимо ц ОО _
и

1Ш.
5̂8 -І

звідки



и, иІн> ( и 5Я-|) + І.'18  1414 4 58

Виражаючи передаточні відношення у правій частині формули 
(2 .І4І) чероз числа зубців, дістанемо

77

(2.141)

11,. = ~  = 1 + 18 со«
% 2 % 4  %4 ї 'й  ї» (2.142)

^5 £5 ^7
Вираз (2.142) дозволяє аналітично визначити кутові швид­

кості и)і або а), , якщо задано одну з них 1 передаточне від­
ношення и )4 відомо.

Графічний метод кінематичного дослідження замкненого пла­
нетарного механізму складається з побудови картин лінійних швид­
костей точок рухомих ланок 1 плану кутових швидкостей ланок.
Для цього у масштабі Кс м/мм зображують схему механізму.

На пряму А В , паралельну площині обертання коліс, про­
ектують осі обертання І полюси зачеплення коліс (рис. 2 .2 4 ,6 ). 
Побудову картин розподілу лінійних швидкостей для замкненого 
планетарного механізму починають Із  замикаючої частини. Відкла­
дають, наприклад, відрізок ( а 7вр 7. ) *  2 0 ...3 0  мм. З'єднавши 
прямими точку а з точками 0 в7,І  0 1н , одержують картини 
розподілу лінійних швидкостей по ланках Е 6 . 2 7 , І 2 $ )Н .
Точки перетинання продовження цих прямих Із  проектуючими полю­
са зачеплення Р56 І віссю обертання 0 гі визначають відрізки .
( Р5б а 5б) І ( 0г5 а н ) , які виражають лінійні швидкості полю­
са зачеплення Р56 1 ■ осі 0 гі обертання сателіта. З'єднавши
ТОЧКУ а  56 З ТОЧКОЮ

і
Од , мають картину розподілу швидкостей

Продовжуючи лінію а 56 0Я , дістають картинуПО Л8НЦІ 2 : 5  • иридихулуяпп  л х  п.хл» ^ 5 6  и  5

розподілу швидкостей по ланці . Відрізок ( а 54р і1() вира­
жає швидкість точок на початкових колах коліо- 2.^ І 2 4. . 
З'єднавши точки а 3, і  а н , одержують закон розподілу ншд-

ї ь (сател іта).. Перетин прямої а  а  нкостей по ланці 2
Із проектуючою лінією полюса зачеплення Р|2 дає точку а■12
Відрізок ( ріга іа )* виражає швидкість точок на початкових колах 
коліс 2 , 1 2 г . Масштаб картин лінійних швидкостей визна­
чають після їх  побудови. Якщо відома кутова швидкість о>] , 
то .
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К = ...}УРн .. = 'г *уі )

^Ріга іг) (Р іг^ іг )
. до 2 радіус початкового кола першого колеса. План куто­

вих швидкостей для замкненого планетарного механізму будують 
« так само, як 1 для простого планетарного механізму.

2 .3 .2 .5 . Хвильовий планетарний механізм
Кінематичне дослідження хвильового механізму (рис. 2.25) 

виконується аналітичним мотодом. Зв"язок 
між кутовими швидкостями рухомих ланок 
механізму можна установити методом обер­
тання руху, тобто надавши усій системі 
кутову швидкість (~и>н).

Тоді при нерухомому жорсткому коле­
сі 1

Цгі '  0 -  и>н

Ґ і и і .

Рис. 2.25

або

і£н .  1
сог <-исн)“ гі

.
гг- г, (2.143)

Оскільки різниця зубців 5* -  2-, приймається малою, хви­
льові механізми мають велике передаточне відношення. Який гнуч 
ке колесо 2 буде нерухомим, то передаточне відношення такого 
механізму має вигляд

(г> __ г
Н1 =

(2.144)

Контрольні запитання
1. Що називається передаточним відношенням простого зуб­

частого механізму? Якими параметрами воно визначається? Як ус­
та нозлюеться знак передаточного 'відношення?

2. Як визначаються передаточні відношення рядного І крат­
ного зубчастого механізмів7 Які особливості виразу пеоадаточ-
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них відношень через числа зубців?

3. За якою формулою встановлюються співвідношення між ку­
товими швидкостями диференціального зубчастого механізму, сту­
пінь руху якого дорівнюр двом?

4. Як одержати передаточне відношення простого І замкне­
ного планетарних зубчастих механізмів?

5. Яка послідовність побудови картин лінійних швидкостей 
для простого та замкненого планетарних зубчастих механізмів?

6 . Як використати план кутових швидкостей планетарного 
зубчастого механізму для визначення передаточних відношень, 
відносних швидкостей, збігу напрямків обертання?

. '  7. Зявдчки чому хр л ьо зі зубчасті механізми мають великі 
передаточні відношення^

Розв"язати приклади:
Приклад І . Визначити передаточне відношення ( і^ н плане­

тарного механізму (рис, 2 .26 ). Дано: і ,  « 2 5 ,  %г = 50,

Рис. 2.26

Приклад 2 . Визначити аналітичним ме-

ВІдпозІдь: 0)гн = 35 1/с.

Рис, 2.27
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3 . ДИНАМІЧНИЙ АНАЛІЗ МШЙІШІВ

3 .1 . Силовий розрахунок механізмів

Силове дослідження передбачає визначення сил, діючих на 
ланки механізму. Це необхідно для розрахунків на міцність ла- і 
нок І кінематичних пар механізму, для розрахунку елементів кі­
нематичних пар на знос, знаходження потужності приводу 1 таке 
Інше.

Силовий розрахунок найчастіше виконується методом кінето­
статики, тобто крім активних І реактивних сил, шо діють на лан­
ки механізму, до розгляду беруться ще й сили Інерц ії.

0 З . І . І .  Сили, що діють на ланки механізму
Рушійні сили Гр -  це сили, що намагаються прискорити 

рух ведучих ланок механізму. Робота цих сил с позитивною 
( Ар > 0 ). Рушійні сили звичайно задаються у вигляді механіч­
них характеристик, тобто залежностей силових параметрів від 
кінематичних І часу. На рис. 3.1 наведено механічні характерно-



тики електродвигунів постійного струму з паралельним збуджен­
ням (рас. З Д ,а ) ,  постійного струму з послідовним збудженням 
(рис. 3 .1 ,6 ) .  асинхронного трифазного струму (рис. З . І ,в )  - 
залежності рушійного моменту Тр від  кутової швидкості со ро­
тора.

Механічна характеристика Тр =Тр (ц}) асинхронного елек­
тродвигуна складається з двох частин: перша -  висхідна а Ь -  
нестійка, друга -  низхідна стійка І робоча. Такі самі части­
ни мас ї ї  механічна характеристике карбюраторного двигуна вну­
трішнього згоряйня (рис. 3 .2 ,а ) .  На ш с. 3 .2 ,6  показано меха­
нічну характеристику пружинного привода -  прямолінійну залеж­
ність сили пружності Рр від  деформації пружини, тобто від 
переміщення З ,
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Ряс. 3 .2
Сили виробничих ОПОРІВ Гдд -  це сили, для переборювання 

яких призначений механізм. Робота цих сил негативна ( А $0 < 0 ).
Задаються сили виробничих опорів, як І рушійні, у вигляді 

механічних характеристик. На рис. 3 .3  наведено механічні харак­
теристики відцентрового насоса їа )  І  стругального верстата (б )’



заложи ості моменту Тв0 на роторі від кутової, швидкості рото­
ра, залежності сили Р во різання, прикладеної до різця, від 
переміщення 5 різця.

Сили тяжі ні ія й  -  це сили взаємодії ланок механізму Із
землею. Робота іуях сил позитивна при переміщенні за напрямком 
до центра землі, при переміщенні у протилежному напрямку -  не­
гативна ( Аст $ О).

Сили Інерції ланок можуть враховуватися зведенням до,го­
ловного вектора , прикладеного у центрі мас ланки, І до
головного моменту пари, сил Ін ерц ії. Головний вектор сил
Інерції

Р ІН = ~ гп\М5 , СЗ.ІІ
де гл -  маса лавки; вектор прискорення центра мас лан­
ки.

Головний момент пари си і̂ Інерції ланки плоского механізм* 
визначається за формулою

Тін =
-  центральний момент Інерції ланки;

(3.2) 

кутове Ііри-де
скорення ланки. -
Головний момент пари сил Інерції ланки просторового механізму 
зручно виразити через проекції на головні центральні осі Інер­
ц ії ланки:

"'"інх = " £ х + ( Зц ~ ^ 2 ) ^ 4  и}-2 > ( 3 . 3 )

де
ки;

Тіну = - : ^ £ *  + ( ;зг Зх)сог сбх ;

^"інг _ ' ' ' г £ г +

V ,
З*

, и)

(3.4)

(3.5)х З у ) ^ х
-  головні центральні моменти Інерції лан­

ей . £ и • £ »  -  проекції кутової
Зх
Ц)х > <-иу і ^ 2  ’ '“ х * г

швидкості та кутового прискорення на головні центральні осі 
Інерції ланки.

Крім того, при русі механізму у кінематичних парах вини­
кають, діючи на ланки, реакції зв"язків І сили тертя. У біль­
шості механізмів сили тертя малі 1 у першому наближенні не вре 
ховуються. Реакції у кінематичних парах знаходять розглядом кІ



нетостатично визначених кінематичних ланцюгів.

3 .1 .2 . Умови кінетостатичної визначеності кінематичних ланцюгів 
Із  кінематичними парами п”ятого класу

В обертальній кінематичній парі п"ятого класу (рис. 3 .4 , -О 
плоского ланцюга л ін ія 
д ії реакції від першої 
ланки на другу І?1г , 
без врахування уертя, 
проходить через центр 
шарніра 0 . При цьому 
величина реакції та ї ї  
напрямок (кут ) не­
відомі.

У поступальній парі 
(без урахування тертя) е 
пари (рис. 3 .4 ,6 ) .

Величина реакції та 
Ь , г , невідомі. Таким чином, нижча кінематична пара п"я і 'ого 
класу дас дві невідомі. Якщо кінематичний ланцюг має р 5 пар 
л"ятого класу, то кількість невідомих дорівнює 2 р 5 . Для кож­
ної ланки плоского ланцюга можна скласти три рівняння рівнова­
ги. Якщо таких ланок п ' . то загальна кількість рівнянь рівно­
ваги дорівнює Зп 1 . Отже, умова кінетостатичної визначеності 
плоского кінематичного ланцюга має вигляд

З п ' = 2р5 , (3 .6)
або

р5 = | -  П1. (3.7)

Але за формулою (З .'7) визначається також співвідношення між 
числом кінематичних пар п"ятого класу та кількістю ланок у 
структурній групі (дпв. підрозд. 1 .2 .4 ) .

Таким чином, будь-яка структурна група кінематично виз­
начена.

Умова кінетостатичної визначеності для просторового лан­
цюга мас вигляд
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п"ятого класу л ін ія  д ії  реакції І?, 
нормальною до осі XX поступальної

положення ї ї  л ін ії  д і ї ,  тобто плече
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6 п' -  5 Рб і (3 .8)

аби

Р5 = (3.9)

Із.формул: (3 .6 ) , (3 .8) випливає, що початкові ланки ме­
ханізму не будуть знаходитись у рівновазі,тому що при числі ру­
хомих ланок п ' = І кількості пар п"ятого класу р 5 = І (див. 
рис. І . І 8 ) ‘число рівнянь рівноваги, які мбжна скласти, на оди­
ницю більше числа невідомих?

5п‘ - 2 р 5 = 5-1 - 2-І = 1, (ЗЛО)

або
6 п ' - 5 р 5 = 6 - 1 - 5  » (ЗЛІ)

Щоо зберігти рівновагу, необхідно до початкової ланки додатко­
во прикласти зріьяовяжувальну силу Рьр або зрІвноважувальний 
момент Тър . Наприклад, якщо вихідна ланка двигуна з ’єднана 
безпосередньо за допомогою муфти зі вхідною ланкою робочої 
машини (виконавчого механізму), то до вихідної ланки приклада­
ється зрівноважувальний момент (потрібний момент виробничих 

перів). Якщо вихідна лайка двигуна 1 вхідна ланка робочої “ма­
шини (виконавчого механізму) з"еднан! за допомогою зубчастого 
механізму, то до вихідної ланки прикладається зрівноважувальна 
сила (потрібна сила виробничих опорів).

Проведений аналЦ показує, що силовий розрахунок механіз­
му може бути зводоний до силового дослідження структурних груп, 
окремих початкових ланок 1 оенбвнох-о механізму.

3 ,1 .3 . Послідовність силового розрахунку механізмів 
другого класу

І .  Від механІаму від'єднується структурна компонента 
(структурна група, окрема початкова ланка), остання у послі­
довності нашарування. До ланок (до ланки) структурної компо­
ненти прикладаються діючі на них (на неї) сили , в тому числі  
сили Інерц ії, а також реакції ланок, від яких від'єднано струк­
турну компоненту. Визначаються реакції у кінематичних парах 
компоненти.



2. Від механізму від'єднується структурна компонента, пе­
редостання у послідовності нашарування. До ланок Ідо ланки) 
структурної компоненти прикладаються усі сили, включаючи вже 
відомі реакції від  структурної компоненти, останньої у послі­
довності нашарування Визначаються реакції у кінемаїичних па­
рах компоненти 1 т . д . , поки не вичерпаються всі структурні 
групи та окремі початі зв! ланки.

3. Виконується силовий розрахунок основного механізму;
до початкової ланки основного механізму прикладаються діючі на 
нього сили, у тому числі вже відома реакція від структурної 
компоненти, першої у послідовності нашарування. Визначаються 
реакція у кінематичній парі, утворена початковою ланкою 1 сто­
яком, а також зрівноважувальна сила або зрівноважувальний мо­
мент.

3 .1 .4 . Силовий розрахунок плоского механізму другого класу 
з кінематичними парами п"ятого класу

3 .1 .4 .1 . Графоаналітичний метод.

Важільний механізм у-образного двигуна (рис. З ,5 ,а) 
складається з основного механізму (ланки 1 , 2 ) ,  структурної 
групи другого класу другої модифікації (ланки 3 , 4 ) , першої в 
послідовності нашарування, 1 структурної трупи другого класу 
другої модифікації (ланки 5 , 6 ) ,  другої в порядку нашарування. 
Приймаємо, що механізм мас площину симетрії, яка паралельна 
площині руху 1 в якій діють усі силй.

Діючі на ланки сили 1 моменти сил, у тому числі й сили 
Інерції, замінені рівнодіючими силами Р г , Р 5 , ,
,Р6 1 рівнодіючими моментами Т3 , Т5 . На" другу ланку діє
також зрівноважувальний момент Т5р .

Необхідно визначити реакції в кінематичних парах 1 зрівно­
важувальний момент у даному положенні механізму,

А. Силовий розрахунок структурної групи,
* останньої в порядку нашарування

ВІд'Єднасмо від механізмі' 1 зобразимо в масштабі К ^ м/м м  
структурну групу, яка складається з п"ятої та шостої ланок
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(рис. 3 .5 ,б). До ланок групи прикладаємо задані сили га момен­
ти сил, а також реакції Й 35 , Й18 ланок, від яких від'єднана 
група. Подамо реакція І?55 у вигляді двох взаємно перпендику­
лярних складових: ■ .

К55 = ^ 5П5 + ^ 5 -
Складова І?^5 мас напрямок вздовж прямої СП , а складова 
^ І 5 “ перпендикулярна до н е ї.

Визначенню підлягають величини реакцій •
І?!6 та величина І напрямок реакції у внутрішній кінематич­

ній парі групи (шарнір Б ):
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К 5 6 = . - |?65 -

Додільна послідовність у визначенні реакцій:
І .  Визначають величину реакцій Р . , для чого склада­

ють рівняння моментів відносно точки Б усіх сил, що діють на 
п"яту ланку:

1  Т Л5 = '  р 5 М е  "  Т5 + К «  ^ С В ) К Є- * ° -  ( З Л 2 )
звідки

X е а ЕзЬ.д іЧ  І.Та . (3.13)
55 ( с в > к е

Якщо при обчисленні праву частину формули (З .13) одержу­
ють з і знаком мінус, то це означає, що дійсний напрямок І ^ 5 
протилежний напрямку прийнятому.

2 . Знаходять величини реакцій І ^ 5 І £ 1(5 графічним 
розв'язанням векторного рівняння, яко виражає умову рівноваги 
обох ланок етркутурної групи. З метою спрощення подальшого до­
слідження пропонується у рівнянні спочатку записати усі векто­
ри сил, що діють на одну ланку групи (наприклад п"яту), а по­
тім на другу:

*55* К« +(:5 + ,Г6 + І?16 = 0. (3.14)

Побудову плану сил виконують відповідно до рівняння 
(3.14) у визначеному масштабі Кр н/мм. Відкладають відомі 
вектори , Р5 , Р6 _. Потім з початку вектора про

а з кінця вектора
мок вектора

І Я

Ре -  нацря-
є

водять напрямок вектора Й” _
І?16 . Перетин цих напрямків замикає план сил І  ви­

значає величини _ .,
3. Визначають реакцію в шарнірі Б графічним розв'язан­

ням векторного рівняння, що відбиває умову рівноваги однієї з* 
ланок групи (наприклад п'Ятої ланки) (див. рйс. 3 .5 ,в):

■ц, * .* »  -  * '65 =  0 .

Оскільки на плані сил (див. рис. 3 .5 ,в) послідовно відкладені 
сили, що діють на п'Яту ланку, то для визначення величини та 
напрямку вектора Й55 достатньо з"еднати кінець вектора ^
з. початком вектора .

Величина реакції у шарнірі Б  дорівнює І?е5 ? ( а с І ) К р .
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Б. Силовий розрахунок структурної групи, 

передостанньої у порядку нашарування

Виділимо з і складу механізму та зобразимо, в масштабі 
м/мм структурну групу з ланками 3 1 4 (див. рис. 3 .5 ,г ) . 

До ланок групи прикладемо задані сили 1 моменти сил, а також 
вже відому реакцію Й 5І = -  Й , 5 від  структурної група, останньої 
в порядку нашаруватія. Реакція Й г5 І Й'и  другої ланки І 
стояка, від  яких від'єднано групу, прикладені відповідно до 
шарніра А , І  поступальної шари В . Подамо реакцію 
вигляді двох взаємно перпендикулярних складових:

Й.2 5
Б  о 

■ 2 5
+ ЙТК 25

Складова мас напрямок вздовж прямої А В , а складова
ї*25 -  напрямок, перпендикулярний до н еї. Визначенню підля­
гають величини реакцій . Б »  * *25 • *1« та величина І  на­
прямок реакцій у шарнірі В :

* « 5 = “  К 3 4 -
Доцільна послідовність у визначенні реакцій така сама, як 

І  в структурній групі, останньої в порядку нашарування:
І.Розраховують-величину реакції :

1 Т 65 = - * » < АВ>ке * V  рз М е  - <*53 ^ 55к с = 0, (3.15)
• звідки

рг  „ Т34 р 5>15І<Є~^55І155К£ , ~ Т(.ч
(А8)К,  -(ЗЛ 6)

Дійсний.напрямок сили визначається знаком правої
частини формули (3 .16).

2 . Графічним розв'язанням векторного рівняння (3.17) зна­
ходять Й^5 І Й ) :

+ ІЗ ’І7)
У вибраному масштабі Кр н/мм відкладають (див.рис. 3.5,д) 

відомі вектори , Й 5 І , . Потім з початку век-
тоіра проводять напрямок вектора й ^  , а з кінця вектора
Й 4 -  напрямок вектора Йц  . Перетин цих двох напрямків зами­
кає план сил І визначає величини й ” та Й(4 .



3. Визначають реакцію в шарнірі В графічним розв'язан­
ням векторного рівняння, що відбиває умову рівноваги третьої 
ланки (див. рис. 3 .5 ,д ):
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Б"
Кгь ,.,

Величина реакції в шаригі+ !ІрІ
к ,

= 0 .

В дорівнює

"Я і  " ( И<Р " Р  '
В. Силовий розрахунок основного механізму

На початкову ланку основного механізму діють сили Рг , 
Йьг= - Й г і  , " Й іг І зрІвноважува.тьний момент Тзр (див. 
рис. 3 ,5 ,е ) . Сили Р. І І?,„ відомі, необхідно визначити І?.,,

5 с  Ы-
Т3р ’ •

Порядок розв’язання завдання:
І .  Знаходять зрівноважувальний момент Із  рівняння мом«н- 

тів відносно точки 0 :

,  і ^ о  * - Рг ЬгКь -  Ві г Нзг-Кь +Т5р* 0 ,
ЗВІДКИ

ТЧ > -р*На*Є + в * Ь»«КЄ' (З.ІЄ^
2. Визначають реакцію Й1г графічним розв'язанням вектрр 

ного, рівняння, що відбиває умову рівноваги ланки 2 (диа. рис.
3 .5 ,е ) ;

о (3 .1$)

Величина реакції дорівнює
« І а« ( К О - К Р.

3 .1 .4 .2 . Аналітичний метод
Важільний механізм насоса (рис. 3 .6 ,а) складається з ос­

новного механізму (ланки З , І )  1 .структурної групи другого 
класу третьої модифікації (ланки 4, 5 ) , Діючі на ланки сили і 
моменти сил, у тому числі й сили Ін ерц ії, замінено рівнодіючи­
ми силами , Р5 І рівнодіючими моментами 7  ̂ ,
Т5 . На третю ланку також діє зріенопажузольма сила / » Р  • 

напрямок якої збігається з напрямком нормалі' до профілів зуб­
частої пари. Домовимось напрямні кути сил відкладати від



Рис, 3.6
додатного напрямку о сІ ' йх у бік,  протилежний руху годиПна- 
кової стрілки.

Визначають реакції а кінематичних парах 1 зрівноважу валь­
ну силу .в даному положенні механізму.

А. Силовий розрахунок структурної групи другого класу 
третьої модифікації Оденка .4, 5) (рис. 3 . 6 , а,б)

Необхідно визначити в кінематичних нарах реакції і ? ^  ,
• ?5<і = " ^ 4 5  * ^15 ’ 11,1040 реакції"

Попередній напрямок приймають таким, щоб його на­
прямляй кут збІгавсд з напрямком кута ланок 4, 5.
Попередній напрямок б ^  одержують поворотом на кут
0,5 ІГ проти руху годинникової стрілки.

Величину реарІІ* б*4 Еизначають з умови' рівноваги струк­
турної групи у формі рівняння моментів:

* СТс ) Л0М>5=1с^ Р 4 + ЕС55* Р5т т4 *Т6 -  0 , (3.20)

X.
або
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См с т % 1С ^ 4

я\ о#9(Ґ4%) Г?ьіп(№%) 
звідки

і сг^ 4

<я$и Р ^ ілу , ? 5С0$)ІГ РЕ5ІЛ55 +Т4+Т5=0>

к -
М *СА

( р ^ с5і(5 І п ( ^ - ^ )  + Р5Єсі55,іп(Ч,<-а'4)+Т4 +Т5 ) .  (3.21)

Якщо права частина виразу (3.21) буде зі знаком мінус, то

Для визначення величин реакцій Ям  1 «Б1) запишемо
векторне рівняння рівноваги четвертої ланки:

ВІ  + *М + Р* + * * “ 0 - . (3.22)
Виконаємо проектування векторів сил на координатні осі X 

І У (рис. З .в .б ) :
+ К,4 СА?У ̂  + «5,005^ + 0,511) • 0.

^  5іп^  + «^ь«ЛЇ^ +Р4 6ІЛІІ4 + « 5г,5(а(Ф4 4 0(5Л) = 0, 
звідки

п_ ^ ( “ < ^ Г І ^ ) ^ , ( С 0 5 У 4  ^ІП і̂ 4) (3>23)
3*~ С05Ч, +

С  + КІ СД5іГ£  + ДД&Уа .
*в< -

•1 Л  V
Ь іп ^

Якщо

К°Ь4 < 0 . * ™ ?Гі 4
а при К5<,<0 * м  • %

(3.24)

рівняння рівноваги п"ято! ланки:

^45 + ^5 + ^»5 “
Спроектувавши воктори вил на координатні о с і, одержимо

К«5 “ 5гГ45+ Рв 6О&іГ.+(К в)*ч»0,

(3.25)



л
Кд5 ЬІП + Р5 ЬІлу5 + ( ^ 15) у  = 0,

де У ^ ’ іГб* . " 1 » Як“10 * 5 4 > 0 < 

Т < 5 = ї 54 *  * *  ЯКЩ°  * 5 4 < 0 >
ЗВІДКИ С^15 ) X = “  ( ^ 4 5 С05У45 + Р5 С05Ї5 ^ > ( 3 . 2 6 )

(К |5 )у  = - ( ^ 5  5ІЛЙ'«і-р55ІЛЗ'б)- 

Величина реакції І?15 дорівнює

К 15 = + ^ ' 5 ^ '  •
Напрямний кут вектора Й)5

агс ї ^. [ ( К, 5')у / ,  ЯКЩО (  Я Д  ^  О

% +-агс!х^ . [ ( / ( ^ і5)х] , якщо ^ 0.

(3.27)

(3.28)*

(3.29)

ментів
Плече = І АВ реакції визначаємо з рівняння мо-

5(т 'і = £ »р + Е. * + т ■ о,< ч Д/ЛС1Н4 АЬі  4 А» 54 4 (3.30)

або

До5(%+тг) 1ДІ,91а« ,  ♦?)

І?етЄО$У5̂  ^ йІП̂
^ МІД  + 7Г> Д , ьіг̂ И ^

Р*сов^ .
звідки

. АЬ п**~ Ин Ш І ва-'Г*) '
І ,

Б. Силовий розрахунок основного механізму

+ Т ^=0,

(3.31)

Необхідно визначити зрівноважувальну силу Б 5р І реак­
цію Й|ь у шарнірі 0 Ь (див. рис. 3 . 6 , в).  Попередньо напрям'
ний кут $ зрінноважувальної сили Р4р приймається $ 3р 
= 0,5ї ї -  с Д  , де оСу -  кут зачеплення.

‘ Величину зрівноважувальної сили знаходимо з рівняння

?(їо)лані*
&бо

^ Р з + ̂ 4ах̂ і +Ч а̂ 4 ьч і 04рх V 0- (3.32)
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Рі 5Іп|Гі
Цлш5і  ^ 4а5іп^

К« Ь ^ 5
^ » п * , ЦрОИІЮ* Іо^іЛіасР 

Г^ІЇьр Г ^ і р

ЗВІДКИ

Р 0̂«Д*8 ^У>~<і’>) * ̂ 43^0^й П̂̂ Г ^ і )  * д  3  3 3  )
ір " Ц р  5ІГІУіР

де '^ -О .Б З Г  . якщо ^ 5 >0.  ; Ї * - « Р 4 +0,57Г •■• , якщо 
К?5 < 0  і * якщо >0 . 1 Г"ь = ^  .
якщо Я3А<0 •

Якщо права частино виразу (3.33) -  з! знаком мінус, то
Узр * 1,51г + оС ,̂.

Реакцію І? ІЬ визначаємо з умови рівноваги ланки 3:
(3.34)

або

(*,*)* ~ -(^зр ^^зр  +рЗС05Уз +Р43і 053'аіі ’ (3,35)

(■К»)|, •  -(РзрЬі^Уїр^ рі5 й г^  + О “1? «  + к 4і а{лУ Т і ) • (3.36)

Величина реакції (?І5 дорівнює
(3.37)

Напрямний кут вектора

а г с 4 [ ( ^ Д і і и)х] . йкуо ( * п )х >0,  
X. * _ (3.38)

Ті + а г с ^ С й ^ / С і ^ Д , ]  , якшо (К,5) х <0.

3 .1 .5 . Визначення зрівногежуяальної сили 
методом Жуковського

На практиці засто виникає потреба у визначенні величини 
зрІвноважувальної. сили без використання довгого та складного 
кІнетостатичного розрахунку. Визначити зрівноважувальну силу 
безпосередньо можна за допомогою теореми М.6. Жуковського про 
"жорсткий важіль", яка формулюється так; якщо механізм під д і­
єю прикладених до нього сил перебуває у рівновазі, то у рівно­
вазі буде знаходитись І "жорсткий важіль".
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* *
' • Рис. 3.7

Нехай потрібно визначити величину зр!вноважувальної сили 
, ЯЬр , що діє на ланку 3 механізму розкриття сонячної батареї 
штучного супутника Землі (рис. 3 . 7 , а) .  На ланки 3 1 4 діють та­
кож сили Р3 , ^  1 моменти сил Т5 , Т4 . Побудуємо план 
швидкостей, повернутий на кут 90° за ходом годинникової стрілю 

Сили Йг , Р 3 , ^  , не змінюючи їхнього напрямку, пе­
ренесемо у відповідні точки плану швидкостей. Моменти Тг ,

Т3 І замінимо па пари сил, які відповідно дорівнюють

Коротким важелем називається повернутий на кут 90° план 
Швидкостей механізму, що розглядається як тверде тіло з віссю 
обертання у полюсі, 1 навантажений тими, шо й механізм, силами, 

і прикладеними в однойменних точках плану швидкостей.



іч0рг = Т* / Ц г ь? '_ р * " Т*  ̂ =Т</ е _ч_
Після цього склу Р4 сіоз зміни напрямку перенесемо^ точди
Ь} І 5г , сили Р'5 -  у точки а  І  Ь5 , сили -  у точ­
ки 54 І р на плані швидкостей.

Запишемо умову рівноваги "жорсткого важеля" -  рівняння мо­
ментів прикладених до нього сил відносно полюса р (рис.3 .7 ,б)
$їр = Рі р(рЬа)-РгЬг~Рг (54р)-Р3(сіЬі )-(^Ь1-^(5^р)-Р^^*0,(3.39) 
звідки

ір p b j
(3.40)

Застосовуючи-теорему М.Є. Жуковського, можна використовувати 
звичайний план швидкостей, але при цьому всі сили при їх  пере­
несенні на план швидкостей необхідно повернути в одну й ту са­
му сторону на кут 90°.

3 .1 ,6 .- Силовий розрахунок Просторових механізмів • 
з нижчими кінематичними перами п"я?огц класу

Силовий розрахунок розглянем«? на прикладах кінематичного 
дослідження просторових механізмів з і ступенем рухомості W> І 
1 W = І .  ' '

Приклад І . Виконаємо силовий розрахунок основного кінема­
тичного ланцюга механізму рббота з і ;ступенем рухомості W *■- З 
(рис, 3 .8 ) . Задано функції ip10( t )  , &BC(t) , 4>з г ( t ) . розмі­
ри, маси ланок, масу об"єкта маніпулювання, моменти Інерції ла­
нок відносно головних центральних осей. Необхідно визначити ре­
акції в кінематичних парах механізму, зрівноважуяальні сили та 
арівиснажувальні моменти.

На ланки механізму при його русі діють скли тяжіння G, , 
йг , Gs , 5 оВ ланок та об"екта маніпулювання, головні век­

тори сил Інерц ії F iHi, , F lHb , FlHV»  0 ) .  головні
моменти СИЛ Інерції ТІН1 . 1 ^ 2  , ТІНІ .

Для визначення головних векторів сил Інерції Запишемо ви­
рази для прискорень центрів мас ланок 1 прискорення об"екта ма-

*0ено8ний кінематичний ланцюг -  кінематичний ланцюг механізму, 
за винятком приводів -
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Хо

*<

У<

)/о

нІпулювання;

♦ и /“ ?с> , (3.41)5«5г
де 5г«> -  точка, яке 
належить першій ланці 
та збігається у проек­
ції’ з точкою Б, ;— Р •
Щ % и) -  переносне при­

скорення обертального 
руху точки 5^о навколо 
осі І  
ЇМ?

1 * _

Рис. 3.8

оОерталміий рух сповільнений.
Відносне прискорення

й / 2 і 5*5гО>
прискорення КорІолІса 

,сог

"%«> ~Г 

при цьому вважаємо, що

1^всіг»

«/ 5г 5г«і) 2ф,о Ч с Ч -
Підставляючи (3.42) -  (3.44) у формулу (3 .41), маємо 

^&г “ ^10^65*0» " ^^ІО^ВС^г +^9с" (̂0 ^В5,<'>)і <'
звідки

^$гх  * ^га^В5г<” “ г ^,0 І  вс *

\Х/“ ’ = ^ с5гі^ ВС

(г>

~ ^10 ^въг(,) >

* • «  =0-

(3.43)

(з‘.44)

(3.45)

(3.465

(3.47)

(3.48)
Аналогічно прискорення центра мас третьої ланки та об’є к ­

та маніпулювання дорівнюють:
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= ^ іо^ 653« ) ' 2%о ^вс^С05^ їг^ ь + ^ вс~%о^вї3(о)^ з + -

+ ^ ю^6і 5о>- ^ ю О ^ Л »  (3.49)

%  = (^іо^вез«) “ 2Ч:,,06вс,)сО5'РігТ1+ (б |С ~9,о і В| 5о> )^з +

+ <%оЕВЕзШ-2Ф(0Евс)5ІаФзг. к 3> (3.50)

ЗВІДКИ
^ Ь і х  ~ в̂ЗзО)“ 2Ф,0 (3.51)

\х/С5> _ &  -  а>г р5}у >ВС ~ 1 0  1/В55сі> ’ (3.52)

^ 5 зї = ^ ^ в $ 3і« ” 2 ^ас)5 л̂ ̂ зг» (3.53)

^Еіх =^Ш ^ЬЄі10 ~ ^^ю^вс)405^ » (3.54)

^ е 3у = В̂С ~ ^ Ю  ^вЕі1’) ' (3.55)

(3.56)
Тоді головні сили Інерції у проекціях на осі, пов"язан1 

з ланками, мають вигляд:
с (1> - п  с (,і п л 
ініх ~ ’ ін̂  '  > іиг ® (3.57)

і . (3.58)

5мгі( в “ т г [ Че _^,о ^в5,‘ч]  - (3.59)

Р.(г> = 0 ;інгї 7 (3.60)

С - т Д й » е« . , » . - 2 » , . ' к ) 5г І , (3.61)

5и їй " ‘  т .  (®6С ~ 210 В5 1 * (3.62)

Ріі” ,  * "ІП» №«1^И.Ч> " г '*Ю*к) І “1'*И 1 • (3.63)
О

О



6ЕЗ'■<"-2 *І0*ьс
- (і)

Ін об ̂

- 1»)

= -т

ін оБ ?

об [ & 

- т об

»с
ф 2 р
^10 1 ЬЕз<.°

(3 .64)

(3 .65 )

(3 .66)[ ^ ю^ ьєі10 ~ &с^5Іл^32  ̂•
Головні моменти сил Інерції зручно подати через проекції 

на головні центральні осі Інерції ланок:

т ;

т

40 
ІНІX(г)інгх
(5)

'0 , -

= 0,

С ч - 9 ,

с а - ° .

т сі)
ін (г 

ГСг)ІН8£

у ' "  = - 1 (>) £ (і) + ( Л(^ ~  Л 
ін зх и55 й зх ^ 5 з

т («  ■ н<а)=1і> +
інзу из3
■(5)

= -  3 *■Я,> £.и Б1 ,1 0  >

- з й ' ь » »

' а  ’
СІ) .(і)
з г ^ з х  і

до З (2)
Т .'3' = - з ‘*>Ь<,) +сії . . ьз^зг

1 ( 4 ) -і (х) 
 ̂БЗ 55<*>

(3 .67)

(3 .68)

(3 .6 9 )

(3 .7 0 )

(3 .71 ), - ( і , 0)<5) ■Бз '  І Х  3̂  - >

. 5г . - ві . -  моменти Інерц ії ла­
нок підносно їх  головних центральних осей; О) , ц) '

(і) 4 її V V 4- ал 1
^ 3 1
осі координат, зв"язанІ з цією ланкою,

проекції абсолютної кутової швидкості третьої ланки на

< = -Ф , 0 ьіпЧ>і г , (3 .72)

(3)
= ^ з г  ’ (3 .73 )

0 ) (І>
зг = % о“ 5^  ^ (3 .74)

£,о -  кутова прискорення обертання першої ланки відносно
С ІЗ) остояка; с іх , с у 

прискорення трет 
ланкою,

сз)

, (з)

, ^ і у , £ іг  -  проекції абсолютного кутового
етооі ланки на осі координат, зв”язані з цією

, (3.75)

(3)

' ч
СЗ)

за

Підставляючи (3.72) -  (3.7?,) у (3.69)

(3 .76)

(3 .77)

(3 .7 1 ) , .  маємо
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Т.

1Н5Х
(1)

■  Н А ,  • ♦ „ . « л »

ін іа
Лі)

ъг> (3.79)

Загальну послідовність виконання силового розрахунку для 
просторових механізмів можна прийняти такою самою, як 1 для 
плоских. Але для основного кінематичного ланцюга роботів, без 
замкнених контурів, частіше використовується метод поочередного 
розмикання кінематичного ланцюга в кожній кінематичній парі, 
починаючи з останньої, та послідовного розгляду рівноваги кож­
ної вільної частини ланцюга.

Розглянемо рівновагу третьої ланки механізму. Запишемо 
векторне рівняння сил, діючих на тротю ланку:

Б,^о5 4 4 *"іно5 + <Чн5 *с ; 0,
де Йс -  реакція в кінематичній парі С ,

або у проекціях на осі координат Х5Ї ,  І 5:

( СоВ 5 )$ьп%  -  [ т оВ(Ч>0 ЄеЄзСі) -  24>ю Єес) + т 5(-рю і  в5 іШ-
,(5) 
чсх

2

'обу

-2Ф шевс] с о ^ іг + я ; ;  = о ,

(3.81)

(3.82)

V -гпо Б ^ б с - ' і̂о ~ т 5^8С  “ ‘Л о ^ м ^ 'О  4 * ° > (-Ь8Л)

- ( Єо5 + Сг4 )со5фзг 7  [ гПобС^ю І ве 5о, -  2 ф(0 е вс) +т3(<р)(,ев5і(1г (3 .84)

“ 2^(0 ;̂&с)] З іП ^ зг 7 \ Сі) ( і)  (;і )
Визначивши з рівнянь (3.82) 

знайдемо модуль
(3.04) й , >сг •

Л с - У ( О г * К ) г л о ! .

Запишемо векторне рівняння моментів відносно точки С 
усіх сил, що діють на третю ланку:

С̂£лх ^ оБ 4 ^СЕіХ ^іноБ + ̂ С5іХ®3 +^С5з’1 4 ^ інї + ̂ йс * °» (3 .85)
де Т к -  реактивний момент,у кінематичній парі С .

Виразимо векторні добутки через Проекції співмножників 
на осі X 5 У52 3 :.
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і Г к і } К І І  К
0 ( О Д  0 + 0 USi,)a 0 + °  с е д о

Go(?x °  G oS i

р-О ) р сз )  f ( S )
інаб* інобу іно5і 6а) 0 G?»ах її

. І»)

і

4 « і  >ч
d »

к

о

F ‘5>.ІЗі

+ Т ів + Т*с
( 3 . 8 6 )

ІНЇХ інз^

Розкладемо визначники за . елементами перших сядків:
* (3.87)

+ Т

її<»
tHSX

+ Т
+ її  
(і)

(»)
RCX 0;

0 , ( 3 . 8 8 )
VI By Rcy

де т. - Т зр5 -  зрівноважувальний момент третьої ланки. 
Підставляючи у формули (3.8?) -  (3.69) вирази проекцій 

сил, момоитів сил 1 довжин, одержимо:

г^ о З  ^сє/» + ̂ 5^се5с1,) с» 5 І3г - £се3£,) (%о ^ве 3-  ‘•%0^'к.') +

+ пл5ЄС6з«> ( Ї Ї о ^ 5іо) -  2^ 0Евс)]з«Л%гО ^  (%о^іп% г^ю % г^% г)

>й:+ ( з ; у - 3 ^ ) а д 0 ^ Ї Ї г  * TRC* = 0; (3.90)

- ^ ' ^ згЧ з “ - 3 2 ) ^ % т ^ гсо3^ г + т 5р& = 0 ;  (3.91)

-(Go6̂CEie>+̂ 5^si)Sin̂ 2+[rrlo5̂CE3t')('fio€BEjO) - 29(0&вс) +
+ m36Cbsci)(^106 SSitl) -  cos L?M - J 5j -

- ( З Й  - 3 g ) ^ » f n % * V - 0 .  _ (3.92)
■ , 3 рівнянь (3.90) -  (3.92) визначимо реактивні моменти 

T Rcx, , TRC£ у кінематичній парі С , а також зрівноважу- 
вальний момент (потрібний рушійний момент) Тьрь . '

Розглянемо рівновагу третьої та другої ланок механізму. 
Запишемо векторна рівняння сил, що діють на третю й другу лан



ІОІ
(3.93)б„к + + Рін5 + ̂ г  + р інг + Ке О,об ї  іноБ 

де К в -  реакція в кінематичній парі В .
Спроектуємо векторне рівняння (3.93) на осі координат 

X у і г . Для одержання проекцій р£Н0* 1 Р
1 Р,

'г ’г “г ’ -■—<-—......  -*■----- іноВ 1 1 інї
виконаємо множення матриць Вг і  1 р ^ ^  та игі

на осі X
«»‘" Ч ь *  Р ^ .Т од І

Г <г> 
ш.об>х т 1 іг 0 ЯлЧзг С ; ^  Ін.об.хр№)
иобу

*Чн.о£>і

= 0 1 0 0 X Рік об̂ .
г-(ї)
Чн.об.у

-їілТ5г 0 соїТц 0 ^Чн.об.г Ч Ч х ^ С с б Л
1 0 0 0 1 1 \

ПІдстг
<ї )гавивши у формулу (3.94) вирази Г- о(_  ̂

з рівнянь (3.64) -  (3 .6 6 ), дістанемо:

‘и №  .£„,«>■- г 4 > „ г _ ] і
Ся.об.г.

іноб.х

р(е)
ін- об.у

р<г)
Чн.об.і

= _гпо8 

в-ГПоб і иьс

0,

(3.94)

. Сз)
Чм.Об  ̂ ! 

(3.95) 

(3.36)

, (3.97)

_(г)
Ч иїх С05%г 0 і<л%г 0 р-О) 

гін ІХ
р(2)

__ О о о

X
рСїі

-5іп^г0 С05^ 0 Г »>
>г

( о о О 1

ГС1) соз̂ Р +Р^/ віпФ * їв .їх ш-,тї г + ін « 51Гчіг
р < * >

' • ІН.Ї .̂
- Р(,) •5ІП4>,+ Р<У -С05ф, 5г <нзьlH.it '12

Підставивши у (3.98) вирази 
з рівнянь (3,61) -  (3 .63), одержимо’ 

<*>

<М
ІНЬХ

(3.98)

£Сі)
Чн. >4

р(ї) 
і  Н.5Д

Ч ї х “ " П15^10 ^6550) " 2^0^вс) •

Р* = ■ <Т>5( £&С -  Ф10 £б45й’)*

І*
іл.ьгР.(г)' = 0

(3.93)

(3.100)

(ЗЛОЇ)
•* Таким чином, рівняння рівноваги у проекціях не осі 
мають вигляд:
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' m o5 (^tO^eEjd) ~ ^Ю^вс)*" m b ^ l0^8S3(1> ^ І̂О^ВС^* 

~ m 2 C^io^bsjO!- 2 ^ 0^ с) + ^sx = 0>
(3.102)

' ' т оє(^ВС~^,іО^ВЕ5М))'‘ГПз(ЬвС~і()іо CgSjCi)) “

-  ma ( ê 6c - ÿ f o  W ’>)+,s = 0 ; (3J03)

“ ôt> ~ + *^вг * ^ » (З.ІСІ)
де R6U « Я ірг -  зрівноважувальна сила Другої ланки. З р ів­
нянь (3.102) -  (3.104) визначимо реакції Rex , R e t У кіне­
матичній парі В та зрівноважу вальну (потрібну рушійну) силу 
другої ланки.

Запишемо векторне рівняння моментів відносно точки В 
усіх сил, що діють на третю та другу ланки:

■̂BEso) *Go6r+ t RE3* + FiH,s +

+ 6. xF. + T. +T +T- «О, &5г ш г ін.ь Ы.г Re (3.105)

де Т*в -  реактивний момент у кінематичній парі 8 .
Обчислимо векторні добутки через проекції співмножників

І  І<

на осі X jY gZj,:

1 <1 *
о ( Ґ )  0 U ЧЬ№»'*
о о .«)

&оБг

і і  К

°  °
-<г) Р.(г>_ 0

і у  К 

0 ®
рК) р(г)
Ч н .іх г гн.ї^ и

ін.обх ÈH.offÿ.

І J *•
0 0

0 0 G Ï

° с е д  0
.(г)
язг

t  І К

0 о

С  «

+ TiH.s+ V a +T RB- Û-

Розкладемо визначники за елементами перших рядків:



с с у в»  < > ]** * с *  С л  С ,  ■ <•»«•>»»:• •

С 8 * С , + Т «‘" ,  * » •  ! з -і д а >
_(г) . (г) ч СЙ) , г (г) , -(г )  ,  щ  ч . ( г) <щ а)
^ік.ої.*^ВЕї^ ін.5х\св5}^ ін.зг+ і̂н.м+^Иїг в О-

Для одержання провінцій Т . ^  на осі х г'іг г г помножимо 
матрицю Вг5 на матрицю Т.Сі) :

103

т <г)ІН5Х С03%2 0 5ІП)Рз2 0
-г-сг.)

*«•*» £ 0 1 0 0

т с0ЬН.ЬІ 0 С05^г 0

Г 0 0 0 1

т;Ч)
1Н.5Х
О)
ін .зц

сі).
сніг
1

ти іх с05<?їг +‘С « 5ІДІі>«

Ті
( 4 )
ч

~Тіц.зл̂ 'л^иі' Тін.зг“ 5^«
(З Л Ю )

1
-с»).Підставивши у формулу (ЗЛЮ ) аирази величин ТІН8Х , 

Т (і> , Т ІІ-) І з  рівнянь (3.78) -  (3 .80), одержимо:
1*Н. і  ^  ЬН ■ */-

Т" « в Г ) Ч Л о « * % г І ’

• « # 9 > Л З % { % , « о ^ ^ А ^ ) + ( 3 « - З Й > ) ^ м « (3  Ш )
*5Іп‘Р « ]аіп-Рї г і  '

С , ) % г0 ь і п % г - созФз г , ( З Л Ю .

С м " "  [  І Ь  ( -  0 ^ юеи<,к ]  5Ш V

^ ^ с о ^ - Ф Д ь і п ^ -  Фіг * т  - У  а»4>и . (З Л ІЗ ).
Підставивши у формули (3 .1 0 7 ^ . & .Х Ш )  проекції сил, мо­

ментів сил І довжин, дістанемо;.

-  6,8 ЕМ і-<Ь С ,н -О г С ,5і+ [ ( ,Т 0^ п ,?.а * .р,,/>і і чайч''і р .

* « .  ( з . ш і

- а ^ ^ гп : “ ^ з , ' 1' | ) т ,г0ьіп'р1гга5к-!гч т «  . 0і « . т ю
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гпо5 ^ іо^6еі (іГ2Ф10̂ ьс) і ЬЕ5+ ™з(^,оЕ'Ь5і(1) _ 2ф10(’.Вс ) £ 8ц +

+ т г [%0^ 5г_ 2<̂ іо I- *̂>1(^>ю3',Г1̂ г +%о%гСОЗ'^іг) +

Ч ^ Ч ^ Л “ 5* »  г Ь і < г - [ з £  ( ^ 0со5%г - З Д г 5-іп^г+

* ( ^ - З ^ ^ ^ і п ^ і е о з ^ - З ®  -£ш + Т * £  » 0. О . І І 6)
З рівнянь (3,114) -  (3 .116) визначимо реактивні моменти 

в кінематичній парі В .
Розглянемо рівновагу третьої, другої та першої ланок ме­

ханізму. Запишемо векторне рівняння сил, то діють на третю, 
другу та першу ланки:

6 об + ^5 + ^ін.оБ+ ^ін.а + ^е+ ^інг + ^ і + ^.» (3,117)
де І?0 -  реакція в кінематичній парі 0 .

Спроектуємо векторне рівняння (3.117) не осі координат
Х Л . г ,  :

~ т об(%о ^  -  2%01 1С) > т з ( ^ 0ЄИ і- 2ФГО Євс) ■

^ г ( Ї Ч - г У ^ к « , 0 і

• • - ^ 0 0 ^ 6 0 ^ .0  ЄвЕі) ■ т з ^ » с - ^ ,о  еь5і)  " т г ( ^ с -

(3,118)

■ С об-65 ^ г - 6 1 + К ^  = 0

(3 .119)

(3.120)

З рівнянь (3.118) -  (3.120) визначимо реакції І?О)
ох

^ои • ^ог у кінематичній парі 0 •
® Запишемо векторне рівняння моментів відносно точки 0 

усіх сил, що діють на третю, .другу та першу ланки:

Ч ’ ^05 + ^ОЕз" ^Іа.об + ^054* ^ 5 + ^054Х ^ІН.5+ ^05і * ^інг +

+ ^озг* ^ г + 5 +"^ін.г + ^ін.і + (3,121)
Розв'язуючи рівняння (3.121), маємо

“ ^0В^ВЄ3_ ^Є^ВВ.Ч‘!-т об^ІС- ^М 'ВЕ,)+ГПВ^ВВ_ ^10^ Вії'1

+ т ,(Е « -Ф ,е„ е ^ ) ]  і „ , * [  V  * Л “ 5,У  # ( : ;» ;  •
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-  35 ? ) % Х ^ ь г \ t  З*" ( * * « » V  V

. + ( 3 (4)- З Х ) Ф Д гьш% г] ^ ^ - С . 0; ' (3.122)

~[гп05 C'fiotftEj” 2 *fI0f.4t) m а(“̂ (0С . 2 4̂ 0 -̂вс) +^г.( Р-»s4~

^аБ C'̂ l0^bEb”^ ^ >l0^ec^b6i +fT1s (^(0^»5з” ^В5з +

+ т г 2 Ф,0 І  ̂  ] t g 5j * j, 3 Si ( '/(oSinfjj+fyo'PjjCOS Узг ) +

+ %г-

* W l - ^ S K X ^ f u i ™ % г -  3 g Єй - 3 ^ , o + C i0 >(3 J2 4  5
до * Tsp, -  зрівноважувальний момент першої ланки.

З рівнянь (3.122) -  (3.124) визначимо реактивні моменти 
Т*о* . Trou. У кінематичній парі 0 та зрівноважувальний (по­
трібний рушійний) момент Т5р, ,

Приклад 2 . Виконаємо силовий розрахунок просторового кри- 
вошипно-попзунного механізму з і ступенем рухомості W = І 
(рис. 3 .9 ) .

Задано (їункців^ *fie( t )  ( SPI0 * const ) , розміри, маси ла­
нок, момонти Інерції ланок, силу опору , задану проокція- 
ми Fj°x , F j“* , на-осі системи координат XnY0 Z0 .
Необхідно знайти реакції в кінематичних парах механізму та 
врівноважувальний (рушійний) момент.

Кінематичне дрсліджоння* цього механізму виконано у під- 
розд. 2 . І . 1 .2 .2 , приклад 2 .

Визначимо головні вектори сил Інерції ланок механізму в 
проекціях на осі Х0Уp Z0 :

С  ■ .  С ,  С  “ >■ « ,І2 5 >

С , -  - " Х о . ■=&, - m . W S j , , С . - ”' < , : (3 -І26)
.to)с ‘0> „>>  * *-(« г (о) пЕ__ *■ m »W „ . F . , . , - 0 ,ІН.ЬХ " і  w cx  » tsjj (3.127)

0



і  ге
ДО II

уу<°
|>ИС'КОрі

V/.ю) V/ (0)
МХ

% г %  < № Ш)
« а '

можна оо-“$гг ’ ’ «
числити в і д п о в і д н о  за фор­
мулами (2 .85 ), (2.91) - 
(2 .9 3 ), (2 .83).

Знайдемо головні мо­
менти сил І н е р ц ії ланок:

Т.«> » 0  ін
Т(0> = о

т.10) » 0Чиїй и

тому що =-0;

т(0) - в т<г)«і н г  о г  і п г

= Вс,6тгТГег . <ЗЛ 28>
де

-СО)
Т,шг

Рис. 3.9

перетворення координат (див. (2 .55 ));
іг) х(г)

•го)ін.гхг(0)
Інгу,

гСО)
Чнгг

1

В01 та 5уг -  матриці

т ‘г> -інг

у <г)'1 імгх
т.(г>інгч 
уСО 
'ін її

І

Т  14  у  ( С І  у  (2) _  проекції ГОЛОВНОГО
м »  ’ іни> і н г  * , .<* моменту сил Інерції

другої ланки на ІІ
головні центральні
осі Інерц ії.

Виконавши множення матриць (З .І28з, одержимо:

Тінгх = Тін>гх(соьV ої1 в « , . » « ^ , ) ~ Т ( « » ^ Ш  V
+ а і ^ с о в В , ,  « » ¥ , , ) + Т|£ >„  5 іл* 0ь іпвг1 і (3.129)



. (0)
Ч и ї  + СО5Ч'іоС05 9г. "Тін *(»«¥«*«<?„

(г)
107

' гі/ гч
СО5%оСО50?,СЛ5‘Рг, ) - Т ^ „  СО5'Р(0 5 ІП 0г| •.

Е) <
ІгіГ

С  = < ^ 3 2 )

Т І 1’ -  - З і?  £?? - (з«? -  С Х  Ш(Ц і (3.13:0

(3.130)

С „  • т 2«"ЗІПвмЬІП1?,, ♦ С ч 5іл 0г,'со501/Т® „созвЇІ. (3.131)
Тут

ДО
<(*)
іг

С .  -  - зй ч ,  4 (-К 'і -  з ; * ' ) « ; , <3.134)
. з '* ’, З“ 1 -  МОМ‘ НТИ інйрції Л.'НІГЯ 2 ВІДНОСНО

лольних «>
(г) 

' гі
иУ!Х осям Хг уг г г ; Ш гх 

-  проекції. кутової швидкості та кутового прискорення

х гі V* ’гз ,  ̂гз . п ам -
«ХС сои> ,гг * • ■ гу •

на осі Хг ї г 2 г .
Снойдемо реакції та реактивні моменти я кінематичних па­

рах механізму. Спочатку розглянемо силовий розрахунок струк­
турної групи з ланок 2-3.

Для визначення реакцій РІг5 = - £ , г , ^45 відповідно п 
обертальній кінематичній парі С та 'в  поступальній пері, а 
також реактивного моменту Тй12 у пері В запишемо р. аняння 
рівноваги другої, другої та третьої І треті,оі ланок.

^ьс, ^ іг + ^б5г **’ін2 + ^ім.г+Тщг “ 0» \З.ІЗЬ)

Ц с - ^ , і г .с ’ Е , . . 5* Е К ' Ч * Ч ’ ? ( - , * т і н Л , г - 0 і  « »• » *>

<:іЛЗТ>
Або в проокціях на осі нерухомої системи координат 

Л о  г 0, . вряхоиуми, що Р > * „  = 0 , Р -  ^
= 0, -- 0, маємо '
р«> р<°> Р0))р»Лг«> _Г(о) (о) а» _со) ( з і з 8 )
Кі г *Єь с * <«* '««* ^
о С0ї . 1 0 )  р>СО) п (0 )  с (0>- лСО) _ ( 0 )  . ( 0 )  у ( 0 )  -т-СО) л  ( 'З т з о )
К5г/о с г " К« г ЄВСх + Р<нгхЄвіг Г Гінгг^ 54х4 Тін г^ Тй(гув 0 ; (ЗЛ39)

(О)



'„(О) /,10) „со) р<0> р(0) р(0) _ріо) (0) +ТШ) <о) «0; (3.140)
ьсх КігхЧсу ■ ІнгуЧїгх Гиігхс В5гу 'ьнгг '*'?*

(0) ю) й(0) „(О) р« .«» _Р‘0> £10) +T.̂ 0, ■*• Т(0> =0;(З.І4І)
^ і г ’-всу кЧ5у ^ все чн.гг^вїіу ін.гу^взг* ш.гх

«» „(9) _М) (0) г (0)о‘°) ^С(0) р <°> _Г«> »«> .т«» ,-ао) . .
~^і5г^всх~Ріим^всг + ^їл ^асг ^.мгдЧзгі іягї^взгх Ц ^ 3 *142)
р 10> р<0> Г(01 р«> с‘0) (0) г») р«> _р<0> „(О) т (0) т «» ,ч т ...х
^ і / к х - ^ з х ^ к а " ^  В̂Сі/ інгч^вкх Чигх^Ліг  ̂ 'інгг* кпг °- ІЗЛ43) 

ВвЛИЧИНИ Є‘бсх . £ ‘̂ ! .  .
знаходимо Із  співвідношень:

-(0)„(0) -(0) „(0)

А  (0)

‘•вггх
• р (0) і (о) 

'» з г г

■» 10) 
СВСх ^вс £(0>

Чїг* ^Віг
£<0) 0. г"* 0

ВСу >
аз гу = в01в,.г

Є(0) 0 ш 0ЬСї йіи
1 1 і І

або

(3.144)

р(0>
С6С* = “ 5 ̂ П і̂оЄ05 бгі йіл <Рг1); (3.145)

р(0)
6са В^вс(зіп4).осоз%. + 005 ̂ іо с°5 8г, біті ̂  ) ; (3.146)

р(о)
в<г -  6всьіа8гі$1лЦ'г| і (3.147)

е(о)
ВЗех 4 Є'в5г.^сл̂ ,о є-0&іргі -  ЗІп^шсо5Єгізіп<?г і); (3.148)

рЮ)
СВ5гу • ^В5г ( » іп ^ в о і^ , ♦ соз Ч»ю со$ егі 5іп4>г)); (3.149)

р «»
СВ5гг -  0г)ЬШ1Рг, і (3.150)

р1Л  + р і 0) + к Г  =0} (3.151}ІНЇХ ЇХ 25Х 1
о«» пМ  п
' Ч + * г> Г ° 5 (3.152)

р (0) р(о)
% їг  + К2і г = 0 - (3.153)

Замінимо в рівняннях (3.142) -  (3.143) , 
•

о <0>

* « *  “



їд а
,(0)
іге * . ■' іг^1о) , використавши залежності (З .ІБ 2), (3.153).

(0) . ( 0 ) _ р » )  ,<о> . г « й я ш' + С <0) р<0) - с 401. р1“1 + т * 0> т Т “ ) , 0 { і  1 5 4 )  
"*Чг*''всх 'Чя»л^ес*+^х*'вс* Чягігііїї Чхгг'Им <нгу'кігу •

і *
Тоді

о10> (0) .(0) (0) (0) с (0) . (0) -Ш) (0) _ с0) л |о  тсс \
^зх^вси зх^ВСи інгуЧсх” іиг*^$$гу и

З гідно  з рівнянням (З .т51) *Рі™в, т • Тсді
сумісне оозв"язання виразів (3.139) 1 (3.154) дозволяє знайти 
о ( 0 ) ♦ '  т іо)
^гге 1 «гіги * . • • .

Сумісним розв"Язанкям рівнянь (3.140) І (3.155) одержимо
К‘« 1 Т ^ г . З виразу (3.138) визначимо Тйігх . Реакції
£«” * і  цім знайдемо з рівнянь (3 .152), (3 ,153). З рівно-
вагі? третьої ланки випливає, що Т45 «= 0. Реакцію Е ,г у шар­
нірі В установимо з умови рівноваги другої ланки:

Р ц + рін г+ * «  = 0 ’ 
або в проекціях на осі Х0 Ї 0 20:

р 101 + с <0) + р м>) в л
* і г х  ^ і я г *  +  К 5 г х  . •

(3.156)

(3.16?)

к^ С г к* Г 0, (3,ІЙ8)

С  + . С  * кї г (зл59)
Розгляномо силовий розрахунок початкової ланки 1 для ви­

значення реакції у шарнірі 0 запишемо умову рівноваги . 
першої ланки у формі векторного рівняння сил:

* «  + р і„, + К4І * ° . (3.160)

або
К10' + я со) + (?‘0) = о, (3.161)

<
к (0) рів) КС0) =0 

гіу іні  ̂ 4іу ’ (3.162)

»  С -

к со) + к Со) _ 0 
гіг 4іг

рСо) е (о) р (о) к (о) .. о(0)
' Яігх> %  = КігГ  Ке и  ‘ Кігг •

(3.163)

І



п о
Реактивний момент Т,4, "найдемо з рівняння моментів від­

носно точки 0 всіх сил, тис діють не першу л£1 ЯК}' . ’

^ов “ '̂21 + * Гін, + ^кг, «41 0.

Або н проекціях на ос і  Х0У0 1 0 . врятовуючи, и:о )г

ІЗ .104)
0,

одержимо:-
р ( п )  .  СО) _ р  Ю) р іо )  _ г  Ю) е (01 і Т Й І  . Т (0' -  п  ( ч  ТАЯ)

К г , / ' о в *  Ь 1 н і у ( г 5 . г +  « ш  * ' м і ,  и Л Ь ~ ;

(0) т їй) (3.166)

'с#у гі^ 'ов* Іні^

г>(0) « (0 ) р(О) «II» Г«>) в к »  т <
Кгк -овг ’ д і ї ^оїх ін.« ьові» + и

к ю ) , в »  _«(0>  , а д  + г (0 )  .(О) г і и  .10) - 1 0 )  т » )  , ,
соах кгіхсов  ̂ ^іні^ояу* Гкгіг * и .І6 7 )

дв ^о»х “ ■̂аві05^ю» ^ов̂  ж А̂В > ^ОВ*” ^ОА»

т " |Ж * 1"ір -  грі пнокяжу вальний момент механізму.

Контрольні запитання

1. Яка послідовність силового розрахунку механізму?
2. Як знайти реакцію у внутрішній кінематичній парі струк­

турної групи другого класу?
3. У чому особливість силопого розрахунку початкової лан­

ки осиопного механізму?
4. Як визна"ити зрівновожуьальну силу (зр1в”оважувальний 

' момент), не розкладаючи ї ї  (йоРо) на структурні компоненти?

Розв"язати приклади:
Приклад І . Знайдіть методом їуковського зрівнечажунальний 

момент Тір механізму (рис. ЗЛО) у заданому цоложенні. Дано:
Рг = 500 Н, «

* 1000 Н, Є0А = ОД и,

Відповідь: Тір = ІДО Нм,

Приклад 2 . Визначіть реакцію у шарнірі О -К чі механізму 
(рис. З Л І) .н а  дію моменту Т3 = 300 Іім і зрївноважувальний
момент,



ш

В і д п о в і д ь : R*, * 1500 II, 
Tip r 75 Чм.

Приклад 3 . Визначіть силу 
Інерції об’єкта маніпулювання 
рббота у проекціях на осі неру­
хомої системи координат Х0Ї 0 £0 , 
як;і:о відомі маса объекта (ті05 , 
зосереджена у точці Р , розміри 
ланок ?ов і ^ ЬР , функції 
%о и )  І (рис.3 .12).

Bi дпов1дь.‘
Coffx = - ГПо6 t  IF [% , %  bin 4>ю +

+ C CflS%, Sin^l0 -  ^.0COSfj,coif,0T 

+ f  '  COS %, ЫП f 10 a 2 f 10faiSinf2irOSfl0] ,

FC ^ S - "WEep [- f ?,Stn4>el cosf.Q-

~'K] w s f , | eosf,9 - f 10cos«f<1s « 4 ’lo - 
-  f^ c o s f j ,  cos f )0 + 2 %0%  sinf^sinf,,, ].
FiH.offi = '  ̂IP E^zi CC)S fz1 + f  г1 Zin'fii ] .

ЛГтераттоа

Теория механизмов и машин /  Под ред. К.В. Фролова. М,,

Кореняко А.С. Теория моханизмен и машин. К., 1976. 
Теория механизмов /  Под ред. В.А. Гавриленко. U., 1973.

1567.
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3 .2 . Тертя в кінематичних парах механізмів

, Тертям називають олір відносному перемішанню ланок, що 
утворюють кінематичну пару. Залежно від характеру відносного 
руху ланок розрізняють тертя ковзання 1 тертя кочення.

Ст*я поверхонь елементів кінематичних пар зумовлює так! 
вили тертя: сухе тертя, що виникає за Повної відсутності на 
контактуючих поверхнях мастила або будь-яких сторонніх речовин; 
граничне тертя, яке мас місив тод і, коли поверхні розділені ша­
ром мастила завтовшки но більш ніж 0,1 мкм; рідинне тертя, при 
якому поверхні повністю розділені шаром мастила; напівсухе - 
тертя змішаного типу, воднораз сухо 1 граничне; напіврідинне -  
водночас рідинно 1 гранично.

Сухе, напівсухо (напіврідинне) тертя, з одного боку, 1 рі­
динно -  з Іншого -  зовсім р ізн і. Тому р ізн і й методи врахуван­
ня сил тертя у механізмах.

3 .2 .1 . Тертя ковзання у нижчих кінематичних парах

3 .2 .І . І .  Основні закони тертя ковзання

Якщо ланку X (рис. 3.13) притис-

1

па^тгттг

Рис. 3.13

нути до ланки 2 силою Р , нормаль­
ною до поверхонь контакту ланок, то 
рушійній силі Рр завжди буде проти­
діяти сила тертя Рт . Як свідчить до­
свід , поки сила Рр не досягне визна­
ченої величини, рух ланки І буде від­
сутнім. Найбільша величина сили тертя, 

що досягається у момент руху з місця, називається силою тертя 
опокою Рто . При русі сила тертя Рт менша за Рго .

В Інженерних розрахунках при визначенні сили тертя вико­
ристовують співвідношення

■ІР п » СЗЛв»)

де і  -  коефіцієнт тертя ковзання; Рп -  величина нормальної 
реакції на поверхні контактухяих ланок. Кут між лініями 
д і ї  вектора 1 повної реакції- Рй =* Рп + ? т (див. рис. 3,Ь 
називається рттом тертя 1 знаходиться з виразу



ІІЗ

(3.169)

Коефіцієнт тертя, що визначається як відношення сиди тер­
тя до нормальної реакції, залежить від  матеріалу стичних лвнок 
якості їх  поверхонь. Коефіцієнт тертя спокою Г0 завжди біль 
ший, ніж коефіцієнт тертя при русі ї  .

3 .2 .1 .2 . Тортя у клинчастій поступальній кінематичній парі 
(у клинчастому жолобі)

О
З умови рівноваги сил, діючих на повзун, шо рівномірно 

рухається (рис. 3 .14 ), маємо:

Fp ш 2 FT і (3.170)

lp :
F -  2 F n Sintf. (3.171) J a
Поділивши рігняння 
(3.170) на (3.171 V  -І
одержимо

рр _ 2 F r

Ри

f
Р 2Fr Siny '

звідки 0

1 L .
— FP

El

У / / Ш Ш Л

FP “ F т щ

(3.172)

Рух повзуна у клинчастому жолобі можна звести до руху 
повзуна у плоскій напрямній 1 записати рівняння (3.172) у фор­
мі (3.168):

f ' F , (3.173)

де f '  в —І — - звелений коефіцієнт тортя.
St Off

Зведений коефіцієнт тертя f  > f  , тому ЩО Slftfl' <і(.
Це використовують, коли потрібно збільшити сили тертя ( к л и н о ­

в і  пасові передачі).

, v



3 .2 .1 .3 . Торти в циліндричній поступальній кінематичній парі ■

Циліндричний повзун (рис, 3.15) 
навантажений радіальною силою 
1 рухається з постійною швидкістю.

Визначимо сумарну силу тертя 
рт , що виникає на поверхні кон­
такту повзуна 1,1 стояка 2. Прове­
демо з точки 0 промінь під кутом 

cL до вертикальної осі торцевої 
поверхні повзуна. Дамо куту оС при­
ріст doC . Тоді елементарна опорна 
поверхня ланки I d S -ad o c  t  . 

Елементарна реакція від поверхні dS дорівнює
d r„  Ш p(oOdS •  р(оО zidoC , (3.174)

р(ос) -  тиск на поверхні контакту ланок.
Визначимо а;,ементариу силу тертя:

ш

до

dF T = f pfeOe£doC, (3.175).

W f  - коефіцієнт торФя матеріалів, з яких виготовлено лзн-
1 сили тертя FTки. Тоді вирази для радіальної сили Рг 

якщо о(та;( » ^/г  , мають вигляд:

Рг = ] р(°с) соьоС сісС;
-п /г

Vі 'Гт = •гі і  І  рМсісС.
-*Іг

Поділивши рівняння (3.177) на (3.176), одержимо 

1 р(«с̂оС
f  -------------------  , . ( З Л 78)

(3.176)

(3.177)

Ь .

/  p(oC)c05oCdoC 
-* /г

звідки



IIS
У г

f, ' . L  р (іМ Л
?/гI

- Щ г
p U ) COSoC doc (3.179)

Якщо кінематична пира наприпратованп, то приймають р ів­
номірний розпотіл тиску по поверхні контакту р(оС) « р • tonat.

Після підстановка p«  const у рівняння (З .І7 .1) і вико­
нання відповідних дій мремо

FT S Т  Fz f  * f ' F « .  (3.180)

до - f '* 2  -f -  звалений КОЄ.)і ці ент тертя.

Якщо кінематична пара припраиьовяня, то розподіл тиску • 
по поверхні контакту'приймають за законом косинуса: р (О  = 
в р0 coSoC . у цьому випадку

(3 .181)

a

3 .2 .1 .4. Тертя у радіальному підшипнику ковзання

Шип І вала (рис.3 .16), 
навантажений радіальною си­
лою Рг , обертається з 
постійною кутовою ШВИДКІС­
ТЮ відносно підшипника 2.
Момент тертя Тт у підшип­
нику знайдемо з урахуванням 
того, шо сумарна сила тертя 
визначається так само, як І 
в поступальній циліндричній парі. Тоді

тт =і'рг г. (3.182)
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.' Для нового'підшипника 1‘ = ^  f  . для припрацьоваиого -  { ‘ -

“ І *  *
3 .2 .1 ,5 . Т-ертя в упорному підшипнику ковзання (тертя у п"ятї)

^ал * Вал І (рис. 3 .17 ), навантажений
осьовою силою Ра  , звершує рівномірний 
обертальний рух. Розглянемо тортя в опор­
ній частині вала -  кільцевій п"ят1. Від­
окремимо на ї ї  поверхні елементарну кіль­
цеву площину СІ £> :

сІ5 * ЇТСрсіу. (3.163)
Тоді елементарна нормальна реакція 

від  ц іє ї площини дорівнює

сі ял = р (р )2 Я р с Ір , (3.184)
а елементарна сила тертя СІРТ І елемен­

тарний момент тертя сіТт такі:
сІРт = і  р (р ) г-ТГ^сір;

/
1 ЇУ Ц

А -д  7>

щ ш

звідки •

СІ Тт = І р ( р ) г 7 г р г с ^ ,

Р
Тт -2 3 Г І І  р ( ^ « « * р .

де р(р) -  тиск на поверхні Ланок.
У новій п"ят 1

р(о)-.р =

1 тому

Л (К г- г г) 

й1 - г 5
Тт ” 5 * і?г - г £

(3.185)
а

(3.186)

(3.187)

(3.188)

(3.189)

У приирацьованій п"ят! р (р ) = — ‘ (див. рис. 3.17) 
коефіцієнт пропорційності С визначається з умови



P a 4 dFn a i ^ f dp » 27rc( R - ^

ЗВІДКИ

C = Fa
2TC(R-2) >' P

Fa

(3.190)
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(3,191)2 іг(к -г)р

Підставивши вираз величини р у (3.187) 1 виконавши в ід - 
аовідііі д і ї ,  одержимо

Т - c  f І І А
Гт - V  2 (3.192)

3 .2 ,1 .6 . Тертя у гвинтовій кінематичній парі

Розглянемо гвинтову кінематичну 
пару з прямокутною нарізкою (рис.3 .18 ), 
навантажену осьовою силою F- 1 рушій­
ним моментом Тр . Припустимо, що 
гвинт обертається відносно гайки з . 
постійною швидкістю, тиск на поверх­
ні витків розподіляється рівномірно, 
а коефіцієнт тертя f -  величина ота- 
ла.

Виділимо на опорній поверхні вит­
ка елементарну площину. Вектор сумар­
ної реакції

д Fr * Д д FT (3.193) ■
від  елементарної плошини можна вважа­
ти прикладеним на відстані середнього радіуса нарізки Zt =
= d г /г  .д о  Д Fn І 6FT -  елементарні нормальна реакція 1 
сила тертя.
• Розглянемо рівновагу гвинта.

Спроектуємо сили на вісь гвинта 1 візьмемо суму моментів 
відносно осі гвинта:

F = ІД Р *С 05(Ф  +40;

afjiefrif
рис. з л а .

(3.194)



■ р = і Т  иг-к&іп- т  +4-;, и л . и,

Лв ' V  -  кут підйому середньої гвинтової ЛІ НІГ, Ч' = 0гс^ 1 й г ’
1? -  кут тертя, Ц> « агсід і  ; р -  крок нарізки.

Пн попоропніх умов і 1К + Ч’ ) = еопьТ , 1 тому

Р = СЛ5(Ч^ + Ч>) * а  Рк . (3.196)

сі
Тр» ~5ігг ;<К + ? ) $ д Р я - , (3.197)

Поділивши (3.197) но (3 .1% ) І виконавши перетворення, 
одаряймо вираз для рушійного моменту І рівного йому моменту 
опору в гвинтові Я парі:

т р = р (3.1% )

Якщо кут підйому гвинтової л ін ії  Ч'- взяти досить вели­
ким, то піл дією сили Р , обертаючись, гвинт може почати 
опускатися відносно гайки.

Момент Т^т (рис, 3 .1 9 ), необ­
хідний для утримання гвинта, порівнює

• V  (ЗЛ99)

Самогальмування гвинта настає при 
V «  0, тобто коли І

>|/ и ір. (3.200) ;

Таким чином, для забезпечення 
самогальмування у гвинтовій парі кут 
підйому середньої гвинтової л ін ії не 
повинен перебільшувати кута тертя. ‘ 

Усі вантажні гвинти виконуються самогальмівними. Для гвинта 1 
гайки, що мають трикутну нарізку (рис. 3.20) з кутом профілю 
2оС при вершині з наближенням), вважають, що рух гвинта ана­

логічний руху клинчастого повзуна відносно жолоба. В цьому ви­
падку звелений коефіцієнт тертя у нарізці дорівнює і
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f f
ІІП (90-оО СОф £Г '

(3.201)

Тоді

( 3 .

Формулу (3.202) можна також вико­
ристовувати для визначеная моменту у 
гвинтовій парі з тропеиоїдною сС * Іо°
І упорною нерізкими ( об г з 0),

3 .2 .1 .7 . Тертя в кінематичній парі з гнучкою ланкою

Передача руху від 
гнучкої ланки до барабана 
(до шківа) або від  шківа 
до гнучкої ланки можлива 
за наявності тертя. Визна­
чимо силу тертя Рт , д і­
ючу між нерухомим бараба­
ном радіусом Ч (рнс..3.2І) 
1 гнучкою ланкою в мпжях 
кута обхвату об , зробив­
ши припущення, що гнучка 

-ланка рухається відносно 
барабана з постійною 
швидкістю.

Нехай гнучка ланка 
Ідеально гнучка, невагома, 
нерозтягнена. Позначимо 
Рг саду, діючу в збіж­
ному кінці гнучкої ланки, 
а Р , -  силу в иайікному 
к ін ц і. Тоді Рг *Р, + Р т- 6

Рас. 3,21
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Виділимо елемент гнучкої линки, відг.овідний до кутя ду  

1 розглянемо його рівновагу під дією сил (рис. 3 .2 1 ,6 ).
' - Величини р  І  р + сір - зусиллй, діючі в нормальних пере 
різах виділеного елемента; 6 Рт 1 сіРл -  сили тертя І нор­
мального тиску, по діють на елемент гнучкої ланки від бараба­
на.

З умови рівноваги елемента гнучкої ланки маємо

сіРп -р 5 іл  4 £ - (р + с (р )& іл  - 0 , (3.20С)

г іг т + р с 0 5 ~ - -  (р+с(р)со5“  «  0- (3.204)

Приймаючи С05 • 1 , 4іп  ~ ~  «  , ЬРТ ■ ф сіР п  1 Н9Х

туючи членами другого порядку малості, дістанемо

<1РП - р в І Т  - 0 , (3,20Ь)

рсІРп -с Ір  *  0 , (3.206)

звідки
О

(3.207)

Інтегруючи ліву 1 праву частини останнього рівняння в ме 
жах зміни кута обхвату, одержимо

£пІА -=РоС, (3.208)
. р і

або
Рг “ (3.209)

Залежність (3.209) має назву формули Ейлера.
Тоді величина сили тертя між гнучкою ланкою 1 барабаном 

дорівнює

Р т ^ г - Р )  = Р , ( Є М - П ,  О.2І0)
а величина моменту, який можно передати від  гнучкої ланки до
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барабана, або у зворотному напрямку,

Т т < F ,Z ( e +el-1 ) . - (.3*211)

3 .2 .2 . Тертя кочення І ковзання 
у вищих кінематичних парах

3 .2 .2 .І .  Умови тертя кочення І ковзання

Яхщо каток І нерухомо 
лежить на площині І (рис.
3 .22,а),то  завдяки д і ї  сили F 
виникає місцева деформація 
стичних ланок на площадці 
А Ь . Крива розподілу на­

пруження на. площадці AB 
(відповідно теорії Герца -  
Беляева) описується еліп­
тичним законом І симетрич- Рис. 3.22
на відносно вертикального діаметра котка. Тому нормальна реак­
ц ія Fn , діюча на коток від  опорної площини, дорівнює силі 
І має протилежний напрямок, а л ін ії  д і ї  Fn І Р збігаються.

Якщо до розглянутого котка прикласти (рис. 3.22,6) гори-, 
зонтальну рушійну силу Fp на деякому плечі h І коток почне 
котитися, то симетрія в рООподІлІ напруження на площині кон­
такту (\ В порушується. Попереду котка деформації напруження 
будуть збільшуватись, а позаду -  зменшуватися, Тому нормальна 
реакція зміщується вперед на величину К . Таким чином, вини­
кає момент опору коченню

TTK = Fn -K. (3.212)

Параметр К називається коефіцієнтом тертя кочення, мас 
розмірність довжини (мм) І  залежить від  матеріалу І стану стич­
них поверхонь^для сталі К = 0 ,О С І...0,005).

Кочення буде рівномірним, якщо
Fp h =К Fn . • (3.213)

У формулі (3.213) при зменшенні цлеча h  збільшується 
сила Fp . При певному значенні h. величина сили Fp може



стати більшою за Рто = Р0 Рп * межова значення сили тертя 
ковзання - І спричинити ковзання котка.

Звідси умова кочення

Р р < І 0 Рп , або ^ Ь - < ^ Г гг 1 Ь > - ^ ‘ (3.214)

Умова ковзання Р р ^ о ^ п '

аоо (і < - т -  • ’ (3.215)
Го

При коченні з ковзанням Рр = | 0 Рп , тобто

И = -т -- (3.216)
Го

Кочення.з ковзанням виникає,, наприклад, при відносному 
русі зубців зубчастих коліс, кулачка І штовхача І т .д ,
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1 І*У 7 Т /7 7
<ІК

а
ЕГЕ У »

3 .2 .2 .2 . Тертя в поступальній кінематичній 
парі кочення

Поступальна кінематична пара кочення складається з ланок 
І І 2, між якими розташовано шарики 3 (рис. 3 .2 3 ,а ) . З умови

рівноваги одного шарика (рис.З*.23,б)

Р р і ^ к Р ^ ,  (3.217)

де Рр1 І Рп1 -  відповідно ру­
шійна сила І нормальна реакція, що 
діють на один шарик, 2 -  коефіці­
єнт кочення; сік -  діаметр шарика.

Умова рівномірного переміщен­
ня ланки І відносно нерухомої лан­
ки 2 має вигляд

Рр<ік = 2 к£ Рп{ = 2 к Р г ,  . <3*2І8)
Г І«)

до -  радіальне навантаження,Рис. 3.23

звідки, уподібнюючи цю пару умовній кінематичній парі з тер­
тям ковзання одержимо

Рр = Рт Г 2к Р-г/сІк =Р'Рг, ( 3 . 219)



,і 2 К
І в Ь І Г
-  зведений коефіцієнт тертя

3 .2 .2 .3 . Тертя в радіальному підшипнику кочення

123

(3.220)

На рис. 3 .24 ,а зображено схему шарикового підшипника. Під­
шипник складається І з  зовнішнього кільця І ,  з'єднаного з корпу­
сом підшипника, внутрішнього кільця 2 , зЄдаоного з валом 5, 
шариків З І  сепаратора 4 , який утримує яарйкй на однаковій від­
стані один від одного. Вал 5 , навантажений радіальною силою 
?г , обертається і з  постійною швидкістю..

Навантаження Р*. розподіляється по окремих шариках не­
рівномірно. Якщо прийняти гіпотезу про коскнуооїдальний закон 
розподілу, то Р ^ а<'го$аСі і де 1 Рпі -  нормальні 
реакції на максимально навантажений шарни 1 на Мі шарик. 

'Арифметична сума всіх реакцій <. &  -  1.5ы

71
від  внутрішнього кільця до тіла кочення прикладено силу 

з рівноваги шарика:
Рт { сІк * 2 Г п іК> (3.221)

де К -  коефіцієнт тертя кочення; сі*. -  діаметр шарика.
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Звідси

р К 
Сік

(3.222)

Для переборення моментів сил Рті І Рпі (рис. 3 .2 4 ,в) необ. 
хІдно до внутрішнього кільця з валом прикласти момент Т. . 

Тоді

Т\ я Ь ^ -  * р п ік > (3.223)

де В -  зовнішній діаметр внутрішнього кільця. 
.Підставивши (3.222) в (3 .223), одержимо

П - ? « * ( < ♦ & ■ ) ;
(3.224)

Повний момент тертя у підшипнику дорівнює
Л / Ті Ч л

(3.225)

або

Т , Ч , 5 Р ,К  ( ) , • £ ) . (3.226)

Помножимо І розділимо праву частину формули (3.226) на 
*2 радиуо вала:

Тт * 1,5 Рг К ї ї  . 
ге

Позначимо

до нове;ірхнІ вала. Тоді

+ -3 - ) = ^  звалений коефіцієнт тертя 

/Тт * Г г + ' «$ .  (3.227)

3 .2 .2 .4 , Тертя в упорному підшипнику кочення.і
Формула (3.224) для одного тіла кочення, одержана у під- 

розд. 3 .2 .2 .3 . справедлива й для упорного підшипника. Але в 
даному випадку розподіл реакцій Р пі  будемо вважати рівномір­
ним, тобто І: Рпі « , де -  осьова сила, що наванта-

їй 1
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кує підшипник (рис. 3 .25). Тоді

Тт -  раК  . (3.228)
Якщо використовувати зведений ко*- 

ефіцієнт тертя, то потрібно помножити І 
розділити праву частину формули (3.228) 
на ^ -р а д іу с  шипа вола:

Тт - Р а к ( і ,  £ )  ■!*•

Тоді, познач*.зши •—  ( і + ') - і '
зведений коефіцієнт тертя, одержимо

Тт - ^ ' е в . (3.229)

3 .2 .2 .5 . "зртя у гвинтовій парі кочення

Визначимо зведений ко- , , Піїт 
ефіціснт тертя у шариковій 
нарізц і. Контакт шарика з по­
верхнями гвинта та гайки від­
бувається у точках А І В 
(рис. 3 . 26, а) .

Переходячи до випадку 
кочення шарика по горизонталь- д ' $
ні? площині (рис. 3.26,6),
візьмемо ї ї  діаметр таким, рИСі 2.2Сз
що дорівнює . сік ьіп оС к ,
до СІК -  справжній діаметр шарика; оСк -  кут контакту шари­
ке з поверхнями нарізки.

Тоді відповідно (3.220)

,« ж 2К 
СІк 5ІПо^к

Припустивши,' що гвинт відносно гайки обертається з по­
стійною швидкістю, визначимо момент опору в гвинтовій парі ко-



. (3.230)
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чення за формулою (3.202):

Д0'

(3.231)

Контрольні запитання
1. Що розуміють під терміном "зведений коефіцієнт тертя" 

у різних кінематичних перах механізмів?
2. Які допущення приймаються при визначенні -сил І момен­

тів  тертя у парах ковзання та кочення?
3. Які шляхи зменшення енергетичних втрат на тертя у ме­

ханізмах?
4. Які умови самогальмування у гвинтовій парі ковзання?
5. Які умови чистого ковзання та чистого кочення?

Ж Ш 92Ш
Теория механизмов и машин /  Под ред. К.В. Фролова. М., 

1987?
Заблонский К.И., Белькоцев И.М., Щекин Б.М. Теория меха­

низмов и машин. К ., 1989,
Розв'язати приклади:
Приклад І . Визначити втрати потужності на тертя К)т у 

! 1 радіальному підшипнику кочення сателіта
(рис. 3 .27 ), які спричиняються силами в 
зачепленнях: Т, -  момент вала першого

т>П

*■ : 1
... гІ

iff?-- н

ї ї

и

Рис. 3.27

колеса 2 U), -  кутова швидкість ва-
ла першого колеса 2 , ; т  -  модуль за­
чеплення нульових коліс 2 , - £ г І

* 2  ̂ : 2 ( , ^ ^ і  і —
кількість зубців коліс; %(,г ~ радіус 
вала сателіта; -Ґ ~ зведений коефіці­
єнт тертя у підшипниках сателіта. Роз-
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в"лзок виконати у загальному вигляді.

Відповідь:

М _ _  ZT.f 'gg,  + .
т ~ m г 5(г ,г 5+2г 2,)«

Приклад 2 . До повзуна кривошипно-повзунково механізму, 
вага якого G , прикладено силу 
опору Fon (рис. 3 .28). Коефіці­
єнт тертя повзуна у напрямних -  
- f  . Визначити момент Т вала 
кривошипе, .необхідний для надання 
повзуну прискорення WB , якщо 
кут ОАВ ■* 90°, а кут АВО до­
рівнює с£ . Розв"язок виконати у загальному вигляді.

Відповідь: - і

т  (Gf+W8| * F on) e 0A

СОЗоС -  f *іп«с .

3 .3 . Енергетичні характеристики механізмів

З .З .І .  Режими руху механізмів
Прибуток 1 видаток енергії механізму встановлюються за­

гальним рівнянням руху у формі кінетичної енергії:

(3.232)

де Екі І Епі -  кінетичні енергії і - ї  ланки механізму в 
кінцевий та початковий моменти досліджуваного проміжку часу;

П1 -  кількість рухомих ланок механізму; Ар . Ag0 , Ашо .
AtT -  відповідно роботи сил: рушійних, виробничого опору, 

шкідливого опорутяжіння,  за розглядуваний проміжок часу.
Розрізняють три режими руху механізмів: розгін, усталений 

рух  І вибіг. Розглянемо ці режими відповідно до механізму з 
одним ступенем рухомості. При розгоні швидкість вєаіучо! ланки 
збільшується-від нульового значення до нормальної виробничої’ 
ШВИДКОСТІ. При цьому |Ё Е п‘і = 0 І рівняння руху сил розгону
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мас вигляд

' ,А р -|А б .0.І+ | Л ш Л.|і|Ас.т. | + І  Е к і . (3.233)
1 і*і

За час устеленого руху швидкість ведучої ланки більшості 
механізмів коливається навколо середнього значення (виробни­
чої швидкості). Проміж часу, після якого ведуча ланка механіз­
му займає початкове положення, а-швидкість 1 прискорення набу­
вають початкових значень, називається періодом усталеного руху 
( Тс.р ). За період постійного руху

Тоді

^ Екг’£,Епі = <Ь Ас.т =0.

А р = ІА в0 1 + 1 А шо І . (3.234)

При вибігу швидкість ведучої ланки зменшується до нульо­
вого значення при зупинці механізму, 1 тому

п
2 Е к і' 0 І  £ Е г-пі І ^Б.о І + 1 І + ІА ст І •
і* і '*  1=1

Для зменшення часу вибігу застосовують гальма.

(3.235)

3 .3 .2 . Механічний коефіцієнт корисної д ії
О

Механічним коефіцієнтом корисної д ії  (ККД) називається 
відношення абсолютної величини роботи сил виробничого опору 
до роботи рріійних сил за час, що дорівнює або кратний періо­
ду усталеного руху:

7 '
ІА  б.оі А р  — | А  іхіоі

= / -
ІАшоі (3.236)

Механічний коефіцієнт корисної д ії  можна знайти також за 
формулою (3.237)':

Нр
і -

ІИ ц І - ф . (3.237)

де Ир , N .  N шо -  середні потужності сил: рушійних, 
виробничого І шкідливого опору; ' <р -  коефіцієнт втрат, який 
застосовують, коли важко знайти енергію Ag0 або середню по-
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тужність N £0 • Величина ККД дорівнює

1 > І| >0. (3.238)
При < 0 рух неможливий, відбувається самогальмування.

3 .3 .2 .1. ККД механізмів, з'єднаних послідовно 

При послідовному з’єднанні меха­
нізмів (рис. 3.29) корисна робота кож- ^Г[71 ^ПИ ^ГЛ - 1 
ного попереднього механізму е роботою 
рушійних СИЛ ДЛЯ()кожного наступного 
механізму.

І0д1 Ч , 'Т Т >  Ч г - % ;

Рис. 3.29

Загальний ККД

тобто
(3.239)Ч ь ' Ь - Ч г Ч ь -  

Загальний ККД механізмів, з'єднаних послідовно, дорівнює 
добутку ККД окремих складових механізмів. Чим більше механіз­
мів з'єднано пог‘.;:Ідовно, тим нижче загальний ККД, причому він 
завжди менший від мінімального ККД окремого механізму цього 
ланцюга. ,

3 .4 . Дослідження руху механізму 
с під дією,позиційних сил

Розглянемо механізм зІ ступенем рухомості МУ = І ,  для 
якого діючі сили є функціями положення механізму’.

Визначенню підлягають закони руху ланок механізму або ок­
ремих точок ланок, час спрацьовування механізму. Для спрощення 
розрахунків замість дослідження руху всього механізму розгляда­
ється рух його динамічної моделі.

3 .4 .1 . Формування динамічної моделі 
Жорсткою називається динамічна модель, при формуванні 

якої ланки механізму розглядаються як абсолютно жорсткі. Жорст­
ка динамічна модель -  це ланка зведення (початкова ланка)
(рис. 3 .3 0 ,а ) , до якої прикладено зведений момент , а
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момент Інерції ц ієї ланки дорівнює . 
зведеному моменту Інерції 3 .
Якщо за динамічну модель приймається 
точка зведення (точка початкової лан­
ки) (рис. 3 ,3 0 ,6 ), то до неї приклада 
еться зведена сила І  в ній зо­
середжується зведена маса т 3$ ...

3 .4 .1 .1 , Зведення сил'
Зведеним моментом сил називається умовний момент, прикла­

дений до ланки, зведення, потужність якого дорівнює сумі потуж­
ностей усіх сил І моментів сил, що діють на ланки механізму. 

Відповідно

-<Е [рі'^і«)5(Рі лігі ) + Ті а)і сд5(Тіл^1)])(3.240) 

звідки . + І

де Щ -  швидкість точки прикладання сили Я  ̂ ; іОь& -  швид­
кість ланки, до якої прикладено момент Т̂  ; п -  кількість 
зведених сил І моментів сил.

Зведена сила
р 5б = т ї 6 / і  ,

де і  -  відстань, від точки зведення до осі обертання ланки 
зведення (рис. 3 .30 ,6 ).

Тоді

^  = І  Ні <^( РіЛ V, ) + Ті | {  “ »(Тіи=1
(3.242)

де -  швидкість точки зведення.
З рівнянь (3.241), (3.242) видно, що зведений момент 

(зведена сила) за .і з:, ить не від швидкості ланки зведення (точки 
зведення), а від відношення швидкостей, тобто від положення



ІЗІ
механізму. Відношення швидкостей знаходять Із  побудованого в 
довільному масштабі плану швидкостей або аналітичним методом 
кінематичного дослідження.

■ Поряд із  зовнішніми силами зводяться сили І моменти тер­
тя н кінематичних парах механізму. Якщо до склячу механізму 
входять р 8 поступальних пар І р°в обертальних пар п"ятего 
класу, то вираз зведеного моменту тертя мас вигляд

т н
або величина зведеного моменту тертя дорівнює

.1
'зБ - І  і ь пТ І 1=, І

А -  +
^іб иі

СО-
(3.243)

де її" та Я®* -  реакції в поступальній то обертальній кі­
нематичних парах; ї  , і '  -  коефіцієнти тертя в поступльній 
та обертальній парах; г^ -  радіус обертальної кінематичної 
пари; її* та ш \ -  відносні швидкості в поступальній та 
оберт -льній парах; сОі § -  швидкість ланки зведення.

3 .4 .1 .2 . Зведення мас
• Зведеним моментом Інерції називається умовний момент 

Інерції відносно осі обертання ланки зведення, кінетична енер­
гія  якого дорівнює кінетичній енергії механізму. Нехвй меха­
нізм складається з п) -ланок, що мають обертальний рух; п'г - 
ланок, які звершують поступальний рух; п'8 -ланок, шо здійсню­
ють плоско-паралельний рух. Тоді відповідно до визначення зве­
деного моменту Інерції

С і*1 с і.) <■ ІН ■ с.
ввідкп •

£1 Ш* і  її* й /  ї ї і
О,*

00?
5і л (3.244)

де та 3 їі -  моменти Інерції відносно осі обертання І
о с і, що проходить через центр мас ланки; ГГЬ - маса І -ї лан-



їси; V si -  швидкість центра мас ланки; o ) sg -  швидкість лан-, 
Кй зведення.

Зведена маса пов"язана І з  зведеним моментом Інерції’ залеж­
ністю З5|  = т 3|  І г  , де І  -  відстань в ід  точки зведення до 
осі обертання ланки зведення.

З рівняння (3 .2 4 4 ) видно, що зведений момент Ін ерц ії (зв е­
дене маса) залежить не в ід  величини швидкості ланки зведення 
(точки зведення),, а в ід  відношення квадратів швидкостей, тобто 
в ід  положенім механізму. Відношення швидкостей знаходять І з  по­
будованого в довільному масштабі плану швидкостей або аналітич­
ним методом кінематичного дослідження.

3 .4 .2 .  Визначення законів руху ланок механізму

В результаті зведенім сил 1 мас до ланки зведешш механіз­
му рівімння (3 .2 3 2 ) мас вигляд

« = 5 T j g d ^ g ,  (3.245)
■ten

де 3 j6 k 1 і а£,п _ зведені моменти Ін ер ц ії механізму в кІнЦе- 
вгй 1 початковий моменти розглядуваного проміжку часу; -
кут повороту ланки зведешш;, T5g -  зведений момент сил меха­
нізму; сс>36 к 1 a ) sgn -  ігвпдкість ланки зведення в кінцевий 1 
початковий моменти розглядуваного проміжку часу. Нехай рух ме­
ханізму починається з і  стану спокою, тобто u)5gn = 0 . Тоді з 
рівняння (3 .2 4 5 ) швидкість ланки зведенім у мму положенні 
механізму можна визначити, якщо відомі зведений момент Інерції 
І ь б г  з  цьому положенні та робота зведеного моменту сил, яка 
вимірюється енергією р. = T?>gcJtf i g.

Простіше ьд).задачу р о зр іза т и  гр .фозналітискам методом. 
Розглянемо ї ї  відповідно до механізму забираного шасі літака 
(рис,. 3 .3 1 ) .  Використовуючи рівняння (3 .2 4 1 ) , (3 .2 4 3 ) у вибра­
них положеннях механізму, визначають величину зведеного момен­
ту сил, б,удають графік T3g = T3g ( І’оа) ( рЙС* 3 .3 2 ,а ) ,  а потім 
графічним Інтегруванням функції T5g = Tsg (І* 3g) -  графік 
Е = Е (Т ОА)  (рис. 3 .3 2 ,а ) .  За допомогою рівняння (3 .244) у 
виораних яоложйнімх механізму визначають зведений момент Інзр-

132
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ЦІЇ І будують графік ї)4£
= (<род)  (рис. 3 .3 2 ,6 ). 
За графіками Р = Е ( ‘Род) І 

= 3 » б (* од) • виключаючи
загально Ц>0А , будують д іа ­
граму "енергія -  зведений мо 
мент Інерції" -  Е - Е О ^ )  
(рис. 3 .3 2 ,в ). Швидкість лан­
ки зведення в і-му положенні 
механізму знаходять таким 
ном:

Рис. 3-32
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де

С = дН — — ; Ьа^ =  - ; Кр 1 Кл -  масштаби енергії
* к з ? 1

та зведеного моменту Інерції’; ^ Єі І -  ордината та абс­
циса на діаграмі Е = Е ( Іьі ) • Використовуючи розрахунки (фор­
мула (3 .246)), визначають функцію О)од = ^ о л ^ о * )-

Знаючи кутову швидкість ланки зведення в кожному положена 
ні механізму, швидкості Інших ланок (точок ланок) можна визна­
чити методами кінематичного дослідження. Для знаходження часу 
руху механізму будують графік і  = Ф(1? оа') і графічно Інтегру­

ючи функцію — = -А—(Ч’од) (рис. 3 .3 2 ,д ). Остання ордината 
Шоа ^ОА

графіка t  * Ф С^оа ) "  У і  У месштабІ с/мм відбиває час руху
механізму від нульового до І2-го  положення. Кутове прискорен­
ня ланки зведення обчислюють графічним диференціюванням функ- 
цІІ Ш0А = со0ЛСФ) . Прискорення Інших ланок (точок ланок) ви­
значають відомими методами кінематичного дослідження.

3 .5 . Дослідження руху механізму під дією сил,
• в що залежать від швидкості

У цьому випадку використусмо рівняння руху в диференцію- 
• вальній формі. Для цього продиференціюємо рівняння (3.245):

але

1 ТОДІ

Визначимо похідну лівої частини рівняння (3.248):
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А .
<ІЧ

ЗВІДКИ

( т
. і ™=Зз6ш

356
сіш с< 3 3&
сії сІЧ5

сІЧ5

<0*
2 Т56- (3.249)

У багатьох випадках 3 ^  =сопьі , І тому

Рис. 3.33 \

Розглянемо, наприклад, розгін турбогенераторної установ- 
ки, для якої відомі залежності Тр = Хр (мЯ " турбі ни І Т^0 =»
* Тб0 (,ш) генератора (рис. 3 .3 3 ,а ,б ). Зведений до вала турбі- 
ни момент, Інерції агрегата - . •

Розв"язок рівняння (3.250) виконаємо чисельно. Для цього 
замінило би} на* лгО , а <Й на л і  . Тодї

Ди). (3.251)

‘Пйс’̂ ІДдгінІбть ’виконання така;
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1. Визначаємо залежність Tbg =T5g(«j) (рис. 3 .3 3 ,в ), де 

Tjg = Тр -  Tg0 . Швидкість, к о л и  Tjg = 0, -  це швидкість 
усталеного руху и)у .

2 . Вибираємо крок Інтегрування Д о ( п -  число 
кроків -  вибираємо залежно від точності, з якою необхідно 
одержати результат).

3 . .Описуємо приріст часу за початковий крок Інтегрування

з рівняння (3.251) 

І Сої^дсс).

Д іг0 = J3g д оо . Приймаємо д t 0

4. Обчислюємо приріст часу за наступний крок Інтегруван­
ня:

5. Приймаємо І иіг г и ) ,+ д а )  Визнача­
ємо приріст часу за наступні кроки Інтегрування. На рис.З.ЗЗ.г 
зображено графік зміни часу розгону механізму від кутової швид­
кості ланки зведення. Оскільки час, коли буде нескін­
ченним, то обчислення завершують, наприклад, при сО^ =0,950)^.

Тоді і  розгону дорівнює Ді0 + д і ,  + л і г + ...+  д і п .

Контрольні запитання
1. Які вам відомі режими та рівняння руху механізмів?
2. Які є динамічні моделі механізмів? Як визначається 

масово-силова модель?
3. ККИ механізмів та його підвищення. Як визначається ККД 

механізмів, з'єднаних послідовно?
4. Як визначаються закони руху механізмів, сили яких за­

лежать від положення' та швидкості?
Розв'язати приклади:

Приклад І . Запишіть вираз зведеного до першої ланки мо­
менту Інерції планетарного механізму (рис. 3 .34). Дано: З, , 

З г . Зн -  моменти Інерції ланок, т г -  маса сателітів,
, н ь -  кількість зубців зубчастих коліс, т -  

модуль зачеплення коліс 2 , -  2 ? , 2 г - Н 3 , Розв'язок вико-
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нати в вагальному виглягй. 

В1дпов1дь:

0 ~ ^ )  + т  ^ ( г .+ г г )2 1И

(>^)г *<(' + §)' . (1 + Ф
Ряс. 3.34
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