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1. ЗАГАЛЬНІ ВІДОМОСТІ МАТЕМАТИЧНОГО АНАЛІЗУ 
 
Def. Математичний аналіз – це розділ математики, у якому методом 

границь вивчаються функції та їх узагальнення.  
Математичний аналіз містить: 
 теорію границь; 
 диференціальне числення; 
 інтегральне числення; 
 теорію диференціальних рівнянь; 
 теорію функцій дійсних і комплексних змінних та інші розділи. 
 
1.1.Математична символіка 
 
Для зручності запису математичних висловлювань використовують симво-

ли, запозичені з математичної логіки і теорії множин (таблиця. 1.1). 
 
Таблиця 1.1 
Символи 
Математична логіка Теорія множин 
 «Для будь - якого…»  Елемент множини 
 «Існує»  Не елемент множини 
 «з… випливає»  ∩ Перетин множин 
 «Еквівалентність» U Об’єднання множин 
 «Прямує»  Підмножина множини 
 «…таке, що»  Не підмножина  
 Або \ Різниця множин 
 І C Доповнення множин 
 
ПРИКЛАД. Теорему Піфагора можна записати таким чином: 

(ΔABC):(A=π/2) BC2 = AB2 + AC2. 
 
1.2. Уявлення про множини 
 
Числа в математичному аналізі представляють через поняття множин. Тео-

рія множин  це основа для побудови основних уявлень математичного аналізу. 
Def. Під множиною треба розуміти об'єднання в єдине ціле певних ціл-

ком різних елементів. 
Позначення: A, B, C, X, Y  множини; 
a, b, c, x, z, y − елементи множин. 
ПРИКЛАД: aA,  xY. 
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Зауваження. Існує порожня множина, що позначають як Ø. Прикладом по-
рожньої множини є розв’язання рівняння X2+1= Ø . 

Множина задається або перерахунком його елементів 
M={a, b, c}, 

або вказівкою їх характерних властивостей, наприклад: 
M={zZ | z ≥ 0}. 

 
1.2.1. Числові множини, які використовуються для завдання функцій 
 
1. Множина натуральних чисел : 

N = {1, 2, 3, …}. 
2. Множина цілих невід’ємних чисел : 

Z0 = {0, 1, 2, 3, …}. 
3. Множина цілих чисел : 

Z = {0, ±1, ±2, ±3, …}. 
4. Множина усіх раціональних чисел : 

Q = {x=m/n | m Z  nN }. 
5. Множина усіх дійсних чисел (складається з раціональних і ірраціональ-

них чисел) : 
R = {xy | x Q  yQ }. 

6. Множина комплексних чисел :  
C = {x+iy | x,y R  i2 = - 1} 

(комплексне число - це число, що складається з дійсної і уявної частин). 
Зауваження. Для геометричного зображення дійсного числа використову-

ється числова вісь. 
 
1.2.2. Множини як числові проміжки 
 
1. Сегмент, відрізок : 

[a,b]= {x R | a ≤ x ≤ b }. 
2. Інтервал: 

(a,b)= {x R | a < x < b }. 
3. Напівінтервал: 

(a,b]= {x R | a < x ≤ b }, 
[a,b)= {x R | a ≤ x < b }. 

4. Промені (визначення по аналогії з попередніми): 
(a,+∞),               [a,+∞), 
[-∞,a) ,                (-∞,a]. 

Розрізняють праві і ліві, відкриті і закриті промені (a - початок променя). 
Для геометричного зображення дійсних чисел використовують числову 

вісь. 
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1.3. Функція 
 
Для визначення функції використовується поняття множини і елементів 

множини. Природа цих множин − числова.  
Якщо набір елементів множини являє собою одне і те ж значення, то такий 

набір можна назвати постійною величиною. 
Якщо набір елементів множини являє собою різні значення, то такий набір 

можна назвати змінною величиною. 
Нехай X і Y − числові множини. На цих множинах задані підмножини: 
Х1  Х  и  Y1 Y. 
Def. Кажуть, що на числовій множині Х1 визначена функція f, якщо 

кожному елементу x  X1 надано однозначно у відповідність відповідне чис-
ло y  Y1 (Рисунок 1.1). 

Це позначається наступним чином: 
y=f(x), y=y(x), f : x→y, 
x→y, Х1 → Y1, F(x,y) = 0, 

1YX f1 . 
При цьому називають: 
− x - аргумент, або незалежна змінна; 
− y - значення функції, або залежна змінна. 
Розрізняють: 
− Df  − область визначення функції; 
− Imf  − область значень функції (image − образ). 
Розрізняють такі функції: 
1. Постійні - функції, усі значення яких рівні між собою : 

f (x) =C. 
2. Обмежені функції: 
а) обмежені зверху: 

(  M) (x  Х ) : f(x)  M; 
б) обмежені знизу: 

X 

Y 

X1 

Y1 

f 

x 
y • 

• 

• 
• 

• 

Рисунок 1.1 
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(  M) (x  Х ) : f(x)  m; 
в) обмежені: 

(  a > 0) (  x  Х ) : | f(x) |  a. 
3. Необмежені функції. 
ПРИКЛАДИ: 

y=2x − функція, обмежена знизу; 
y=sin(x) − обмежена функція; 
y=x-1  − необмежена функція. 

 
1.3.1. Способи завдання функції 
 
Задати функцію - це означає вказати, як по заданому аргументу x визнача-

ється значення функції y. Розрізняють три основних способи завдання функції: 
1. Аналітичний. Цей спосіб полягає в тому, що функціональну залежність 

представляють у вигляді виразу, формули. 
ПРИКЛАДИ: 
а) y=x2; 
б) функція знака 

y = sign (x) =  

(sign – знак). 
в) функція Діріхлє 

y = D(x), 
яка приймає значення 1 при x раціональному  
і 0 при  x ірраціональному. 

2. Графічний. Функцію представляють у вигляді графіка. 
Def. Графіком функції f(x) називається множина 

Г = (x, y)  R2 | x  Df  y=f(x), 
де R2 − множина точок площини, тобто фактично множина точок площини з 
координатами (x, f(x)). 

ПРИКЛАД. Функція “Антьє” – найбільше ціле число, яке менше заданого. 
Позначається y = E(x) або  y=[x]. 

ПРИКЛАД: E(-1,5) = -2; E(1,5) = 1; E(-0,5) = -1; E(0,5) = 0. 
Графік функції зображено на рисунку 1.2. 
Не всі функції можуть бути задані графічно. Так, наприклад, функція Діріх-

лє графічно не може бути представлена. 
3. Табличний. Значення аргументу і відповідні йому значення функції запи-

сують у вигляді таблиці: 
X X0 X1 …… Xn 
f(X) f(X0) f(X1) ……. f(Xn) 

Даний спосіб широко використовується у чисельних методах. 
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при

0

0
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Зауваження. При побудові графіка часто використовують такі прості геоме-

тричні міркування: якщо Г - графік функції f (x), то: 
1) y1 = – f(x) – дзеркальне відображення Г відносно осі Oх; 
2) y2 = f(– x) – дзеркальне відображення Г відносно осі Oу; 
3) y3 = f(x – a) – зміщення вздовж осі Oх вправо на a (a>0);  
4) y4 =b + f(x) – зміщення вверх вздовж осі Oу на b (b>0); 
5) y5 = f(ax) – (a>0, a≠1 ) стиснення в a разів при a>1 або розтягнення в a 

разів при a<1 вздовж осі Oх; 
6) y6 = bf(x) – (b>0, b≠1 ) розтягнення в b разів при b>1 або стиснення в 1/b 

разів при b<1 вздовж осі Oу. 
 
1.3.2. Класифікація функцій 
 
Def. До простих елементарних функцій відносяться такі функції: 

f(x)=C - постійна; 
xα - степенева; 
ax - показнико́ва, або експоненці́йна; 
loga x - логарифмічна; 
sin(x), cos(x), tg(x), ctg(x), - тригонометрична; 
arcsin(x), arсcos(a), arctg(x), 
arcctg(x) 

- обернені тригонометричні. 

Def. До класу елементарних функцій відносяться всі функції, які отри-
муємо за допомогою кінцевого числа арифметичних дій над найпростішими 
елементарними функціями, а також суперпозицією функцій. 

ПРИКЛАДИ: 

а) f(x) = │x│, где │x│ = ; 
б) g(x) = cos2(x) + log2│sin(x)│. 
Для елементарних функцій можна запропонувати класифікацію, представ-

лену на рисунку 1.3. 
 

2x

y 

x 

Рисунок 1.2 
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 Клас елементарних функцій  
  
   
Алгебраїчні  Трансцендентні 
  

  
Раціональні  Ірраціональні  
  

  
Цілі (алгебраїчні многочлени)  Дробові  

 
Рисунок. 1.3. Класифікація елементарних функцій 

 
Зауваження до схеми:  
1. Цілі раціональні функції (алгебраїчні многочлени, або поліноми)  такі 

функції, де над x виконуються дії множення на число, додавання, віднімання, пі-
днесення до цілого степеня: 

An(x) = n
n xaxaxaa  2

210 . 
2. Дрібно раціональні функції представляють собою відношення двох мно-

гочленів: 

. 

3. Раціональні функції – функції, які являються або цілими раціональними, 
або дрібно раціональними функціями. 

4. Ірраціональні функції – функції, які містять дробові степені аргументу 
(окремий випадок запису дробової степені - корінь: 

,   . 

5. Раціональні (цілі, дробові) та ірраціональні функції називають алгебраїч-
ними. Всі неалгебраїчні функції називають трансцендентними. Приклад трансце-
ндентних функцій - функції, що містять тригонометричні елементарні, логариф-
мічні, показникові і інші функції: 

y= cos2(x) + x;   y= sin(x)+ ln(x). 
 
1.3.3. Загальні властивості функцій 
 
До загальних властивостей функцій можна віднести: 
● парність або непарність; 
● періодичність; 
● монотонність. 

m
m

n
n

m

n

xbxbxbb

xaxaxaa

)x(B

)x(A
)x(F






2
210

2
210

3 x)x(f  )x()xx()x(f 32 23521 
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1. Функція називається парною, якщо    xfxf  , і непарною, якщо 
   xfxf  . Інакше функція називається простою (немає ні парності, ні непа-

рності). 
2. Функція називається періодичною, якщо існує таке мінімальне число Т, 

для якого при будь-якому x виконується рівність f(x+nT) = f(x), де nN. Най-
менше число Т при цьому називається періодом функції. 

Поведінка періодичної функції досить розглянути в будь-якому інтервалі, 
довжина якого дорівнює періоду функції.  

Приклади періодичних функцій: : y=sin(x), T=2π; y=tg(x), T= π. 
3. Монотонність. 
Def. Функція називається монотонною на заданому інтервалі, якщо на 

цьому інтервалі приросту аргументу відповідає приріст функції, тобто  
fxfxxf  )()(  (Рисунок 1.4). 

 

Def. Функція називається монотонно зростаючою на інтервалі  ba, , 
якщо на цьому інтервалі більшому значенню аргументу ( 21 xx  ) відповідає 

більше значення функції ( )()( 21 xfxf  ). 
Визначення в кванторах має вигляд 

f(x) ↑  (x1, x2  [a, b]) ([a, b]  Df) (x1 < x2  f(x1) < f(x2)). 
Def. Функція називається монотонно спадною на заданому інтервалі, 

якщо більшому значенню аргументу відповідає менше значення функції. 
Визначення в кванторах має вигляд 

f(x) ↓  (x1, x2  [a, b]) ([a, b]  Df) (x1 < x2  f(x1) > f(x2)). 
ПРИКЛАД: Для функції y=x2 можно виділити дві множини: 
− (–∞, 0) – функція спадає;  
− [0, +∞) – функція зростає. 
 

Рисунок 1.4 

f(x+Δx) 
x+
Δ

x 

Δf 

f(x) x 

Δx 
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1.3.4. Композиція функцій 
 
Нехай задані функції 

g : x→y;  f : y→z. 
Їх композицією називається функція  x→z, яка позначається f○g. 
Def. Композиція функцій − це функція, яка побудована з двох функцій 

таким чином, що результат першої функції є аргументом другої. (Рисунок 
1.5) 

(f○g) (x) = f(g(x)),  x  Df•g 

 

Тобто, композиція функцій це функція від функції. Композицію функцій ще 
називають складною функцією. 

Область визначення складної функції  Df • g складається з усіх тих значень z 
 Df•g, для яких g(z)  Df, тобто з таких z, для яких g(z) = Img ∩ Df (перетин). Ін-
шими словами, для складної функції значення елементів z має відповідати області 
визначення функції f. 

Композицію функцій називають ще суперпозицією. 

ПРИКЛАД. Показати суперпозицію функції . Для цієї функції 
запишемо: 

g : x= 4- z2; Dg=R; 
f : y= ; Df={xR| x ≥ 0}; 

f○g = f(g(z)) = ; 
Df•g ={zR| 4- z2 ≥ 0} = {zR| | z | ≤ 2}. 

 

24 zy 

x
2z4 

x 

f 

y z 

g 

• 
• 

Рисунок 1.5 

f○g 
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1.3.5. Обернена функція 
 
Нехай задана функція  

f: x → y, 
яка забезпечує однозначну відповідність, тобто для будь-якого елемента yY іс-
нує тільки одне значення xX. 

Def. Кажуть, що задана функція, обернена до існуючої f, якщо кожному 
числу yY поставлене у відповідність певне число xX. 

Позначимо обернену функцію  f-1, тоді 
f-1: y → x. 

Щоб побудувати обернену функцію для функції y=f(x), потрібно отримати 
залежність x=f-1(y), при цьому, область значення y повинна забезпечувати одноз-
начність. 

Зауваження. При побудові оберненої функції необхідно враховувати, що 
незалежну змінну (аргумент) прийнято позначати x, а залежну змінну (функцію) 
як y. 

ПРИКЛАДИ. Побудувати обернені функції до заданих: 
1. y=3x+5, Df=R, Imf=R; 
 

x= , 
=R, =R. 

 Ответ: f: y=3x+5; 
f-1: y= . 

2. y=sin(x), Df=R, Imf= [-1, +1]; 
 x=arcsin(y), = [-1, +1], ={xR| -={zR| -π/2≤ x ≤ π/2}. 

 Ответ: f: y=sin(x); f-1: y=arcsin(x), = [-1, +1]. 

 
 
1.3.6. Неявно задані функції 
 
 
Якщо функція записана відносно її змінної, то це явно задана функція: 

y=f(x). 
Якщо функція не розв’язана відносно y, то це неявно задана функція: 

F(x,y)=0. 
ПРИКЛАД: x2 – ln(xy)+1=0. 
 
 

1.4. Висновки 
 
Def. Математичний аналіз - це розділ математики, у якому методом 

границь вивчаються функції та їх узагальнення. 
Для запису математичних висловлювань використовуються символи: 

3

5y 1f
D 1mf

I

3

5x

1f
D 1mf

I

1f
D
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Символи 
Математична логіка Теорія множин 

 «Для будь - якого…»  Елемент множини 
 «Існує»  Не елемент множини 
 «Слідує» ∩ Перетин множин 
 «Еквівалентність» U Об’єднання множин 
 «Прямує»  Підмножина множини 
 «…таке, що»  Не підмножина  
 Або \ Різниця множин 
 І C Доповнення множин 

Def. Під множиною треба розуміти об'єднання в єдине ціле певних ціл-
ком різних елементів. 

Позначення: A, B, C, X, Y  множини; 
  a, b, c, x, z, y − елементи множин. 
Порожня множина позначається Ø. 
Множина задається або перерахунком його елементів 

M = {a, b, c}, 
або зазначенням їх характеристичних властивостей, наприклад: 

M={zZ | z ≥ 0}. 
Використовують множини: 
1. Натуральних чисел:  N = {1, 2, 3, …}. 
2. Цілих невід’ємних чисел:  Z0 = {0, 1, 2, 3, …}. 
3. Цілих чисел:   Z = {0, ±1, ±2, ±3, …}. 
4. Раціональних чисел:   Q = {x=m/n | m Z  nN }. 
5. Дійсних чисел (раціональних і ірраціональних): 

R = {xy | x Q  yQ }. 

6. Множина комплексних чисел: C = {x+iy | x,y R  i2 = -1}. 
Для геометричного зображення дійсного числа використовується числова 

вісь. 
Множини як числові проміжки: 
1. Сегмент, відрізок: [a,b]= {x R | a ≤ x ≤ b }. 
2. Інтервал: (a,b)= {x R | a < x < b }. 
3. Напівінтервал: (a,b]= {x R | a < x ≤ b }, [a,b)= {x R | a ≤ x < b }. 
4. Промені (визначення за аналогією з попередніми): 
(a,+∞), [a,+∞), [-∞,a) ,  (-∞,a]. 
Розрізняють праві і ліві, відкриті і закриті промені (a - початок променя). 
Якщо набір елементів множини являє собою одне і те ж значення, то та-

кий набір можна назвати постійною величиною. 
Якщо набір елементів множини являє собою різні значення, то такий набір 

можна назвати змінною величиною. 
Def. Кажуть, що на числовій множині Х1 визначена функція f, якщо ко-

жному елементу x  X1 поставлено однозначно у відповідність визначене чи-
сло y  Y1. 
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Це позначається так: 
y=f(x), y=y(x), f : x→y, 
x→y, Х1 → Y1, F(x,y) = 0, 

1YX f1 . 
 
Називають: 
x – аргумент, або незалежна змінна; 
y – значення функції, або залежна змінна. 
Розрізняють: 
Df − область визначення функції; 
Imf − область значень функції (image − образ). 
Розрізняють функції: 
1. Постійні – функції, всі значення яких дорівнюють між собою: 

f(x)=C. 
2. Обмежені функції: 
а) обмежені зверху:(  M) (x  Х ) : f(x)  M; 
б) обмежені знизу:(  M) (x  Х ) : f(x)  m; 
в) обмежені:(  a > 0) (  x  Х ) : | f(x) |  a. 
3. Необмежені функції. 
Задати функцію - це означає вказати, як по заданому аргументу x визнача-

ється значення функції y. Розрізняють три основних способи задання функції: 
 
1. Аналітичний, коли функціональну залежність представляють у вигляді 

виразу, формули.  
 
2. Графічний, коли функцію представляють у вигляді графіка. 
Def. Графіком функції f(x) називається множина 

Г = (x, y)  R2 | x  Df  y=f(x), 
де R2 − множина точок площини, тобто фактично множина точок площи-
ни з координатами (x, f(x)). 

Не всі функції можуть бути задані графічно.  
 
3. Табличний. Значення аргументу і відповідні йому значення функції запи-

сують у вигляді таблиці. 
Зауваження. Якщо Г - графік функції f (x), то: 
1) y1 = - f (x) - дзеркальне відображення Г відносно осі Oх; 
2) y2 = f (- x) - дзеркальне відображення Г відносно осі Oу; 
3) y3 = f (x - a) - зміщення вздовж осі oх вправо на a (a> 0); 
4) y4 = b + f (x) - зміщення вгору уздовж осі Oу на b (b> 0); 
5) y5 = f (ax) - (a> 0, a ≠ 1) стиснення в a разів при a> 1 або розтягнення в a 

разів при a <1 уздовж осі Oх; 
6) y6 = bf (x) - (b> 0, b ≠ 1) розтягнення в b разів при b> 1 або стиснення в 1 

/ b разів при b <1 уздовж осі Oу. 
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Def. До простих елементарних функцій відносяться такі функції: 
f(x)=C - постійна; 
xα - степенева; 
ax - показнико́ва або експоненці́йна; 
loga x - логарифмічна; 
sin(x), cos(x), tg(x), ctg(x), - тригонометрична; 
arcsin(x), arсcos(a), arctg(x), arcctg(x) - обернені тригонометричні. 

Def. До класу елементарних функцій відносяться всі функції, які отри-
муємо за допомогою кінцевого числа арифметичних дій над найпростішими 
елементарними функціями, а також суперпозицією функцій. 

Розрізняють: 
1. Цілі раціональні функції (алгебраїчні многочлени, або поліноми)  такі 

функції, де над x виконуються дії множення на число, додавання, віднімання, під-
несення до цілого степеня: 

An(x) = n
n xaxaxaa  2

210 . 
2. Дрібно-раціональні функції представляють собою відношення двох мно-

гочленів: 

. 

3. Раціональні функції – функції, які являються або цілими раціональними, 
або дробово-раціональними функціями. 

4. Ірраціональні функції – функції, які містять дробові степені аргументу 
(окремий випадок запису дробової степені - корінь): 

,   . 

5. Раціональні (цілі, дробові) та ірраціональні функції називають алгебраїч-
ними.  

Всі неалгебраїчні функції називають трансцендентними.  
Загальні властивості функцій: 
1. Функція називається парною, якщо    xfxf  , і непарною, якщо 

   xfxf  . Інакше функція називається простою (немає ні парності, ні не-
парності). 

2. Функція називається періодичною, якщо існує таке мінімальне число Т, 
для якого при будь-якому x виконується рівність f(x+nT) = f(x), де nN. Най-
менше число Т при цьому називається періодом функції. 

3. Монотонність. 
Def. Функція називається монотонною на заданому інтервалі, якщо на 

цьому інтервалі приросту аргументу відповідає приріст функції, тобто  
fxfxxf  )()( . 

Def. Функція називається монотонно зростаючою на інтервалі      ba, , 
якщо на цьому інтервалі більшому значенню аргументу ( 21 xx  ) відповідає 

більше значення функції ( )()( 21 xfxf  ). 

m
m

n
n

m

n

xbxbxbb

xaxaxaa

)x(B

)x(A
)x(F






2
210

2
210

3 x)x(f  )x()xx()x(f 32 23521 
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Def. Функція називається монотонно спадною на заданому інтервалі, 
якщо більшому значенню аргументу відповідає менше значення функції. 

Def. Якщо z є функцією f від y, а y є функцією g від x, то складною функ-
цією z від змінної x називають функцію f від функції g. 

Область визначення Df • g складається з усіх тих значень z  Df•g, для яких 
g(z)  Df, тобто з таких z, для яких g(z) = Img ∩ Df (перетин). Іншими словами, 
для складної функції значення елементів z має відповідати області визначення 
функції f. 

Функцію f від функції g називають ще композицією функцій, або суперпо-
зицією. 

Нехай задана функція  
f: x → y, 

яка забезпечує однозначну відповідність, тобто для будь-якого елемента yY 
існує тільки одне значення xX. 

Def. кажуть, що задана функція, обернена до існуючої f, якщо кожному 
числу yY поставлене у відповідність певне число xX. 

Позначається обернена функція  f-1, тоді 
f-1: y → x. 

Щоб побудувати обернену функцію для функції y=f(x), потрібно отримати 
залежність x=f-1(y), при цьому область значення y повинна забезпечувати одноз-
начність. 

Якщо функція записана відносно її змінної, то це явно задана функція: 
y=f(x). 

Якщо функція не розв’язана відносно y, то це неявно задана функція: 
F(x,y)=0. 
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2. ГІПЕРБОЛІЧНІ ФУНКЦІЇ. ГРАНИЦЯ 
 

2.1. Гіперболічні функції і їх геометричне уявлення 
 

Def. Гіперболічні функції - це функції, для побудови яких використову-
ється показнико́ва функція 

ах, 
де а − Неперово число е = 2,718… 

Def. Гіперболічним синусом і гіперболічним косинусом називають фун-
кції, які визначаються формулами 

2
)(

xx ee
xsh


 , 

2
)(

xx ee
xch


 . 

За аналогією з тригонометричними функціями вводяться поняття тангенса 
гіперболічного і котангенс гіперболічного: 

xx

xx

ee

ee

xch

xsh
xth









)(

)(
)( , 

xx

xx

ee

ee

xsh

xch
xcth









)(

)(
)( , 

а також секанса гіперболічного і косеканса гіперболічного: 

)(

1
)(

xch
xsch  ,  

)(

1
)(csc

xsh
xh  . 

В одиничному колі x2 + y2 = 1 (Рисунок. 2.1, а) тригонометричні функції 
можна представити так: 

sin(α) = AC;  cos(α) = OC;  tg(α) = BD. 
Гіперболічні функції (за аналогією з тригонометричними) в одиничної гіпе-

рболи x2 - y2 = 1 (рисунок 2.1, б) можна представити так: 
sh(α) = AC;  ch(α) = OC;  th(α) = BD. 

x 
O 

A B 
y 

C D 

α 
x O 

A 
B 

y 

C D 
α 

Рисунок. 2.1 
а б
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2.1.1. Парність і непарність гіперболічних функцій 
 
Серед гіперболічних функцій, як і серед тригонометричних, парною є ch(α), 

а три останні – непарні: 

2

xexe
)x(ch


 , )(

2

)(
)( xch

xexe
xch 


 ; 

2
)(

xexe
xsh


 , )(

2

)(
)( xsh

xexe
xsh 


 . 

 
2.1.2. Основні залежності для гіперболічних функцій 
 

Розглянемо вираз 122  xshxch . Його можна записати у вигляді 
















 










 
4

222

4

222

22

22 xexexexexexexexexexexexe

 

1
4

222222





xexexexe
. 

Аналогічно виводяться і інші вирази, які можна записати в такому вигляді: 
;122  xshxch  

;shyshxchychx)yx(ch   

;)( chxshychyshxyxsh   

;2 22 xshxchxch   

chxshxxsh  22 . 
 
2.1.3. Графіки гіперболічних функцій 
 
Функції y = ch(x) и y = sh(x) можна представити в наступному вигляді: 

x

e
xe

xexexexe
xch 














1

2

1

2

1

222
)( ; 

x

e
xe

xexe
xsh 











1

2

1

2

1

2
)( . 

Маючи графіки функцій y = xe
2

1
 и y = 

x

e






1

2

1
, графічним складанням мож-

на отримати точки гіперболічних функцій (рисунок 2.2). 
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Рисунок. 2.2 

 
Аналізуючи отримані графіки, можна побудувати графіки функцій th(x) і 

cth(x) (рисунок 2.3). 
 

 
Рисунок. 2.3 
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2.2. Поняття границі 
 
2.2.1. Числова послідовність 
 
Def. Під числовою послідовністю будемо розуміти множину дійсних чи-

сел, які є значеннями функції, областю визначення якої є множина натура-
льних чисел. 

Іншими словами, кожному натуральному числу ставиться у відповідність 
дійсне число. Це можна записати наступним чином: 

xn = f(n), 
де nN або {f(n)}, xn – n-й елемент послідовності, або загальний елемент послідо-
вності. 

Послідовність можна задати так: 

1. Значеннями її елементів, наприклад: 1; 
2

1
;
3

1
… . 

2. Загальною залежністю, наприклад: an = 
n

1
 , nN. 

3. Рекурентною залежністю, коли задаються перший елемент і залежність 
для отримання наступного елемента через попередній: 

a1,  ai+1 = φ(ai), 
наприклад:  

a1= 1, ai+1 = 
2i

ai . 

Цей варіант частіше використовується в обчислювальній техніці. 

ПРИКЛАД. Задати числову послідовність an = 
n

1
 рекурентною залежністю. 

Розв'язок. 
Маємо 

a1 = 1,  ai = 
i

1
, ai+1 = 

1

1

i
. 

Тоді можна обчислити рекурентний коефіцієнт: 

ki = 
i

i

a

a 1  = 
11

1 i

i 
 = 

1i

i
 . 

Отже, числова послідовність являє собою запис виду 
ai = 1,     ai+1 = ki ai . 

Розрізняють такі послідовності: 
1. Обмежені зверху. 
Def. Послідовність {xn} називається обмеженою зверху, якщо існує чис-

ло M, таке, що будь-який елемент xn цієї послідовності не більш цього числа, 
тобто якщо (M) (xn) : xn ≤ M. 

ПРИКЛАД: xn = - n3. 
2. Обмежені знизу. 
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Def. Послідовність {xn} називається обмеженою знизу, якщо існує число 
m, таке, що будь-який елемент xn цієї послідовності не менш цього числа, 
тобто якщо (m) (xn) : xn ≥ m. 

ПРИКЛАД: xn = n2. 
3. Обмежені. 
Def. Послідовність {xn} називається обмеженою, якщо існує позитивне 

число a, таке, що будь-який елемент xn цієї послідовності по модулю не біль-
ше цього числа, тобто якщо (a>0) (xn) : │xn│ ≤ a. 

ПРИКЛАД: xn =(-1)n  
n

2
, где  -2 ≤ xn ≤ 2. 

4. Необмежені. 
Def. Послідовність {xn} називається необмеженою, якщо для будь-якого 

числа M>0, знайдеться такий номер N, починаючи з якого для всіх n>N буде 
виконуватися нерівність │xn│>M, тобто якщо (M>0) (N : n>N) → │xn│>M. 

 
2.2.2. Границя числової послідовності 
 
Def. Число a називається границею числової послідовності {un}, якщо 

для будь-якого позитивного числа ε існує номер N(ε), такий, що при n > N(ε) 
виконується нерівність 

│un – a│ < ε. 
Позначається границя як 

x
limun =a. 

Це можна записати через квантори у вигляді 

x
limun =a  (  ε >0) (N(ε))(  n>N)   │un – a│ < ε. 

Можна ще записати так: 
un  → a  при n  →  ∞. 

Def. Послідовність, що має границю, називається збіжною. Послідов-
ність, яка не має границі, називається розбіжною. 

ПРИКЛАД. Показати, що послідовність 
1n

n
 збігається до 1. 

Розв’язання. 

Послідовність має такий вигляд: 
2

1
; 

3

2
; 

4

3
; 

5

4
; . . . 

1n

n
; . . .  . Так як 

x
lim  un 

=1,  для будь-якого ε виконується нерівність │un – 1│ < ε : 

│
1n

n
 – 1│ < ε ;  │

1

1




n

nn
│ < ε ;  

1

1

n
 < ε ;  n+1> 


1

 , або n > 

1

 – 1. 

Як N можна вибрати 

N = 



 1
1


+1. 
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Наприклад, ε = 0,001, тоді, щоб виконувалась умова │un – 1│ < 0,001, як N 

досить взяти N = 



 1

0010

1

,
+1 =  999+1  = 1000,  і  при  будь-якому n > 1000 буде 

виконуватися умова │un – 1│ < 0,001. 
Зауваження. Визначення границі послідовності дозволяє перейти до грани-

ці функції 
x

limf(x). 

 
2.2.3. Границя функції при x → x0 

 
Нехай функція f(x) визначена на осі Ох і при цьому можливо, що x ≠ x0 . 

Припустимо, що можна вибрати такі точки x1, x2, x3, . . . , xn , відмінні від x0, які 
утворюють послідовність, яка збігається до x0. 

Значення функції в точках цієї послідовності також утворюють числову по-
слідовність 

f(x1 ), f(x2 ),…, f(xn ), 
і можна ставити питання про її границю. 
Def. 1 (по Гейне). Число A називається границею функції f (x) в точці x 

= x0 (або при x → x0), якщо будь-який збігається до x0 послідовності 
{ xn}n=1,...,∞ 

відповідає послідовність значень функції 
{ f(xn )}n=1,...,∞ , 

яка збігається до A. 
Записується це так: 

0

lim
xx

f(x) = A. 

Def. 2 (по Коші). Число A називається границею функції f(x) в точці x = 
x0  (або при x → x0), якщо для будь-якого числа ε > 0 існує число δ >0, таке, 
що для всіх x X, x ≠ x0, задовольняють нерівності 

| x - x0 | < δ, 
виконується нерівність 

| f(x) - A | < ε, 
тобто 

0

lim
xx

f(x)=A (ε>0)(δ>0)(xX x≠x0  |x-x0| <δ) |f(x) - A | < ε. 

Зауваження. У визначенні меж не потрібно, щоб функція була задана в гра-
ничній точці. Потрібно, щоб функція була визначена в околі граничної точки, де 
під околом цієї точки розуміють множину виду (x0 – δ,  x0 + δ) (Рисунок. 2.4). 

Щоб перевірити, що A є границею функції 
f(x) при x → x0, потрібно задати додатнє як завгод-
но мале число ε. Якщо для нього завжди можна 
підібрати таке додатнє число δ, що для всіх x (не 
рівних x0), виконується нерівність 

| x - x0 | < δ, 
буде справедлива також нерівність 

x0 x + δx - δ

Рисунок 2.4 
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| f(x) - A |<ε, 
тоді число A − дійсно границя функції f(x) при x → x0. 

ПРИКЛАД. Довести, що 
1

lim
x

(2x+1) = 3. 

Розв’язання. 
З визначення випливає, що для | x - x0| < δ   |f(x) - A|<ε, із умови прикладу 

x0 = 1;  f(x) = 2x+1; A = 3. Значить, |x - 1| < δ   |2x+1 - 3|<ε або  |2x - 2|<ε   |x - 
1|<ε/2. Отже, для   x → x0 в якості δ може бути вибране число ε/2, тобто границя 
існує. 

 
2.2.4. Геометричне тлумачення границі функції при x → x0 
 
З визначення границі випливає: 

0

lim
xx

f(x)=A (ε>0)(δ>0)(xX x≠x0  |x-x0|<δ) |f(x)-A|<ε. 

Геометричний зміст границі функції  xf  при x → x0 представлений на ри-
сунках 2.5, 2.6. Він полягає в тому, що границею функції f(x)  в точці x = x0 є таке 
число A, що для будь-якої ε-окілка цього числа існує такий δ-окіл змінної x0, що 
для всіх x із цього окілка значення функції попадає в ε-окіл числа A. 

 

 

f(x) 

x

x0 

Задана функція f(x) 

A+ ε

A- ε

f(x)

x 

x0 

A

( ε >0) A - ε < A < A + ε 

Рисунок. 2.5 

A+ ε 

A- ε 

f(x) 

x
x0 

A 
x0+δ

x0-δ

( δ>0)  x0 –δ < x <  x0 +δ

A+ ε

A- ε

f(x)

x 
x 

Рисунок. 2.6 
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Зауваження. При 0xx   мається на увазі, що 0xx  , а x  знаходиться в 
околі точки 0x . 

 
2.2.5. Односторонні границі 
 
Для позначення наближення точки до 0x  зліва використовують запис 00 x , 

а справа − 00 x . 
Def. Число A  називається границею функції f(x)  зліва в точці 0x , як-

що для будь-якого числа 0ε   існує число 0δ  , таке, що при  00 xδ;xx   

виконується нерівність   εAxf  . 

Це записується у вигляді 
A)x(flim

xx


 00

 или   Axf  00 . 

Границя справа визначається аналогічно. У квантор визначення можна за-
писати так: 

B)x(flim
xx


 00

           Bxfx;xx 0000 . 

Границю справа позначають у вигляді   Bxf  00 . 
 Наведені визначення проілюстровані на рисунок. 2.7. 

Границі функції зліва і справа називаються односторонніми границя. 
Якщо існує границя в точці, то існують і границі ліворуч і праворуч і вони 

рівні між собою і дорівнюють границі в точці. 
Зауваження. Для заданої точки не завжди існує загальна границя, напри-

клад: )(xsigny  . За визначенням 














.xпри

,xпри

,xпри

)x(sign

01

00

01

 

Графік цієї функції зображений на рисунок 2.8. 

x 

f(x0)=A 

x0 

y 

x 

f(x0)=B 

x0 

y 

A≠B 

Рисунок. 2.7 

f(x0)=A 
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Для того щоб в заданій точці існувала 
загальна границя, необхідно, щоб 

00 00  xxxx , 
тобто  

))(lim)(lim()(lim
00 000

xfxfxf
xxxxxx 

 . 

 
2.2.6. Визначення границі функції при 
x  
 
Крім прямування x  до конкретного зна-

чення, розрізняють границі при x , x ; якщо ж границі співпадають, 
тоді x . 

Def. Число А називається границею функції )(xf  при x , якщо 
для будь-якого числа   більше нуля  0  існує число 0M , таке, що при 
всіх значеннях Mx   виконується нерівність 

 Axf )( . 

Це можна записати у вигляді 





AxfMxMAxf

x

x
)(:)()0)(0()(lim

0

. 

За аналогією для від’ємної нескінченності: 

.)(:)()0)(0()(lim
0





AxfMxMAxf

x

x
 

ПРИКЛАД: 
22








)x(arctg;)x(arctg

x
limlim

x
. 

Графік функції )x(arctg  представлений на рисунок 2.9. 
 

 
Рисунок. 2.9 

 

x 

-1 

sign(x) 

+1 

0 

Рисунок 2.8 
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2.3. Висновки 
 
Def. Гіперболічні функції - це функції, для побудови яких використову-

ється показникова функція 
ах, 

де а − неперово число е = 2,718… 
Def. Гіперболічним синусом і гіперболічним косинусом називають фун-

кції, які визначаються формулами 

2
)(

xx ee
xsh


 , 

2
)(

xx ee
xch


 . 

Вводяться також поняття тангенса гіперболічного і котангенса гіпербо-
лічного: 

xx

xx

ee

ee

xch

xsh
xth









)(

)(
)( , 

xx

xx

ee

ee

xsh

xch
xcth









)(

)(
)( . 

Якщо в одиничному колі x2 + y2 = 1 можна записати тригонометричні фу-
нкції: 

sin(α) = AC;  cos(α) = OC;  tg(α) = BD, 
тоді в одиничній гіперболі  x2 - y2 = 1 − гіперболічні: 

sh(α) = AC;  ch(α) = OC;  th(α) = BD. 
Серед  гіперболічних функцій парною є ch(α), а три останні – непарні: 

2
)(

xexe
xch


 , )(

2

)(
)( xch

xexe
xch 


 ; 

2
)(

xexe
xsh


 , )(

2

)(
)( xsh

xexe
xsh 


 . 

Основні залежності для гіперболічних функцій: 
;122  xshxch  

;)( shyshxchychxyxch   

;)( chxshychyshxyxsh   

;2 22 xshxchxch   

.22 chxshxxsh   

Маючи графіки функцій y = xe
2

1
 и y = 

x

e






1

2

1
, графічним складанням мож-

на отримати точки гіперболічних функцій. 
Def. Під числовою послідовністю будемо розуміти множину дійсних чи-

сел, які є значеннями функції, областю визначення якої є безліч натуральних 
чисел. 
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Це можна записати як 
xn = f(n), nN или {f(n)}, 

де xn – n-й елемент послідовності, або загальний елемент послідовності. 
Послідовність можна задати так: 
1. Значеннями її елементів. 
2. Загальною залежністю. 
3. Рекурентною залежністю, коли задаються перший елемент і залеж-

ність для отримання наступного елемента через попередній: 
Розрізняють такі послідовності {xn}: 
1) обмежена зверху, якщо (M) (xn) : xn ≤ M; 
2) обмежена знизу, якщо (m) (xn) : xn ≥ m; 
3) обмежена, якщо (a>0) (xn) : xn ≤│a│; 
4) необмежена, якщо (M>0) (N : n>N)  →  │xn │> M. 
Def. Число a називається границею числової послідовності {un}, якщо 

для будь-якого позитивного числа ε існує номер N(ε), такий, що при n > N(ε) 
виконується нерівність 

│un – a│ < ε. 
Позначаєтся границя як 

x
limun =a. 

Це можна записати через квантори у вигляді 

x
limun =a  (  ε >0) (N(ε))(  n>N)   │un – a│ < ε. 

Можна ще записати так: 
un  → a  при n  →  ∞. 

Def. Послідовність, що має границю, називається збіжною. Послідов-
ність, яка не має границі, називається розбіжною.  

Def. 1 (по Гейне). Число A називається границею функції f (x) в точці x = x0 
(або при x → x0), якщо будь-який збігається до x0 послідовності 

{ xn}n=1,...,∞ 

відповідає послідовність значень функції 
{ f(xn )}n=1,...,∞ , 

яка збігається до A. 
Def. 2 (по Коші). Число A називається границею функції f(x) в точці x = x0  

(або при x → x0), якщо для будь-якого числа ε > 0 існує число δ >0, таке, що для 
всіх x X, x ≠ x0, задовольняють нерівності 

| x - x0 | < δ, 
виконується нерівність 

| f(x) - A | < ε, 
тобто 

0

lim
xx

f(x)=A (ε>0)(δ>0)(xX x≠x0  |x-x0|<δ) |f(x)-A|<ε. 

У визначенні границі не потрібно, щоб функція була визначена в самій гра-
ничній точці. 

Під δ-окілком точки x0 розуміють множину виду (x0 – δ, x0 + δ). 
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Зауваження. При 0xx   мається на увазі, що 0xx  , а x  знаходиться в 
окілку точки 0x . 

Для позначення наближення точки до 0x  зліва використовують запис 00 x
, а справа − 00 x . 

Def. Число A  називається границею функції f(x)  зліва в точці 0x , якщо 
для будь-якого числа 0ε   існує число 0δ  , таке, що при  00 xδ;xx   ви-

конується нерівність   εAxf  : 

A)x(flim
xx


 00

 або   Axf  00 . 

Def. Число B  називається границею функції f(x)  справа в точці 0x , як-
що для будь-якого числа 0ε   існує число 0δ  , таке, що при  δx;xx 00   

виконується нерівність   εBxf  : 

B)x(flim
xx


 00

 або   Bxf  00 . 

Зауваження. Для заданої точки не завжди існує загальна границя. 
Для того щоб в заданій точці існувала загальна границя, необхідно, щоб 

00 00  xxxx , 
тобто ))(lim)(lim()(lim

00 000

xfxfxf
xxxxxx 

 . 

Розрізняють також границі при x , x ; якщо ж границі співпада-
ють, то x . 

Def. Число А називається границею функції )(xf  при x , якщо мо-
жна записати 





AxfMxMAxf

x

x
)(:)()0)(0()(lim

0

. 

За аналогією для невід’ємної нескінченності: 

.)(:)()0)(0()(lim
0





AxfMxMAxf

x

x
 

 
2.4. Питання для перевірки 

 
1. Числова послідовність - це множина дійсних чисел, які є значеннями 

функції, областю визначення якої є множина: 
а) натуральних чисел; б) цілих чисел; в) додатніх чисел. 
2. Послідовність можна задати: 
а) номерами її елементів, загальною залежністю, рекурентною залежністю; 

б) значеннями її елементів, загальною залежністю, рекурентною залежністю;      
в) значеннями її елементів, загальною залежністю, рекурсією. 

3. Рекурентна залежність - це залежність, коли задаються: 
а) перший елемент і наступні елементи; б) перший елемент і залежність для 

отримання наступного елемента через попередній елемент;в) довільний елемент і 
залежність для отримання наступного елемента через попередній елемент. 
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4. Види послідовностей щодо обмеження: 
а) обмежені зверху, обмежені знизу, необмежені; б) обмежені, необмежені; 

в) обмежені зверху, обмежені знизу, обмежені, необмежені. 
5. По Коші, число A називається границею функції f(x) в точці x = x0, 

якщо для будь-якого числа ε > 0 існує число δ >0, таке, що для всіх x X, x ≠ 
x0, задовольняють нерівності | x – x0 | < δ, виконується нерівність: 

а) |f(x) - A| > ε; б) |f(x) - A| < ε; в) |f(x) - A| = ε. 
6. Числова послідовність, яка має границю, називається: 
а) збіжною; б) розбіжною; в) граничною. 
7. Числова послідовність, яка не має меж, називається: 
а) розбіжною; б) збіжною; в) неграничною. 
8. Число a називається границею числової послідовності {un}, якщо для 

будь-якого додатнього числа ε існує номер N(ε), такий, що при n > N(ε) вико-
нується нерівність: 

а) │un – a│ = ε; б) │un – a│ > ε; в) │un – a│ < ε. 
9. По Гейне, число A називається границею функції f(x) в точці x = x0, 

якщо: 
а) будь-який збігається до x0 послідовності {xn}n=1,...,∞ відповідає послідов-

ність значень функції {f(xn )}n=1,...,∞, яка збігається до числа A; 
б) будь-якій послідовності {xn}n=1,...,∞ відповідає послідовність значень фун-

кції {f(xn )}n=1,...,∞, яка збігається до числа A; в) відповідна послідовність значень 
функції {f(xn )}n=1,...,∞ збігається до числа A. 

10. Правильний запис визначення границі функції в квантор має ви-
гляд: 

а) 
0

lim
xx

f(x) = A ↔ (ε >0)(δ>0):(|x-x0| >δ) →|f(x)-A|<ε; 

б) 
0

lim
xx

f(x) = A ↔ (ε >0)(δ>0):(|x-x0| <δ) →|f(x)-A|>ε; 

в) 
0

lim
xx

f(x) = A ↔ (ε >0)(δ>0):(|x-x0| <δ) →|f(x)-A|<ε. 

11. Правильний запис визначення границі числової послідовності в 
квантор має вигляд: 

а) 
x

limun =a ↔(  ε >0) (N(ε))(  n>N) → │un – a│ = ε; 

б) 
x

limun =a ↔(  ε >0) (N(ε))(  n>N) → │un – a│ > ε; 

в) 
x

limun =a ↔(  ε >0) (N(ε))(  n>N) → │un – a│ < ε. 

12. Чи потрібно, щоб для визначення границя функція була задана в 
граничної точці: 

а) ні; б) так; в) тільки в особливих випадках? 
13. У заданій точці загальна границя функції існує: 
а) завжди; б) тільки в особливих випадках; в) не завжди. 
14. Число A  називається границею функції f(x)  зліва в точці 0x , якщо 

для будь-якого числа 0ε   існує число 0δ  , таке: 
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а) що при  δx;xx 00   виконується нерівність   εAxf  ; а) що при 

 00 xδ;xx   виконується нерівність   εAxf  ; а) що при  00 xδ;xx   ви-

конується нерівність   εAxf  . 

15. Число B  називається границею функції f(x)  справа в точке 0x , 
якщо для будь-якого числа 0ε   існує число 0δ  , таке: 

а) що при  δx;xx 00   виконується нерівність   εAxf  ; а) що при 

 00 xδ;xx   виконується нерівність   εAxf  ; а) що при  00 xδ;xx   ви-

конується нерівність   εAxf  . 

16. Границею функції при x→+∞ називається таке число А, коли для 
будь-якого числа ε>0 існує число M>0, таке, що при всіх значеннях |x|>M ви-
конується нерівність: 

а) |f(x)-A|>ε; б) |f(x)-A|=ε; в) |f(x)-A|<ε. 
17. Для визначення границь досить, щоб функція була визначена: 
а) в граничній точці; б) в околі граничної точки; в) поза околом граничної 

точки. 
18. Щоб в заданій точці існувала загальна границя, має виконуватися 

умова: 
а) 

00

lim



xx

f(x) ≠
00

lim



xx

f(x); б) 
00

lim



xx

f(x) = 
00

lim



xx

f(x); в) 
00

lim



xx

f(x) > 

> 
00

lim



xx

f(x). 
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3. НЕСКІНЧЕННО МАЛІ І НЕСКІНЧЕННО ВЕЛИКІ ВЕЛИЧИНИ 
 

3.1. Визначення нескінченно малої і нескінченно великої величини 
 
Def. Функція  xf  при 0xx    називається нескінченно великою вели-

чиною, якщо для будь-якого скільки завгодно великого додатнього числа M  
існує число 0 , таке, що для всіх x , які задовольняють нерівності 

 0xx , виконується нерівність   Mxf  , тобто 

 0M   0    00 xxxxXx    Mxf  . 

Def. Функція  xf , яка прямує до нескінченності при 0xx  ,  назива-
ється нескінченно великою величиною при 0xx  . 

Нескінченно велика величина позначається так: 
  xf  н.в.в.; )(xf ; 


)(lim

0

xf
xx

. 

Отже, можна записати: 



)(lim

0

xf
xx

 0 M   0    00 xxxxXx    

  Mxf  . 

ПРИКЛАД. Нескінченно велика величина 
 xx

1
lim

0
. При цьому 

 xx

1
lim

00
 

та 
 xx

1
lim

00
 (рисунок 3.1). 

 
 

Рисунок. 3.1 



32 
 

Def. Функція )(x  при 0xx   називається нескінченно малою величи-
ною, якщо в цьому випадку вона прямує до нуля. 

Найбільш часто зустрічаються позначення нескінченно малої величини: 
 )x(  н.м.в.; 00

0




)x(lim;)x(
xx

. 

За Коші, нескінченно мала величина визначається так: 



)())(0)(0(0)(lim

0
0

xxxx
xx

. 

Зауваження: 
1. Тільки одна величина умовно приймається за нескінченно малу величину 

- це нуль. 
2. Нескінченно мала величина є обмеженою функцією, тому що  )(x , 

де   - мала величина. 
 

3.2. Основні теореми про нескінченно малі і нескінченно великі вели-
чини 

 

Th. Якщо функція )(xf  − нескінченно велика величина, то 
)(

1

xf
 − не-

скінченно мала величина. Якщо функція )(x  − нескінченно мала величина, 

то 
)(

1

x
 − нескінченно велика величина. Кажуть ще, що величина, обернена 

до нескінченно великої величини, є нескінченно малою величиною і навпа-
ки. 

◄ Доведення. Нехай )(xf  при 
0

xx  . Доведемо, що в цьому випадку 

0
)(

1


xf
. 

За визначенням 
MxfxxMxf  )())(0)(0()(

0
. 

Задамо будь-яке число 0  і візьмемо величину 



1

M  ,  тобто 




1
)( Mxf . 

Але це означає, що  M
xf |)(|

1
  

|)(|

1

xf
. Отже, 

 0
)(

1

)(

1
))(0)(0(

0 xfxf
xx , 

тобто 0
)(

1
lim

0


 xfxx

. А це за визначенням означає, що 
)(

1

xf
 − нескінченно мала 

величина. 
Аналогічно доводиться і зворотне твердження. ► 
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Th (пряма). Якщо функція має границю, то її можна представити як 
суму постійної, рівної її границі, і нескінченно малої величини, тобто 

)()()(lim
0

xAxfAxf
xx




, 

де 0)(  x . 
◄ Доведення. Нехай Axf

xx



)(lim

0

. Це означає, що 

 Axfxx )(:))(0)(0( 0 , 

а це можна записати  так:  )(x , т. е. )()( xAxf   або )()( xAxf  .► 

Th (зворотна). Якщо функцію можна представити як суму постійної і 
нескінченно малої величини, то постійна доданка є границею функції. 

◄ Доведення. Із рівності )()( xAxf  , где constA   та )(x  − нескін-

ченно мала величина при 0xx  , випливає, що якщо 0 , тоді  A)x(f

  )x( .  Але це і є визначення того, що Axf
xx




)(lim
0

. ► 

 
3.3. Властивості нескінченно малих і нескінченно великих величин 
 
1. Th. Алгебраїчна сума двох нескінченно малих величин є нескінченно 

малою величиною, тобто якщо )()( xx   − нескінченно малі величини, то і 
)()()( xxxu   − нескінченно мала величина. 

◄ Доведення. За визначенням можна записати 
2

)(


 x  и 
2

)(


 x . Отже, 








22

)()()()()( xxxxxu . Таким чином, )(xu . ► 

Слідство. Кінцева сума нескінченно малих величин є нескінченно мала ве-
личина. 

Особливість. Нескінченна сума нескінченно малих величин може приймати 
кінцеве значення. 

2. Th. Добуток нескінченно малої величини на обмежену функцію є не-
скінченно малою величиною в околиці заданої точки, тобто якщо )(x  − не-

скінченно мала величина і Mxg )( , тоді )()( xgx  − нескінченно мала ве-

личина. 
 

◄ Доведення. Якщо )(x  − нескінченно мала величина, то 
M

x


 )( , але 

Mxg )( , отже, 



M

M)x(g)x( . Або  )()( xgx , а це за визначенням 

означає, що )()( xgx  − нескінченно мала величина. ► 

Слідство. Добуток нескінченно малої величини на число є нескінченно ма-
ла величина. 
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3. Th. Частка від ділення нескінченно малої величини на функцію, гра-
ниця якої відрізняється від нуля, є величина нескінченно мала, тобто якщо 

)(x  − нескінченно мала величина і 0)(lim
0




Axf
xx

, тоді 
)(

)(

xf

x
 − нескінченно 

мала величина. 

◄ Доведення. При 0xx   функція має значення, тобто вираз 
)(

1

xf
 можна 

розглядати в самій точці як обмежену функцію, і в силу попередньої властивості 

)x(f
)x(

1
  − нескінченно мала величина. ► 

Зауваження. Аналогічними властивостями володіють і нескінченно великі 
величини. Доводяться вони теж аналогічно. Перерахуємо ці властивості: 

1. Сума двох нескінченно великих величин є нескінченно великою величи-
ною, тобто якщо )()( 21 xfxf   − нескінченно великі величини, то і 

)()()( 21 xfxfxf   − нескінченно велика величина. 
Особливість. Різниця двох нескінченно великих величин є невизначеною. 
2. Добуток нескінченно великої величини на обмежену функцію є нескін-

ченно великою величиною в околі заданої точки, тобто якщо )(xf  − нескінченно 

велика величина і Mxg )( , то )()( xgxf  − нескінченно велика величина. 

Слідство. Добуток нескінченно великої величини на число є нескінченно 
велика величина. 

3. Частка від ділення нескінченно великої величини на функцію, границя 
якої відрізняється від нуля, є величина нескінченно велика, тобто якщо )(xf  − 

нескінченно велика величина і 0)(lim
0




Axg
xx

, то 
)(

)(

xg

xf
 − нескінченно велика 

величина. 
 

3.4. Властивості границь 
 
Границі мають лінійні властивості. 
1. Th. Границя алгебраїчної суми кінцевого числа функцій дорівнює су-

мі границь доданків функцій: 
  )(lim)(lim)()(lim 2121

000

xfxfxfxf
xxxxxx 

 . 

◄ Доведення. З теореми про нескінченно малі величини маємо: 

11 )(lim
0

Axf
xx




       )()( 111 xAxf  ; 

22 )(lim
0

Axf
xx




       )()( 222 xAxf  . 

Тоді 
)()()()()( 21212121 xAAxxAAxfxf  . 

Отже, 
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  )(lim)(lim)()(lim 212121
000

xfxfAAxfxf
xxxxxx 

 . ► 

2. Th. Границя добутку кінцевого числа функцій дорівнює добутку гра-
ниць цих функцій: 

  )x(flim)x(flim)x(f)x(flim
xxxxxx

2121
000 

 . 

◄ Доведення. З теореми про нескінченно малі величини маємо: 

11 )(lim
0

Axf
xx




       )()( 111 xAxf  ; 

22 )(lim
0

Axf
xx




       )()( 222 xAxf  . 

Тоді 
    )x(A)x(A)x(f)x(f 221121  

)x(AA)x()x(A)x()x(AAA  2121212121 . 
Отде, 

  )x(flim)x(flimAA)x(f)x(flim
xxxxxx

212121
000 

 . ► 

3. Th. Границя частки двох функцій дорівнює частці при цих функціях, 
якщо знаменник не дорівнює нулю: 

)(lim

)(lim

)(

)(
lim

2

1

2

1

0

0

0 xf

xf

xf

xf

xx

xx

xx





 , якщо 0)(lim 2

0




xf
xx

. 

◄ Доведення. З теореми про нескінченно малі величини маємо: 

11 )(lim
0

Axf
xx




       )()( 111 xAxf  ; 

22 )(lim
0

Axf
xx




       )()( 222 xAxf  . 

Тоді 










2

1

2

1

22

11

22

11

2

1

)(

)(

)(

)(

)(

)(

A

A

A

A

xA

xA

xA

xA

xf

xf
 

  





222

12122121

2

1

)(

)()(

AxA

AxAAAxAA

A

A
 

)(
)(

)()(

2

1

2222

1221

2

1 x
A

A

AxAA

AxAx

A

A





 . 

Отже,  

)(lim

)(lim

)(

)(
lim

2

1

2

1

2

1

0

0

0 xf

xf

A

A

xf

xf

xx

xx

xx





 . ► 

 
3.5. Властивість функцій зберігати знак 

 
1. Th. Якщо функція )(xf  невід’ємна в околі точки 0x , то її границя не-

від’ємна: 
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якщо 0)( xf  при 0xx  , то 0)x(flim
0xx




. 

◄ Доведення. Для 0)( xf  маємо 


A)x(fA)x(flim
0xx

. Нехай 

для 0)( xf  маємо 0A . Тоді отримаємо, що    A)x(f  AA)x(f  . 

Прийшли до суперечності. Отже,  0A . ► 
2. Th. Якщо при 0xx     )(21 xfxf   і існують границі )x(flim 1

xx 0
 і 

)x(flim 2
xx 0

, то виконується нерівність 

)x(flim)x(flim 2
xx

1
xx 00 

 . 

◄ Доведення. Задано   )(21 xfxf  , отже,   0)(21  xfxf  і виконується не-
рівність   0)()(lim 21

0




xfxf
xx

. Використовуючи властивість границь, можна запи-

сати 

)x(flim)x(flim0)x(flim)x(flim)x(flim)x(flim 2
xx

1
xx

2
xx

1
xx

2
xx

1
xx 000000 











.► 
 
3.6. Використання властивостей границь для їх обчислення 
 
З властивостей границь слідують правила, які використовуються при 

розв’язуванні границь. 
1. Границя константи дорівнює константі (випливає з визначення констан-

ти). 
2. Постійний множник на функцію можна виносити за знак границі: 

)x(flimC)x(Cflim
xxxx 00 

 . 

Зауваження. Границі мають лінійні властивості. 
3. Границя цілої додатньої степені змінної величини дорівнює тій же мірі 

границі цієї змінної: 
n

xx

n

xx
xlimxlim

00











. 

4. При визначенні )(lim
0

xf
xx

, де 0x  належить області допустимих значень 

функції, значенням 0x  заміняють x : 
)x(f)x(flim 0

xx 0




. 

Для многочленів це використовується наступним чином: 
а) )a(P)x(Plim

ax



; 
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б) 
)a(Q

)a(P

)x(Q

)x(P
lim

ax



 при 0)( aQ . 

ПРИКЛАДИ: 

1)   















2xlimxlim2limxlimxlim2xxlim

2

2x

3

2x2x

2

2x

3

2x

23

2x
 

6248222 23  ; 

2) 
 

  5

1

114

123

1x4lim

x23lim

1x4

x23
lim

22

1x

1x
21x





















. 

5. Для обчислення границі дрібно-раціональної функції при x  потрібно 
чисельник і знаменник розділити на найбільший степінь x  і використовувати ви-
значення нескінченно малої величини: 



















 0
2n

2n
1n

1n
n

n

0
2n

2n
1n

1n
n

n

xn

n

x b...xbxbxb

a...xaxaxa
lim

)x(Q

)x(P
lim  

.
b

a

0...00b

0...00a

x

1
b...

x

1
b

x

1
bb

x

1
a...

x

1
a

x

1
aa

lim
n

n

n

n

n022n1nn

n022n1nn

x
















 

Висновок. Границя відношення многочленів одного і того ж порядку при 
x  дорівнює відношенню коефіцієнтів, що стоять при змінних з найбільшою 

степеню. 
 

ПРИКЛАД: 
2

3

1xx2

7x5x3
lim

2

2

x







. 

Слідство: 


































.mnпри

,mnпри
b

a
,mnпри0

b...xbxbxb

a...xaxaxa
lim

m

n

0
2m

2m
1m

1m
m

m

0
2n

2n
1n

1n
n

n

x
 

6. Якщо для границь відношення многочленів 
)x(Q

)x(P
lim

ax
 мають місце рів-

ності 0)( aP  і 0)( aQ , тобто a  є коренем многочленів, то використовують те-
орему Безу, на підставі якої многочлени в чисельнику і знаменнику скорочують 
на ax  . 

Теорема Безу. Якщо 0)a(P , то цей многочлен ділиться на ax   без оста-
чі. 

Зауваження. Випадок коли в границі виходить 
0

0
, називають невизначеніс-

тю. 
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ПРИКЛАД: 

  
   
















 9x3x3x

3x3x
lim

0

0

2727

99

273

93

27x

9x
lim

23x3

2

3

2

3x
 

9

2

27

6

9333

33

9x3x

3x
lim

223x













. 

7. Якщо у виразі під знаком границі використовується корінь квадратний, то 
рекомендується використовувати спряжений вираз. 

Зауваження. Для виразу ba   спряженим називається вираз ba  . 

ПРИКЛАД. Визначити значення 
22

lim
ax

babx
ax 




 при ba  . 

Розв’язання 










 0

0
2222 aa

baba

ax

babx
lim

ax
 

  
      








 babxax

babx
lim

babxax

babxbabx
lim

axax 2222
 

       






 babxax

lim
babxaxax

ax
lim

axax

1  

   baabaababaaa 








4

1

22

11
. 

Для розв’язування з дробовими степенями можна використовувати і заміну 
змінних. 

ПРИКЛАД. 

 




















 1t

1tt
lim

1t

tt
lim

1t

tx
0

0

11

11

1x

xx
lim

3

1t

4

1t

222

1x
 

       311111tttlim
1t

1tt1tt
lim 22

1t

2

1t








. 

 
3.7. Теореми існування границь 

 
1. Th. (про границю проміжної функції). Якщо значення функції )(xf  

знаходиться між значеннями функцій )(1 xf  і )(2 xf , які прямують 0xx   до 
однієї і тієї ж границі A , то проміжна функція )(xf  при 0xx   також має 
границю A , тобто якщо Axf

xx



)(lim 1

0

 і Axf
xx




)(lim 2
0

 і при цьому  

   xfxfxf 21 )(  , то A)x(flim
xx


 0

. 

◄ Доведення. Із значень границь Axf
xx




)(lim 1
0

 і Axf
xx




)(lim 2
0

 випливає, що 

 Axf )(1  і  Axf )(2 . Ці вирази можна записати в такому вигляді: 
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 Axf )(1  и  Axf )(2 . 
Із умови    xfxfxf 21 )(   випливає, що    AxfA)x(f1    Axf  2

, або 
     AxfAxfAxf 21 )( . 

Тоді можна записати    Axf . А це означає, що для будь якого чи-

сла 0  при  0xx  виконується умова  Axf )( , тобто Axf
xx




)(lim
0

.► 

Зауваження. Теорему про проміжні функції називають ще теоремою про 
двох міліціонерів. 

2. Th. (про існування границі). Якщо )(xf  − функція, спадна при x  

і обмежена знизу   mxfm  0 , то для такої функції існує границя, 

для якої виконується умова mxf
x




)(lim . Якщо )(xf  − функція, що зростає 

при x  і обмежена зверху   MxfM  0 , то для такої функції іс-

нує границя, для якої виконується умова Mxf
x




)(lim . 

3. Th. (про границю монотонної функції). Якщо функція )(xf  є моно-

тонною і обмеженою ( Mxf )( ), то вона має границю. 

Слідство. Обмежена монотонна числова послідовність nx  має границю. 
 

3.8. Висновки 
 
Def. Функція  xf , яка прямує до нескінченності при 0xx  , називаєть-

ся нескінченно великою величиною при 0xx  . 
Позначається так: 

  xf  н.в.в.; )(xf ; 


)(lim
0

xf
xx

. 

Можна записати: 



)(lim

0

xf
xx

 0 M   0    00 xxxxXx    

  Mxf  . 

Def. Функція )(x  при 0xx   називається нескінченно малою величи-
ною, якщо в цьому випадку вона прямує до нуля.  

Позначается так:  
 )x(  н.м.в.; 00

0




)x(lim;)x(
xx

. 

По Коші, нескінченно мала величина визначається так: 



)())(0)(0(0)(lim

0
0

xxxx
xx

. 

За нескінченно малу величину умовно приймається нуль. 
Нескінченно мала величина є обмеженою функцією. 
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Th. 1. Якщо функція )(xf  − нескінченно велика величина, то 
)(

1

xf
 − не-

скінченно мала величина. Якщо )(x  − нескінченно мала величина, то 
)(

1

x
 − 

нескінченно велика величина. Кажуть ще, що величина, обернена до нескін-
ченно великою величиною, є нескінченно малою величиною і навпаки. 

Th. (пряма). Якщо функція має межу, то її можна представити як суму 
постійної, рівної її межі і нескінченно малої величини, тобто 

)()()(lim
0

xAxfAxf
xx




, 

де 0)(  x . 
Th. (обернена). Якщо функцію можна представити як суму постійної і 

нескінченно малої величин, то постійна доданка є межа функції, тобто, з рі-
вності )()( xAxf  , де constA   і )(x  − нескінченно мала величина при 

0xx  , випливає, що Axf
xx




)(lim
0

. 

Властивості нескінченно малих і нескінченно великих величин: 
1. Th. Алгебраїчна сума двох нескінченно малих величин є нескінченно 

малою величиною, тобто якщо )()( xx   − нескінченно малі величини, то і 
)()()( xxxu   − нескінченно мала величина. 

Слідство. Кінцева сума нескінченно малих величин є нескінченно мала вели-
чина. 

Особливість. Нескінченна сума нескінченно малих величин може приймати 
кінцеве значення. 

2. Th. Добуток нескінченно малої величини на обмежену функцію є не-
скінченно малою величиною в околиці заданої точки, тобто якщо )(x  − не-

скінченно мала величина і Mxg )( , тоді )()( xgx  − нескінченно мала вели-

чина. 
Слідство. Добуток нескінченно малої величини на число є нескінченно мала 

величина. 
3. Th. Частка від ділення нескінченно малої величини на функцію, гра-

ниця якої відрізняється від нуля, є величина нескінченно мала, тобто якщо 

)(x  − нескінченно мала величина і 0)(lim
0




Axf
xx

, тоді 
)(

)(

xf

x
 − нескінченно 

мала величина. 
Зауваження. Аналогічними властивостями володіють і нескінченно великі 

величини і доводяться вони теж аналогічно.  
Властивості границь: 
1. Границі мають лінійні властивості: 

  )x(flimC)x(flimC)x(fC)x(fClim
xxxxxx

22112211
000 

 . 

2. Границя добутку функцій дорівнює добутку границь цих функцій: 



41 
 

  )x(flim)x(flim)x(f)x(flim
xxxxxx

2121
000 

 . 

3. Границя часного функцій дорівнює часному границь цих функцій: 

)x(flim

)x(flim

)x(f

)x(f
lim

2
xx

1
xx

2

1

xx
0

0

0





 , если 0)(lim 2

0




xf
xx

. 

Властивість функцій зберігати знак: 
1. Якщо 0)( xf  при 0xx  , то 0)(lim

0




xf
xx

. 

2. Якщо при 0xx     )(21 xfxf  , то )(lim)(lim 21
00

xfxf
xxxx 

 . 

З властивостей границь слідують правила, які використовуються при 
розв’язуванніі границь: 

1. Границя константи дорівнює константі (випливає з визначення 
константи). 

2. Постійний множник на функцію можна виносити за знак границі: 
)x(fC)x(Cf

00 xxxx
limlim


 . 

Зауваження. Границі мають лінійні властивості. 

3. 
n

xx

n

xx
xlimxlim

00











. 

4. )x(f)x(flim 0
xx 0




, де 0x  належить області допустимих значень 

функції. 
Для многочленів це використовується наступним чином: 
а) )a(P)x(Plim

ax



; 

б) 
)a(Q

)a(P

)x(Q

)x(P
lim

ax



 при 0)( aQ . 

5. 


































.mnпри

,mnпри
b

a
,mnпри

b...xbxbxb

a...xaxaxa
lim

m

n
m

m
m

m
m

m

n
n

n
n

n
n

x

0

0
2

2
1

1

0
2

2
1

1  

6. Якщо для границі відношення многочленів 
)x(Q

)x(P
lim

ax
 мають місце рівно-

сті 0)( aP  и 0)( aQ , тобто a  є коренем многочленів, то використовують 
теорему Безу, на підставі якої многочлени в чисельнику і знаменнику скорочують 
на ax  . 

Теорема Безу. Якщо 0)( aP , то цей многочлен ділиться на ax   без ос-
тачі. 
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Зауваження. Випадок, коли в границі виходить 
0

0
, називають 

невизначеністю. 
7. Якщо у виразі під знаком границі використовується корінь квадратний, 

то рекомендується використовувати спряжений вираз. 
Зауваження. Для виразу ba   спряженим називається вираз ba  . 
1. Th. (Про границю проміжної функції). Якщо значення функції )(xf  

укладено між значеннями функцій )(1 xf  и )(2 xf , які прямують при 0xx   до 
однієї і тієї ж границі A , то проміжна функція )(xf  при 0xx   також має 
границю A . 

Зауваження. Теорему про проміжну функцію називають ще теоремою про 
двох міліціонерів. 

2. Th. (проіснування границі). Якщо )(xf  − функція, спадна при x  і 

обмежена знизу   mxfm  0 , то для такої функції існує границя, для 

якої виконується умова mxf
x




)(lim . Якщо )(xf  − функція, зростає при 

x  і обмежена зверху   MxfM  0 , то для такої функції існує 

границя, для якої виконується умова Mxf
x




)(lim . 

3. Th. (про границю монотонної функції). Якщо функція )(xf  є моно-

тонною і обмеженою ( Mxf )( ), то вона має границю. 

Слідство. Обмежена монотонна числова послідовність nx  має границю. 
 

3.9. Питання для перевірки 
 
1. Нескінченно малою величиною називається функція, границя якої: 
а) дорівнює нулю; б) не існує; в) дорівнює нескінченності. 
2. Позначення нескінченно малої величини: 
а) )(x  − н.м.в.; б) )(x  → ∞; в) )(x  → 0. 
3. Нескінченно великою величиною називається функція, границя 

якої: 
а) дорівнює нулю; б) не існує; в) дорівнює нескінченності. 
4. Позначення нескінченно малої величини: 
а) )(x  − н.м.в.; б) )(x  − н.в.в.; в) )(x  → ∞. 
5. Позначення нескінченно великої величини. 
а) )(xf  − н.м.в.; б) )(xf  − н.в.в.; в) )(xf  → 0. 
6. Позначення нескінченно великої величини: 
а) )(xf  − н.м.в.; б) )(xf  → ∞; в) )(xf  → 0. 
7. Яке число розглядається як нескінченно мала величина: 

а) n10 , де n ; б) 0; в) 

1

? 

8. Зв'язок між нескінченно великию і нескінченно малою величинами: 
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а) величина, обернена до нескінченно великої величини, є нескінченно 
малою величиною; б) величина, обернена до нескінченно великої величини, 
дорівнює величині, оберненій нескінченно малій величині; в) нескінченно велика 
величина протилежна за значенням нескінченно малой величині. 

9. Зв'язок між нескінченно малою і нескінченно великою величинами: 
а) величина, обернена до нескінченно малої величини, є нескінченно 

великою величиною; б) величина, обернена до нескінченно малої величини, 
дорівнює величині, обененій нескінченно великій величині; в) нескінченно мала 
величина протилежна за значенням нескінченно великій величині. 

10. Кінцева сума нескінченно малих величин дорівнює: 
а) нескінченно великій величині; б) нескінченно малій величині; в) 

константі. 
11. Добуток обмеженої функції на нескінченно малу величину дорівнює: 
а) нескінченно великій величині; б) нескінченно малій величині; в) 

константі. 
12. Добуток обмеженої функції на нескінченно велику величину 

дорівнює: 
а) нескінченно великій величині; б) нескінченно малій величині; в) 

константі. 
13. Добуток нескінченно великої величини на число дорівнює: 
а) нескінченно великій величині; б) нескінченно малій величині; в) 

константі. 
14. Функцію, що має границю 

0

lim
xx

f(x) = A, можна записати так: 

а)    0xAxf  ,   00  x ; б)      xxfxf  0 ,   0 x ;  
в)    xAxf  ,   0 x . 

15. Якщо функцію можна представити як суму константи і нескінченно 
малої величини, то границею цієї функції є: 

а) константа; б) сума константи і нескінченно малої величини; в) різниця 
константи і нескінченно малої величини. 

16. Кінцева сума нескінченно великих величин дорівнює: 
а) нескінченно великіц величині; б) нескінченно малій величині; в) 

константі. 
17. Добуток нескінченно малої величини на число дорівнює: 
а) нескінченно великіц величині; б) нескінченно малій величині;  

в) константі. 
18. Границя відношення двох функцій, якщо знаменник відмінний від 

нуля, дорівнює: 
а) відношенню границь функцій; б) добутку границь функцій; 

в) алгебраїчній сумі границь функцій. 
19. Якщо функція є невід’ємною в околі заданої точки, то границя цієї 

функції в околі заданої точки має знак: 
а) недодатнім; б) невід’ємним; в) довільним. 
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20. При визначенні границь постійний множник виносити за знак 
границі: 

а) не можна; б) можна; в) можна тільки в окремих випадках. 
21. Границя алгебраїчної суми величин дорівнює: 
а) сумі границь величин; б) добутку границь величин; в) алгебраїчній сумі 

границь величин. 
22. Границя добутку множників дорівнює: 
а) сумі границь величин; б) добутку границь величин; в) алгебраїчній сумі 

границь величин. 
23. Границя константи дорівнює: 
а) нулю; б) одиниці; в) константі. 
24. Границя відношення двох раціональних функцій, якщо змінна пря-

мує до нескінченності, якщо порядок чисельника більше порядку 
знаменника, дорівнює: 

а) нулю; б) відношенню коефіцієнтів при змінних найбільшого степеню; в) 
нескінченності. 

25. Границя відношення двох раціональних функцій, якщо змінна пря-
мує до нескінченності, якщо порядок чисельника дорівнює порядку знамен-
ника, дорівнює: 

а) нескінченності; б) нулю; в) відношенню коефіцієнтів, які стоять при 
змінних найбільшого степеню. 

26. Границя відношення двох раціональних функцій якщо змінна пря-
мує до нескінченності, якщо порядок чисельника менше порядку 
знаменника, дорівнює: 

а) нескінченності; б) одиниці; в) нулю. 
27. При визначенні границь, що містить радикали, в разі 

невизначеності цієї границі, необхідно: 
а) розкласти многочлени на множники; б) обчислити відношення 

коефіцієнтів, що стоять при змінних найбільшого степеню; в) помножити 
чисельник і знаменник на спряжений вираз. 

28. При визначенні границі функції, коли значення, до якого прямує 
змінна, належить області допустимих значень функції, знадходять так: 

а) розкладають функцію на множники; б) змінній присвоюють значення, до 
якого прямує змінна; в) множать і ділять функцію на спяжені вирази. 

29. При визначенні границі відношення двох многочленів, якщо 
значення, до якого прямує змінна, є коренем цих многочленів, знадходять 
так: 

а) множать чисельник і знаменник на спряжений вираз;  б) розкладають 
многочлени на множники за коренями; в) обчислюють відношення коефіцієнтів, 
що стоять при змінних найбільшого степеню. 

30. Теорема про двох міліціонерів: 
а) якщо )()()( 21 xfxgxf    і  Axgxf

axax



)(lim)(lim 1 ,  то  і  Axf

ax



)(lim 2 ; 
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б) якщо )()()( 21 xfxgxf   і Axfxf
axax




)(lim)(lim 21 , то і Axg
ax




)(lim ; в) якщо 

)()()( 21 xfxgxf   і Axfxg
axax




)(lim)(lim 2 , то і Axf
ax




)(lim 1 . 

31. Обмежена монотонно зростаюча функція: 
а) не має границь; б) має границю; в) має границю тільки в певних 

випадках. 
32. Обмежена монотонно спадна функція: 
а) не має границь; б) має границю; в) має границю тільки в певних 

випадках. 
33. Границя цілого додатнього степеня змінної величини nx

0xx
lim


 дорів-

нює: 

а) 1



nxn
0xx

lim ; б) 
n

xx
x







 0

lim ; в) xn
0xx

lim


. 
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4. ЧУДОВІ ГРАНИЦІ 

 
4.1. Перша чудова границя 

 
Def. Границя виду 

1
0







sin
lim  

називається першою чудовою границею. 
Th. Границя відношення sin  до кута  , коли кут   прямує до нуля, 

дорівнює одиниці: 1
0







sin
lim . 

◄ Доведення. Розглянемо функцію f(x)=  при x→ 0, область визна-

чення якої Df = ( – ∞, 0) U ( 0, + ∞). 
Для аналізу границі функції розглянемо дугу одиничному колі (рисунок 4.1) 

x2 + y2 = 1, R=OA=1 
з кутом α в першій чверті. Тут 

OA = OD = 1;  AC = sinα;   BD = tgα. 
З геометричного малюнка можна записати 

SΔOAD < SO˘AD < SΔOBD, 
або 

1/2·OD·AC < 1/2·OA·˘AD <1/2·OD·BD. 
Так як OD=OA=1, ·  AD , маємо нерів-

ність 
sinα < α < tgα. 

Розділивши цю нерівність на sinα, отримає-
мо 








cos

1

sin
1 . 

Це можна записати так: 

1
sin

cos 



 . 

При  → 0  => cos → 1 відповідно до теореми про двох міліціонерів, так 
як границя праворуч і ліворуч дорівнює 1, отримаємо 

1
0







sin
lim . 

При <0, так як cos(– ) = cos , отримаємо  = . Отже, і для   

(– ) наведена рівність має місце. ► 


sin





 )sin(


sin

x

y 
A 

B

C DO 

α 

Рисунок 4.1 
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ПРИКЛАДИ: 

1) ; 

2) . 

 
4.2. Друга чудова границя. Число e 

 
Особливе місце займає послідовність 




















 

,...,n

n

n
1

1
1 . 

Чи є вона збіжною, тобто чи існує її границя? 
Попередньо розглянемо: 
- нерівність Бернуллі; 
- факторіал; 
- поліном Ньютона. 
1. Нерівність Бернуллі. Нерівність Бернуллі читається так: «Послідовність 

 nx1  не менше nx1 »: 

  nxx n  11 . 
Доводиться нерівність методом індукції. 
◄ Вважаємо, що записане нерівність виконується для n=1: 

(1+x) k=(1+x) 1=1+1x. 
Потім припускаємо, що ця нерівність має місце для n=k: 

(1+х)k1+kx. 
Доведемо, що при n=k+1 нерівність також має місце: 

(1+x) k+1=(1+x) k(1+x)  (1+kx)(1+x)=1+x+kx+kx2= 
=1+(1+k)+kx2 1+(1+k)x  (1+x) k+11+(1+k)x. 

Отже, (1+х)n1+nx.► 
2. Факторіал визначаємо як 














.)!1(

,101
!

nn

nабоnпри
n  

3. Біном Ньютона − це запис виду 





n

i

iini
n

n ,baC)ba(
0

 

де i

nC – біноміальні коефіцієнти, рівні числу сполучень з n елементів по i 
елементів в кожному, при цьому відрізняються один від одного тільки елемента-
ми. 
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Th. Послідовність 
n

n






 

1
1  має границю, тобто збігається. 

Для доведення збіжності потрібно довести, що послідовність є монотонною 
і обмеженою.  

◄ Послідовність обмежена знизу, так як з використанням нерівності Берну-
ллі маємо 
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1
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, т.е. .2
1

1 





 

n

n
 

Запишемо біном Ньютона: 
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Для отриманого ряду k-й елемент буде мати вид 

.
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1
2

1...
1

1
!

1






 





 






 


nnn

k

k
a

k
 

Для постійної k з ростом n різниця в дужках збільшується, тобто з ростом n 
росте ak . Таким чином, послідовність монотонно зростає. 

Оскільки 
!2

111
!2

1 




 

n
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11121
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
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
 

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
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nn
 и так далі, можна записати 
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1
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1
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Для цих значень має місце 
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  и так далі. 
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Отже, 

12

1
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1
22

1

2

1
2

1
1 



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 

n

n

n
. 

У заданому ряді записана нескінченно спадна геометрична прогресія, де 

;
2

1
1 a .1

2

1
q  В цьому випадку 1

5,01

5,0

1
1 


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


q

a
S , тоді 

.
n

n

312
1

1 





   

Отже, задана послідовність є не тільки монотонно зростаючою, а й обмеже-
ною як зверху, так і знизу. В цьому випадку для такої послідовності при n  
існує границя (ознаки існування границь) ► 

Def. Границя послідовності виду 
n

n n
lim 






 


1

1  позначаєтся через е. 

Def. е − це ірраціональне число, що дорівнює 2,718:  
n

n n
lim 






 


1

1 = e  2,718. 

Th. Границя функції 
x

x






 

1
1  при x   дорівнює е. 

◄Доведення. Для переходу до речових ступенів використовуємо функцію 
Ентье для x > 0:     .xxx 1  

Нехай   nx  , тоді 1 nxn . Запишемо для цього відношення 
перевернуту нерівність 

nxn
11

1
1 


. 

Додамо до кожної частини нерівності одиницю: 

nxn
1111

1
11 


 . 

Це нерівність ще більше посилюється, якщо записати так: 
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Розглянемо границі функцій зліва і справа цієї нерівності: 
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Тоді по теоремі про двох міліціонерів як результат отримаємо 
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Друга чудова границя має місце і для x < 0 і x  -: 
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Висновок. Друга чудова границя має вигляд 
x

xx
lim 






 


1

1 = e. 

 
4.3. Перехід від десяткового логарифма до натурального 

 
Def. Логарифм, за основу якого прийнято число е, називається 

натуральним логарифмом. Позначається як ln..., наприклад, 1lne  . 
Розглянемо  зв'язок  між  десятковим  і  натуральним  логарифмами 

(рисунок 4.2). 
Нехай N = ax ;   N = by  ;    ax = by, тоді loga(a

x) = loga(b
y). 

Оскільки loga(a)= 1, маємо x = y logab. Але так як x = logaN и y = logbN,  
LogaN = logablogbN. 

 

 
Рисунок. 4.2 
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Зокрема, якщо a = e, b = 10, то ln N = ln 10 lg N , де ln10   2,3, тоді 
ln N = 2,3 lg N. 

Якщо b = e, a = 10, то 
lg N = lg e lg N, 

де lg e   0,43. 
Отже, 

lg N = 0,43 ln N. 
Функція y = ln x є оберненою до функції y = ex. Обидві ці функції показані 

на рисунку 4.2.  
 

4.4. Слідство другої чудової границі 
 

Запишемо другу чудову границю: 
x

xx
lim 






 


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1 = e. 

Нехай 
t

x
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 . Оскільки x , то 0t . Таким чином, 
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Отриманий вираз про логарифмуємо по основі e:  
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t
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0
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В цьому випадку маємо 
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Введемо позначення: pat 1 . Тоді при 0t  1pa , якщо 0p . 

Враховуючи, що 1 pat , можна записати 

.
a

alnp
lim

a

paln
lim

t

)tln(
lim

ppppt
1

11

1
000











 

Ця формула широко використовується і в таких видах:  

aln
p

pa

p
lim 




1

0
; 1

1
0




 p

e
lim

p

p
. 

Розглянемо 
x

)x(

x
lim

11

0




: 

.
x

)xln(

x
lim

x

)xln(

)xln(

)xln(e

x
lim

x

)x(

x
lim 

















1

0
1

1

1

1

11

0

11

0
 

Отже, .
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Висновки. З другої чудової границі e
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 
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1) ;
1

)1(lim
0

ett
t




 

2) 1
)1ln(

lim
0




 t
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p
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p
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p
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5) .
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0
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x
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4.5. Порівняння нескінченно великих і нескінченно малих величин 
 
Міркування щодо нескінченно малих величин аналогічні міркуванням щодо 

нескінченно великих величин. Тому розглянемо твердження тільки щодо нескін-
ченно малих величин. 

Нехай  x  и  x  при 0xx   − нескінченно малі величини (н.м.в.). 

Def 1. Якщо 
 
  0lim

0


 x

x
xx 


, то говорят, що  x  − нескінченно мала вели-

чина вищого порядку малості, ніж  x , або що нескінченно мала величина 
 x  має вищий порядок малості, ніж  x . 

Def 2. Якщо 
 
  0lim

0



A

x

x
xx 


, то говорят, що  x  і  x  − нескінченно 

малі величини одного порядку. 

Def 3. Якщо 
 
  1lim

0


 x

x
xx 


, то говорят, що  x  и  x  − еквівалентні не-

скінченно малі величини. Це записується через "тильду":  x  ~  x . 

Def 4. Якщо 
 
  0lim

0



A

x

x
nxx 


, то говорят, що  x  − нескінченно мала 

величина n-го порядку малостності відносно  x . 
ПРИКЛАДИ: 

1. 
xx
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x 


 2

32

0 2

53
 = 

 
 12

532

0 


 xx

xx
lim
x

 = 
 

12

53
0 


 x

xx
lim
x

 = 
1

0
 = 0. Отже, 3х 2 +5х 3  − 

нескінченно мала величина вищого порядку малості, ніж 2х 2 +х , тобто швидше 
прямує до своєї границі (нулю), ніж 2х 2 +х. 
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2. 
xsin

xsin
lim
x

3
0

 = 
xxsin

x
x

x

xsin
lim
x

1
3

3

3
0

 = 
x

x
lim
x

3
0

 = 3. Отже, sin 3x і sin x − нескін-

ченно малі величини одного порядку. 

3. 1
0


 x

xsin
lim
x

. Отже, xsin  і x  − еквівалентні нескінченно малі величини, 

тобто xsin  ~ x . 
Як висновок можна записати, що при 0x  

xsin  ~ x ,     xln 1  ~ x ,    1xe  ~ x ,    x1  ~ x . 

4. 
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x
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 
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












 x

xsin
lim
x

 = 
2

1
. Отже, xcos1  − 

нескінченно мала величина другого порядку малості по відношенню до нескін-
ченно малої величини х, тобто можна записати 

2

x
~xcos

2

1 . 

 
4.6. Властивості еквівалентних нескінченно малих величин 

 
1. Якщо при хх0  x  и  x  − нескінченно малі величини в точці х0, тоді 

добуток цих функцій    xx   має більш вищий порядок малості, ніж кожен з йо-
го множників. 

◄ 
   
 x

xx
lim

xx 


 0

 =  xlim
xx


 0

 = 0. ► 

2. Якщо при хх0  x  і  x  − еквівалентні нескінченно малі величини, 
тобто  x  ~  x , то різниця цих величин  x −  x  є нескінченно мала вели-
чина вищого порядку малості, ніж кожна з них. 

◄ Оскільки  x  ~  x , то 
 
 x

x
lim

xx 


 0

 = 1, тоді отримуємо, що 

   
 x

xx
lim

xx 


 0

 = 
 
 










 x

x
lim

xx
1

0

 = 
 
 x

x
lim

xx 



 0

1  = 11  = 0. ► 

3. Якщо різниця двох нескінченно малих величин  x −  x  при хх0 є 
величина вищого порядку малості, ніж будь-яка з них, то ці величини еквівалент-
ні. 

◄ Оскільки 
   

  0
0





 x

xx
lim

xx
, то 

 
 

 
  0

0
















 x

x

x

x
lim

xx
 і 

 
  01

0






 x

x
lim

xx
, 

Отже, 
 
  1

0





 x

x
lim

xx
, тобто  x  ~  x . ► 

4. Якщо при хх0 нескінченно мала величина  x  еквівалентна нескін-
ченно малой величині  x1 , тобто  x  ~  x1 , нескінченно мала величина   x
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еквівалентна нескінченно малій величині , тобто  ~  x1 , і існує 

границя відношення виду 
 
 x

x
lim

xx 


 0

, тоді існує такоже границя відношення виду 

 
 x

x
xx

1

1

0
lim





 і ці границі рівні: 

 
 x

x
lim

xx 


 0

 = 
 
 x

x
lim

xx 1

1

0 



. 

◄ 
 
 x

x
lim

xx 1

1

0 



 = 

 
     

   xx

x
x

x

x
lim

xx 








1

1

1

0

 = 
 
 x

x
lim

xx 


 0

. ► 

 
4.7. Використання нескінченно малих величин для обчислення границь 
 
Знання властивостей еквівалентних нескінченно малих величин у багатьох 

випадках спрощує обчислення границь. При цьому зручно користуватися таблич-
кою еквівалентних нескінченно малих величин, деякі елементи якої ми вже запи-
сали, а решта можна вивести самостійно: 

1)  xsin  ~  x ; 
5)  xcos1  ~ 

 
2

2 x
; 

2)  xtg  ~  x ; 6)   xln 1  ~  x ; 
3)  xarcsin  ~  x ; 7)   1xe  ~  x ; 
4)  xarctg  ~  x ; 8)    x1  ~  x . 
ПРИКЛАДИ: 

1. 
30

3

xx

xsin
lim
x 

 = 
xxx

xxsin




3

33
 = 

x

x
lim
x

3
0

 = 3. 

2. Аналогічно можна розв’язувати приклади і відносно нескінченно 

великих величин: 
3

54
2

2




 x

x
lim
x

 = 
22

22

3

454

xx

xx

x





 = 
2

24

x

x
lim
x 

 = 4. 

 
4.8. Висновки 

 
Def. Границя виду 

1
0







sin
lim  

називається першою чудовою границею. 
1. Нерівність Бернуллі читається так: «Послідовність  nx1  не менше 

nx1 : 

  nxx n  11  ». 
2 Факторіал визначаємо як 
 

 x1  x
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












.)!1(

,10,1
!

nn

nабоnпри
n  

3. Біном Ньютона − це запис виду 





n

i

iini
n

n ,baC)ba(
0

 

де i

nC – біноміальні коефіцієнти, равні числу сполучень з n елементів по i відріз-
няються один від одного тільки елементами). 

Th. Послідовність 
n

n






 

1
1  має границю, тобто збігається. 

Def. Границя послідовності виду 
n

n n
lim 






 


1

1  позначаєтся через е. 

Def. е – це ірраціональне число, рівне 2,718: 
n

n n
lim 






 


1

1 = e 2,718. 

Def. Логарифм, за основу якого принято число е, називається 
натуральним логарифмом (позначається як ln...). Перехід від десяткового 
логарифма до натурального: 

LogaN = logab logbN; 
lg N =lg e lg N; 
lg N = 0,43 ln N. 

Функція y = ln x є оберненоюй до функції y = ex. 

Висновки. З другої чудової границі 
x

xx 





 

1
1lim = e слідує: 

1) ;
1

)1(lim
0

ett
t




 4) 1
1

lim
0




 p

e p

p
; 

2) 1
)1ln(

lim
0




 t

t
t

; 5) .
1)1(

0
lim 





 x

x
x

 

3) a
p

p
a

p
ln

1
0

lim 



; 

 

Def. 1. Якщо 
 
  0lim

0


 x

x
xx 


, то говорят, що  x  − нескінченно мала 

величина більш високого порядку малості, ніж  x , або що нескінченно мала 
величина  x  має більш високий порядок малості, ніж  x . 

Def. 2. Якщо 
 
  0lim

0



A

x

x
xx 


, то говорять, що  x  і  x  − нескінченно 

малі величини одного порядка. 
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Def. 3. Якщо 
 
  1lim

0


 x

x
xx 


, то говорять, що  x  і  x  −еэквівалентні 

нескінченно малі величини. Це записується через “тильду” :  x  ~  x . 

Def. 4. Якщо 
 
  0lim

0



A

x

x
nxx 


, то говорять, що  x  − нескінченно мала 

величина n-го порядка малостностиі відносно  x . 
Властивості еквівалентних нескінченно малих величин: 
1. Якщо при хх0  x  і  x  − нескінченно малі величини в точці х0, то 

добуток цих функциій  x  x  має більш високий порядок малості, ніж кожний 
з його множників.  

2. Якщо при хх0  x  и  x  − еквіваленті нескінченно малі величини, 
тобто  x  ~  x , то різниця цих величин  x −  x  є нескінченно мала 
величина більш вищого порядку малості, ніж кожна з них. 

3. Якщо різниця двох нескінченно малих величин  x −  x  при хх0 є 
величина більш вищого порядку малості, ніж будь-яка з них, то ці величини екві-
валентні. 

4. Якщо при хх0 нескінченно мала величина  x  еквівалентна 
нескінченно малій величині  x1 , тобто  x  ~  x1 , нескінченно мала величина 

 еквівалентна нескінченно малій величині , тобто  ~  x1 , існує 

границя відношення виду 
 
 x

x
xx 


0
lim


, то існує також границя відношення виду 

 
 x

x
xx

1

1

0
lim





 і ці границі рівні: 

 
 x

x
xx 


0
lim


 = 
 
 x

x
xx

1

1

0
lim





. 

Таблиця еквівалентних величин для нескінченно малих величин: 
1)  xsin  ~  x ; 

5)  xcos1  ~ 
 
2

2 x
; 

2)  xtg  ~  x ; 6)   xln 1  ~  x ; 
3)  xarcsin  ~  x ; 7)   1xe  ~  x ; 
4)  xarctg  ~  x ; 8)    x1  ~  x . 
 

4.9. Питання для перевірки 
 
1. Функція  xf  при 0xx   називається нескінченно великою величи-

ною: 
а) якщо для будь-якого числа 0  існує число 0 , таке, що для всіх x , 

що задовольняють нерівності  0xx , виконується нерівність   xf ; б) як-

що для будь-якого числа 0  існує число 0M , таке, що для всіх Xx , що за-
довольняють нерівності Mx  , виконується нерівність    Axf ; в) якщо для 

будь-якого скільки завгодно великого додатного числа M  існує число 0 , таке, 

 x  x1  x
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що для всіх x , що задовольняють нерівності  0xx , виконується нерівність 

  Mxf  . 

2. Виберіть правильний запис визначення нескінченно великої вели-
чини: 

а)    0...  Mвббxf     00 xx      Mxf  ; 

б)   


0lim
0

xf
xx

 0     00 xx      xf ; 

в)   


xf
xx 0

lim  0     00 xx      xf . 

3. Функція  x  при 0xx   називається нескінченно малою величи-
ною: 

а) якщо не прямує до нуля; в) якщо замість функції можна використовувати 
нуль; в) якщо прямує до нуля. 

4. Функція  x  при 0xx   називається нескінченно малою величи-
ною: 

а) якщо для будь-якого скільки завгодно великого додатного числа M  існує 
число 0 , таке, що для всіх x , що задовольняють нерівності  0xx , вико-

нується нерівність   Mxf  ; б) якщо для будь-якого числа 0  існує число 

0 , таке, що для всіх x , що задовольняють нерівності  0xx , виконується 

нерівність   xf ; в) якщо для будь-якого числа 0  існує число 0 , таке, 

що для всіх x , що задовольняють нерівності  0xx , виконується нерівність 

  xf . 

5. Виберіть правильний запис визначення нескінченно малої величи-
ни: 

а)    0...  Mвмбx     00 xx      Mxf  ;  

б)   


0lim
0

x
xx
  0     00 xx       x ;  

в)   


0lim
0

x
xx
  0     00 xx       x . 

6. Числом, яке розглядається в якості нескінченно малої величини, 
служить: 

а) нуль; б) немає такого числа; в) число, яке прямує до нуля. 
7. Чи є нескінченно мала величина обмеженою функцією: 
а) ні; б) тільки тоді, коли вона додатна; в) так? 

8. Якщо функція  xf  нескінченно велика величина, то функція  xf

1
: 

а) нескінченно мала величина; б) нескінченно велика величина; в) не існує. 

9. Якщо функція  x  − нескінченно мала величина, то функція  x
1

: 

а) нескінченно мала величина; б) нескінченно велика величина; в) не існує. 
10. Якщо функція має границю, то її можна уявити: 
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а) як постійну величину, рівну межі; б) як нескінченно малу величину; в) як 
суму постійної, рівної межі, і нескінченно малої величини. 

11. Виберіть правильний запис: 
а)   


Axf

xx 0

lim   Axf  ; б) якщо    xAxf  , то 0 ; 

в)   


Axf
xx 0

lim    xAxf  , де 0 . 

12. Виберить правильний запис: 
а)   


Axf

xx 0

lim   Axf  ; б)    xAxf  , де 0     Axf
xx


 0

lim ; 

в) якщо    xAxf  , то 0 . 
13. Якщо функцію можна представити як суму постійної і нескінченно 

малої величин: 
а) то постійна доданків є границею функції; б) то нескінченно мала додан-

ків є границя функції; в) то функція не має границі. 
14. Виберіть правильне твердження: 
а) алгебраїчна сума нескінченно малих величин є нескінченно малою вели-

чиною; б) кінцева сума алгебри нескінченно малих величин є нескінченно малою 
величиною; в) кінцева алгебраїчна сума малих величин є нескінченно малою ве-
личиною. 

15. Добуток обмеженої функції на нескінченно малу величину - це: 
а) обмежена функція; б) нескінченно мала величина; в) постійна величина. 
16. Добуток нескінченно малої величини на функцію є: 
а) обмежена функція; б) нескінченно мала величина; в) постійна величина. 
17. Частка від ділення нескінченно малої величини на функцію, грани-

ця якої відрізняється від нуля, є: 
а) обмежена функція; б) нескінченно мала величина; в) постійна величина. 
18. Границя алгебраїчної суми кінцевого числа функцій: 
a) не дорівнює сумі границь цих функцій; б) є нескінченно великою вели-

чиною; в) дорівнює сумі границь цих функцій. 
19. Границя добутку кінцевого числа функцій: 
a) не дорівнює добутку границь цих функцій; б) дорівнює добутку границь 

цих функцій; в) є нескінченно великою величиною. 
20. Границя відношення двох функцій, якщо границя знаменника від-

мінна від нуля: 
а) дорівнює відношенню границь цих функцій; б) дорівнює відношенню 

границь цих функцій; в) є нескінченно великою величиною. 
21. Якщо функція  xf  невід’ємна в околі точки 0x , то її границя при 

0xx  : 
а) є невід’ємна; б) є від’ємна; в) дорівнює нулю. 
22. Якщо при 0xx      xfxf 21   і існують границі  xf

xx 1
0

lim


 і  xf
xx 2

0

lim


, 

то: 
а)  xf

xx 1
0

lim


<  xf
xx 2

0

lim


; б)  xf
xx 1

0

lim


=  xf
xx 2

0

lim


 
; в)  xf

xx 1
0

lim


>  xf
xx 2

0

lim


. 

23. Границя константи дорівнює: 
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24. Границя відношення двох раціональних функцій при прямуванні 
змінної до безкінечності, якщо порядок чисельника більше порядку знамен-
ника, дорівнює: 

а) нулю; б) відношенню коефіцієнтів при змінних найбільшого степеню; в) 
нескінченності. 

25. Границя відношення двох раціональних функцій при прямуванні 
змінної до безкінечності, якщо порядок чисельника менше порядку знамен-
ника, дорівнює: 

а) нулю; б) відношенню коефіцієнтів при змінних найбільшого степеню; в) 
нескінченності. 

26. Границя відношення двох раціональних функцій при прямуванні 
змінної до безкінечності, якщо порядок чисельника дорівнює порядку зна-
менника, дорівнює: 

а) нулю; б) відношенню коефіцієнтів при змінних найбільшого степеню; в) 
нескінченності. 

27. При визначенні границі, що містить радикали, в разі його невизна-
ченості, необхідно: 

а) розкласти многочлени на множники; б) обчислити відношення коефіцієн-
тів, що стоять при змінних найбільшого степеня; в) помножити чисельник і зна-
менник на спряжений вираз. 

28. При визначенні границі відношення двох раціональних функцій 

при 0xx  , якщо це відношення приводить до невизначеності 
0

0
, необхідно: 

а) розкласти многочлени на множники; б) обчислити відношення коефіцієн-
тів, що стоять при змінних найбільшого степеню; в) помножити чисельник і зна-
менник на спряжений вираз. 

29. Якщо значення функції  xf  укладено між відповідними значення-
ми функцій  xf1  и  xf 2 , що прямують при 0xx   до однієї і тієї ж границі 
A , то 

а)  xf  при 0xx   може мати границю, відмінну від числа A ; б)  xf  при 

0xx   має границю, що дорівнює числу A ; в)  xf  при 0xx   не має границі. 
30. Якщо обмежена функція   Mxf   монотонно зростає: 
а) то вона має границю, що дорівнює або менше M ; б) то вона не має гра-

ниці; в) то її монотонність порушується. 
31. Якщо обмежена функція   mxf   монотонно убуває: 
а) то вона не має границі; б) то вона має границю, рівну або більшу m ; в) то 

її монотонність порушується. 
32. Перша чудова границя виводиться: 
а) з геометричних уявлень; б) з тригонометричних співвідношень; в) з алге-

браїчних перетворень. 
33. Перша чудова границя має вигляд: 
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а) 0
sin

lim
0


 x

x
x

; б) 1
sin

lim
1


 x

x
x

; в) 1
sin

lim
0


 x

x
x

. 

34. Як в першій чудовій границі x прямує до нуля: 
а) зліва; б) байдуже, як; в) справа? 
35. Нерівність Бернуллі має вид: 
а)   nxx n  11 ; б)   nxx n  11 ; в)   nxx n  11 . 
36. Виберіть запис визначення факторіалу: 

а) 











;n)!n(

,nпри
!n

1

01
 б) 














;)!1(

,101
!

nn

nабоnпри
n  в) nn  ...321! . 

37. Біном Ньютона має вид: 

а) 



n

i

iini
n

n baC)ba(
0

; б) 



n

i

iini
n

n baC)ba(
1

;  

в)  


 
n

i

iini
n

n .baC)ba(
0

 

38. Число сполучень в біном Ньютона можна записати так: 

а) 
)!mn(!m

!n
Cm

n 
 ; б) 

)!mn(!n

!m
C m

n 
 ; в) 

)!mn(!m

!n
C m

n 
 . 

39. Сума нескінченно спадної геометричної прогресії має вигляд: 

а) 
q

q
a

n




1

1
1 ; б) 

q

a

1
1 ; в) 

nq

a

1
1 . 

40. Друга чудова границя має вигляд: 

а) 1
1

1lim 





 



n

n n
; б)  e

n

n

n







 



1
1lim ; в)  e

n

n

n







 



1
1lim

0
. 

41. Неперово число дорівнює: 
а) ≈3,14; б) ≈2,718…; в)   ≈1,718… . 
42. Запис натурального логарифма числа N: 
а) Nlg ; б) Nln ; в) N2log . 
43. Виберіть правильний запис: 

а) NlogalogNlog bba  ; б) 
blog

Nlog
Nlog

a

b
a  ; в) NlogblogNlog baa  . 

44. Слідство другої чудової границі: 

а) e
x

a x

x





1
lim

0
; б) e

x

a x

x





1
lim ; в) a

x

a x

x
ln

1
lim

0





. 

45. Слідство другої чудової границі: 

а) 1
1ln

lim
0




 x

x
x

; б) 
 

1
1ln

lim
0




 x

x
x

; в) 
 

1
1ln

lim
0




 x

x
x

. 

46. Слідство другої чудової границі: 
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а) 
 

1
11

lim
0




 x

x a

x
; б) 

 
a

x

x a

x





11
lim

0
; в) 

 
e

x

x a

x





11
lim

0
. 

47. Слідство другої чудової границі: 

а)   ex x
x




1

1lim ; б)   11lim
1

0



x

x
x ; в)   ex x

x




1

0
1lim . 

48. Якщо для нескінченно малих величин  x  і  x  виконується умова 
 
  1lim

0


 x

x

xx 
 , то кажуть, що: 

а)  x  і  x  − нескінченно малі величини одного порядку; б)  x  − не-
скінченно мала величина більш вищого порядку, ніж  x ; в) нескінченно мала 
величина  x  еквівалентна нескінченно малій величині  x . 
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5. НЕПЕРВНІСТЬ ФУНКЦІЇ В ТОЧЦІ І НА ПРОМІЖКУ 

 
Def. Околом точки x0 називається множина точок, для яких існує число 

 з множини нескінченно малих величин, таке, що 
x0 -    x0   x0 +. 

 
5.1. Визначення неперервності в точці 

 
Нехай функція f(x) визначена в деякому околі точки x0. 
Def. 1. Функція f(x) називається неперервною в точці x0, якщо границя 

функції і її значення в цій точці рівні, тобто . 

Оскільки , то можна записати , тобто для 

неперервної функції можна поміняти місцями символи «f» и «lim». 
Можна дати означення неперервної функції, використовуючи визначення 

границі функції через послідовність. 
Def. 2. Функція f(x) називається неперервною в точці x0, якщо для будь-

якої збіжної до x0  послідовності аргумента {xi}i=1,...,  послідовність відповід-
них значень функції {f(xi)}i=1,…,  збігається до f(x0). 

Def. 3. Функція f(x) називається неперервною в точці x0, якщо для будь-
якого числа ε > 0 існує число  > 0, таке, що для всіх х, що задовольняють не-
рівності , виконується нерівність , тобто 

f(x) – непер.    → . 

Визначимо неперервність функції через приріст. 
Те, що для неперервної функції  і  , можна уявити як 

 і відповідно 
  . 

Def. Різниця  
 

називається приростом функції в точці х0 . 
Def. Різниця  

 
називається приростом аргумента в точці х0 . 

Приріст функції і аргумента характеризують поведінку функції в околі точ-
ки (рисунок 5.1). 

З огляду на введені позначення, можна записати так: 
  . 

 

   0
0

lim xfxf
xx




0
0

lim xx
xx




   xfxf
xxxx 00

limlim




 0xx      0xfxf

 0   0    0xx      0xfxf

   0
0

lim xfxf
xx


 0xx 

00  xx

   0
0

lim xfxf
xx




      0lim 000



xfxf

xx

   0xfxfy 

0xxx 

     0lim 000



xfxf

xx
 0lim

0



y

x
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Def. 4. Функція f(x) називається неперервною в точці х0, якщо її приріст 
в цій точці є нескінченно малою величиною. 

 
Рисунок. 5.1 

 
Зауваження. Оскільки вводиться позначення , то приріст функції 

можна записати ще так: 
 = . 

 
 

5.2. Різновиди неперервності 
 
Введене означення неперервності функції в точці 

f(x) – непер. в точці х0   

дозволяє ввести поняття неперервності функції на множині. 
Def. Функція f(x) є неперервною на множині, де вона визначена, якщо 

вона неперервна в кожній точці цієї множини, тобто f(x) − неперервна 
функція на множині  f(x) – непер. в точці х0. 

Окремим випадком функції, неперервної на множині, є функція, неперервна 
на відрізку. Функція може бути неперервною не у всій області визначення, а в 
якійсь виділеній області. 

 
5.3. Критерій неперервності 

 
Оскільки існують такі уявлення, як «границя зліва» і «границя справа», роз-

різняють функції, неперервні зліва (рисунок 5.2), і функції, неперервні справа 
(рисунок 5.3). Таким же чином можна розглядати і неперервність функції в точці, 
коли можна записати 

. 

 

0xxx 

   0xfxfy     00 xfxxf 

    0
0

lim xfxf
xx




 :XxX 

   0
00

lim xfxf
xx



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Рисунок. 5.2 Рисунок. 5.3 
 

Це дозволяє ввести таке поняття, як «критерій неперервності». 
Def. (визначення критерію неперервності функції в точці). Функція f(x) 

неперервна в точці х0 тоді і тільки тоді, коли існує границя функції зліва в 
точці х0 як  і границя функції справа в точці х0 як  і ці 
границі рівні значенню функції в точці х0.  

Це можна записати у вигляді  
  ; 

; 

. 
ПРИКЛАД. Визначити неперервність функції: 
1. y = x2. 

Розв’язання 
f(x+Δx)= (x+Δx)2 = x2+ 2xΔx + Δx2 ;    f(x)= x2; 

Δy = f(x+Δx) − f(x) = Δx(2x+Δx); 
 =  = 0. 

2. y = cos x. 
Розв’язання  

f(x)= cos x;  f(x+Δx)= cos(x+Δx); 

Δy = f(x+Δx) − f(x) = cos(x+Δx) − cos x = − 2sin 





 


2

x
x sin ; 

 = − 2sin 





 


2

x
x sin  = 0. 

3. y = | x |. 
Розв’язання 

Графік функції y = | x | представлений на рисунку 5.4. Із графіка видно, що і 
при x>0, і при x<0 функція неперервна. 

Для встановлення неперервності графіка в точці x=0 розглянемо однобічні 
границі функції в цій точці: 

 =  = 0, 

 00 xf  00 xf

   0
0

lim xfxf
xx




    0lim 0
00




xfxf
xx

   0lim 0
00




xfxf
xx

     000 00 xfxfxf 

y
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
 0

lim   xxx
x




2lim
0

2

x

y
x


 0

lim
0

lim
x 2

x

x
x 00
lim


 x

x


 00
lim
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 =  = 0. 

Границі в точці x=0 зліва і справа збігаються і дорівнюють значенню функ-
ції в цій точці. Отже, функція y =| x | є неперервною в усіх точках числової пря-
мої. 

 

 
Рисунок. 5.4 

 
5.4. Арифметичні дії над над неперервними функціями 

 
Th. Нехай функції  і  неперервні в точці , тоді функції 

,    xgxf ,  

також неперервні в точці . 
Ці властивості неперервності випливають з властивостей границь, напри-

клад, для  доведемо теорему. 

◄ Оскільки функції  і  неперервні в точці , то 
, , 

і тоді із властивостей границь слідує 
, 

тобто , що і і визначає неперервність в заданій то-

чці. ► 
Аналогічно теорема доводиться для добутку і частки двох заданих функцій. 
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5.5. Точки розриву і їх класифікація 
 
Def. Точка  називається точкою розриву функції , якщо ця фун-

кція в точці  не є неперервною. 
Це можна уявити з використанням критерію неперервності. 
З критерію неперервності функції випливає, що для неперервної функції в 

точці  повинні виконуватися три умови: 
; 

; 

. 

Якщо порушується хоча б одна з трьох умов, то  називають точкою 

розриву функції . 
Для точок розриву вводиться наступна класифікація 
1. Якщо границя зліва є кінцевою і дорівнює границі справа, причому ці 

границі не рівні значенню функції в цій точці, або функція в точці  є невизна-
ченою, то такий розрив називається усувним (рисунок 5.5, а, б). 

а                                                         б 
Рисунок. 5.5 

 
ПРИКЛАД. Побудувати графіки функцій: 

а)  








;x,

,x,
xf

01

00
  б)  

x

xsin
xf  . 

Графіки заданих функцій показані на рисунку 5.6, а, б. 
2. Якщо границі зліва і справа кінцеві, але не рівні між собою, то такий 

розрив називається розривом первого рода: 
. 

ПРИКЛАД. Побудувати графіки функцій: 
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Графіки заданих функцій показані на рисунку 5.7, а, б. 
 

      а                                                              б 
Рисунок 5.6 

 

   а                                                          б 
Рисунок 5.7 

 
3. Якщо в точці  функція  не має принаймні одного з однобічних 

границь або хоча б одна із однобічних границь нескінченна, то такий розрив 
називається розривом другого роду. 

ПРИКЛАД. Побудувати графіки функцій: 

а)  
 21

1




x
xf ;    б)   xxf

1

2 . 

Графіки заданих функцій показані на рисунках 5.8 і 5.9. 
 

5.6. Кусково-неперервна функція 
 
Def. Функція називається кусково-неперервною на відрізку , якщо 

вона неперервна в усіх точках відрізка  за винятком, можливого, кінце-
вого числа точок, в яких є розрив першого роду і, крім того, є однобічні гра-
ниці в точках  і . 

0x  xf

 ba,
 ba,

a b
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Def. Функція називається кусково-неперервною на числовій прямій, 

якщо вона кусково-неперервна на будь-якому відрізку цієї прямої. 
Наприклад, функція  

 
є кусково-неперервною як на будь-якому відрізку, так і на всій числовій осі (ри-
сунок 5.10). 

Рисунок 5.10 
 

5.7. Властивості неперервних функцій 
 
Th. 1. Суперпозиція двох неперервних функцій є неперервною функці-

єю, тобто якщо функція  неперервна в точці , а функція  

неперервна в точці , то функція  неперервна в точці . 
Def. Якщо функція монотонна і при цьому зростає або спадає, то її на-

зивають строго монотонною. 
Th. 2. Функція, обернена до строго монотонної і неперервної функції, 

неперервна і строго монотонна (рисунок 5.11). 

   xExf 

 gff  0g  zgg 

0z   zgf 0z

Рисунок 5.8 Рисунок 5.9 
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Рисунок 5.11 

Th. 3 (про стійкість знака непреривної функції). Нехай функція  

неперервна в точці  і . Тоді існує число , таке, що для всіх 

 функція  має той же знак, що і . 

Таким чином, якщо функція  неперервна в точці  і , то 

  . 
 
Th. (1-ша теорема Больцано − Коші). Нехай функція  неперервна 

на відрізку  і на кінцях відрізка має значення різних знаків. Тоді існує 
точка , в якій , тобто якщо функція  неперервна на відрі-

зку  і     0bfaf , то   (рисунок 5.12). 
Бернард Больцано (1781–1848) – чеський математик і філософ. 
Th. (2-га теорема Больцано − Коші). Нехай функція  неперервна на 

відрізку , причому  і . Тоді для будь-якої точки  інтер-
валу , тобто , знайдеться така точка  інтервалу , тобто 

, в якій , тобто якщо функція  неперервна на відрізку 

 і , , то    (рисунок 
5.13). 

 

 
Рисунок 5.12 

 
Рисунок 5.13 
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Рисунок 5.14 

Th. Неперервна на відрізку фу-
нкція має на цьому відрізку макси-
мальне і мінімальне значення (рису-
нок 5.14). 

Def. Різниця між найбільшим і 
найменшим значеннями неперервної 
функції  на інтервалі  нази-
вається коливанням неперервної фу-
нкції на цьому відрізку і позначаєть-
ся  

. 

 
5.8. Висновки 

 
Def. Окілком точки x0 називається множина точок, для яких існує таке 

число  із множини нескінченно малих величин, що 
x0 -    x0   x0 +. 

Def. 1. Функція f(x) називається неперервною в точці x0, якщо границя 
функції і її значення в цій точці рівні, тобто . 

Def. 2. Функція f(x) називається неперервною в точці x0, якщо для будь-
якої збіжної до x0  послідовності аргументу {xi}i=1,..., послідовність відповідних 
значень функції {f(xi)}i=1,…,  збігається до f(x0). 

Def. 3. Функція f(x) називається неперервною в точці x0, якщо для будь-
якого числа ε > 0 існує число  > 0, таке, що для всіх х, що задовольняють не-
рівності , виконується нерівність , тобто 

f(x) – непер.    → . 

Def. Різницею  
   0xfxfy   

називається приріст функції в точці х0. 
Def. Різницею 

0xxx   
називається приростом аргументу в точці х0. 

Def. 4. Функція f(x) називається неперервною в точці х0, якщо її приріст 
в цій точці є нескінченно малою величиною. 

Зауваження. Оскільки вводиться позначення , то приріст функ-
ції можна записати ще так: 

 = . 
Def. Функція f(x) є неперервною на множині, де вона визначена, якщо во-

на неперервна в кожній точці цієї множини, тобто f(x) − неперервна функція 
на множині  f(x) – непер. в точці х0. 
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Окремим випадком функції, неперервної на множині, є функція, неперервна 
на відрізку. Функція може бути неперервною не у всій області визначення, а в   
якійсь виділеній області. 

Def. (Визначення критерію неперервності функції в точці). Функція f(x) 
неперервна в точці х0 х0 тоді і тільки тоді, коли існує границя функції зліва в 
точці х0  і границя функції справа в точці х0  і ці границі до-
рівнюють значенню функції в точці х0.  

Це можна записати у вигляді  
  ; 

; 

. 

Th. Нехай функції  и  неперервні в точці , тоді функції 

,    xgxf ,  

також неперервні в точці . 

Def. Точка  називається точкою розриву функції , якщо ця функ-

ція в точці  не є неперервною. 
Для точок розриву вводиться наступна класифікація: 
1. Якщо границя зліва є кінцевою і дорівнює границі справа, причому ці гра-

ниці не рівні значенням функції в цій точці, або функція в точці  є невизначе-
ною, то такий розрив називається усувним.  

2. Якщо границі зліва і справа кінцеві, але не рівні між собою, то такий ро-
зрив називається розривом першого роду. 

3. Якщо в точці  функція  не має принаймні однієї з однобічних гра-
ниць або хоча б одна з однобічних границь нескінченна, то такий розрив назива-
ється розривом другого роду. 

Def. Функція називається кусочно неперервною на відрізку , якщо 
вона неперервна в усіх точках відрізка  за винятком, можливого, кінцево-
го числа точок, в яких є розрив першого роду, і, крім того, є однобічні границі в 
точках  і . 

Def. Функція називається кусково-неперервною на числовій прямій, якщо 
вона кусково-неперервна на будь-якому відрізку цієї прямої. 

Th. 1. Суперпозиція двох неперервних функцій є неперервною функцією, 
тобто якщо функція  неперервна в точці , а  неперервна в 

точці , то функція  неперервна в точці . 
Def. Якщо функція монотонна і при цьому зростає або спадає, то її на-

зивають строго монотонною.  
Th. 2. Функція, обернена до строго монотонної і неперервної функції, не-

перервна і строго монотонна. 
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Th. 3 (про стійкість знака неперервної функції). Нехай функція  не-

перервна в точці  і . Тоді існує число , таке, що для всіх 

 функція  має той же знак, що і . 

Th. (1-ша теорема Больцано − Коші). Нехай функція  неперервна на 
відрізку  і на кінцях відрізка має значення різних знаків. Тоді існує точка 

, в якій , тобто якщо функція  неперервна на відрізку 

 і     0bfaf , то  . 

Th. (2-га теорема Больцано − Коші). Нехай функція  неперервна на 

відрізку , причому  і . Тоді для будь-якої точки  інтер-
валу , тобто , знайдеться така точка  інтервалу , тоб-
то , в якій , тобто якщо функція  неперервна на відрізку 

 і , , то   . 
Th. Неперервна на відрізку функція має на цьому відрізку максимальне і 

мінімальне значення. 
Def. Різниця між найбільшим і найменшим значеннями неперервної фу-

нкції  на інтервалі  називається коливанням неперервної функції на 
цьому відрізку і позначається . 

 
5.9. Питання для перевірки 

 
1. Функція називається неперервною в точці : 
а) якщо функція в цій точці визначена; б) якщо в цій точці існує границя; в) 

якщо границя функції при «ікс» прямує до точки і дорівнює значенню функції в 
цій точці. 

2. Критерій неперервності функції: 
а) якщо існують границі функції зліва і справа в цій точці; б) якщо існують 

границі функції зліва і справа і вони рівні між собою; в) якщо існують границі 
функції зліва і справа і вони дорівнюють значенню функції в самій точці. 

3. Усувним називається розрив: 
а) якщо границя зліва дорівнює границі справа, але не дорівнює значенню 

функції в самій точці; б) якщо границя зліва не дорівнює границі справа; в) який 
усуває невизначеність функції. 

4. Розривом першого роду називається розрив: 
а) якщо існують границі зліва і справа, але вони не рівні між собою; б) якщо 

існують границі зліва і справа і вони рівні між собою; в) якщо не існує хоча б од-
нієї границі зліва чи справа. 

5. Розривом другого роду називається розрив: 
а) якщо існують границі зліва і справа, але вони не рівні між собою; б) якщо 

відсутня або дорівнює нескінченності хоча б один границя зліва чи справа; в) як-
що в точці розриву значення функції дорівнює нескінченності. 

6. Точка розриву - це: 

 xf

0x   00 xf 0
   00 , xxx  xf  0xf

 xf

 ba,
 bac ,   0cf  xf

 ba,  :,bac   0cf

 xf

 ba,   Aaf    Bbf  C
 BA, BCA  c  ba,

bca    Ccf   xf

 ba,   Aaf    Bbf   C   BAC ,      Ccfbac  :,

 xf  ba,

 
 

 
 xfxf

baba ,,
minmax 

0x
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а) точка, в якій не існує границь; б) точка, в якій порушується неперервність 
функції; в) точка, в якій не існує значення функції. 

7. Чи є неперервною в точці функція, якщо вона являє собою суму двох 
неперервних функцій в цій точці: 

а) так; б) немає; в) за певних умов? 
8. Чи є неперервною функція, що представляє собою суперпозицію двох 

неперервних функцій: 
а) так; б) немає; в) за певних умов? 
9. Якщо функція неперервна на відрізку і на кінцях цього відрізка знак 

функції змінюється, то на цьому відрізку існує: 
а) точка, в якій функція зростає; б) точка, в якій функція дорівнює нулю; в) 

точка, в якій функція спадає. 
10. Функція називається кусково-неперервною на числовій прямій: 
а) якщо вона кусково-неперервна на будь-якому відрізку цієї прямої; б) якщо 

вона неперервна шматочками; в) якщо вона має неперервні шматочки. 
11. Суперпозиція двох неперервних функцій: 
а) є неперервною функцією; б) має розрив; в) може бути неперервною або 

мати розрив. 
12. Строго монотонна функція - це: 
а) монотонна функція, яка або зростає, або спадає; б) монотонна функція, 

яка тільки зростає; в) монотонна функція, яка тільки спадає. 
13. Функція, обернена до строго монотонної і неперервної функції, є: 
а) неперервною і строго монотонною; б) неперервної; в) строго монотон-

ною. 
14. Знак неперервної функції в точці, де вона не дорівнює нулю: 
а) змінюється; б) не змінюється; в) може змінюватися і не змінюватися. 
15. 11-ша теорема Больцано - Коші. Нехай функція  неперервна на 

відрізку  і на кінцях відрізка має значення різних знаків: 
а) тоді немає такої точки , в якій ; б) тоді функція на відріз-

ку дорівнює нулю; в) тоді існує точка , в якій . 

16. 2-га теорема Больцано – Коші. Нехай функція  неперервна на 

відрізку , причому  і , тоді для будь-якої точки  інтер-
валу , тобто : 

а) відсутня така точка  інтервалу , тобто , в якій ; б) 

знайдеться така точка  інтервалу , тобто , в якій   Bcf  ; в) 

знайдеться така точка  інтервалу , тобто , в якій   Acf  .  
17. Неперервна на відрізку функція: 
а) не має на цьому відрізку максимального значення; б) не має на цьому ві-

дрізку мінімального значення; в) має на цьому відрізку максимальне і мінімальне 
значення. 

18. Різниця між найбільшим і найменшим значеннями неперервної фу-
нкції  на інтервалі  називається: 

 xf

 ba,
 bac ,   0cf

 bac ,   0cf

 xf

 ba,   Aaf    Bbf  C
 BA, BCA 

c  ba, bca    Ccf 

c  ba, bca 
c  ba, bca 

 xf  ba,
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а) коливанням неперервної функції на цьому відрізку; б) відхиленням непе-
рервної функції на цьому відрізку; в) перепадом неперервної функції на цьому 
відрізку. 
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6. ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ ФУНКЦІЇ 
 
Нехай функція y = f(x) визначена в околі точки . Розглянемо приріст фун-

кції ∆y при зміні аргументу ∆x: 
∆y = f( +∆x) - f( ). 

Def. Похідною функції y = f(x) в точці  називається границя при ∆x→0 
відношення приросту функції в цій точці до приросту аргументу (за умови, 
що ця границя існує). 

Для позначення використовують символи y′( ), f′( ), 
dx

df
, 

dx

dy
. Тоді за ви-

значенням 

F′( )= y′( )= = . 

 
6.1. Зв'язок між похідною і неперервністю 

 

Оскільки = f’(x0), з визначення границі, коли 

= f’(x0) → ( ε >0)(  δ>0, │Δx│< δ ): │ – f’(x0)│ < ε, 

можна записати 

= +ε , 

звідки 
Δy = f’(x0) Δx +ε Δx при Δx → 0. 

І якщо розглянути границю приросту, то отримаємо 
 Δy = ( f’(x0) +ε) Δx=0, 

а це означає, що функція неперервна. 
Висновок: Якщо при деякому значенні x0 похідна функції f(x) існує, то при 

цьому значенні функція f(x0) неперервна. 
 

6.2. Геометричний зміст похідної 
 
Нехай заданий графік функції y = f(x) (рисунок 6.1). Задамо дві точки на 

графіку:   MM xf,xM  і   xxf,xxM MM  . Проведемо через ці точки січ-
ну MM′, позначимо кут між MM′ і Ox як φ. Цей кут залежить від ∆x, тобто 
φ=φ(∆x). Якщо існує

   φ(∆x) = φM, 

то пряму з кутовим коефіцієнтом k=tgφM, що проходить через точку 
  MM xf,xM , називають граничним положенням січної MM′ при ∆x→0 або 

M′→M. 

0x

0x 0x

0x

0x 0x

0x 0x
x
y

x 



lim

0 x

xfxxf

x 




)()0(
lim

0

x
y

x 



lim

0

x
y

x 



lim

0

 
xΔ
yΔ

x
y


 )x('f 0

lim
0x

lim
0x

lim
x 0
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Def. Дотичної до графіка функції f(x) в точці M називають граничне 
положення січної MM′ при ∆x→0 або M′→M. 

 
Рисунок 6.1 

 
З визначення випливає, що для існування дотичної досить, щоб існувала 

границя 
 φ(∆x) = φ0, 

причому границя φ0 дорівнює куту нахилу дотичної до осі Ox. 
Кут φ можна охарактеризувати як 

tgφ= . 

Тоді отримаємо 

tgφ=   tgφM. 

Отже, 

 = tgφM. 

Висновок. Геометричний зміст похідної − це тангенс кута нахилу дотичної в 
заданій точці. 

 
6.3. Фізичний зміст похідної 

 
Нехай функція має вигляд залежності шляху від часу 

S = S(t), 
тобто шлях S пройдений за час t. Тоді за час t1 пройдений шлях S(t1), за час t0 − 
S(t0), за проміжок часу ∆t= t1- t0 пройдений відрізок часу 

∆S = S(t1) - S(t0) = S(t0+∆t) - S(t0). 
Відношення ∆S/∆t називають середньою швидкістю руху Vсер за час ∆t. 

lim
x 0

x
y




x
y


    0x

x
y

x 



lim

0
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Границя відношення виду  − це миттєва швидкість точки в момент 

часу t0 . 
Висновок. Фізичний зміст похідної – це швидкість зміни процесу або явища. 
 

6.4. Одностороння похідна 
 
Def. Похідною справа від заданої точки x0 називається величина 

. 

Def. Похідною зліва від заданої точки x0 називається величина 

. 

Геометричний зміст похідних справа и зліва – це кутовий коефіцієнт дотич-
ної справа і зліва від точки x0. 

Умова існування похідної в точці x0 полягає в тому, що існують права і 
ліва похідні і вони рівні між собою: 

f′+(x0)=f′-(x0). 
ПРИКЛАД. Для f(x)=|x| відносно точки x=0 маємо: (|x|)′+=1 и (|x|)′-=-1 (див. 

рисунок 5.4). Ці значення похідних не рівні між собою, отже, похідною в точці 
x=0 для заданої функції немає. 

 
6.5. Нескінченна похідна 

 

Якщо для деякого значення x0 маємо  або , то це 

означає, що в точці x0 функція має нескінченну похідну зі знаком «плюс» чи «мі-
нус». 

 
Рисунок 6.2 

 
Геометричний зміст тут полягає в тому, що в цій точці крива має вертика-

льну дотичну (рисунок 6.2). 
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6.6. Рівняння дотичної 
 
Припустимо, задана крива f(x), на якій задані дві точки M(x0,y0), 

M′(x0+∆x,y0+∆y). Побудуємо січну, що проходить через ці точки (рисунок 6.3). 
Рівняння прямої, що проходить через ці дві точки, має вигляд 

MM

M

MM

M

yy

yy

xx

xx









. 

 
Рисунок 6.3 

 
Якщо ∆x→0, то ∆y/∆x→f’(x) і рівняння дотичної прямої в точці M0 має ви-

гляд 

00

0

00

0

yyy

yy

xxx

xx








, 

x

y)xx(
yy

y

yy

x

xx










 0

0
00 , 

  )xx(xfyy 000  . 

Висновок. Рівняння дотичної в точці  MM y,xM  до кривої  xf  має вигляд 

  MM xxMfyy  . 
 

6.7. Властивості похідних 
 
Def. Якщо для функції f(x) і g(x) існує похідна в точці x, то сума, добуток 

і частка (за умови, що g(x)≠0) також мають похідні в точці x і мають місце 
формули: 

а)      vuxvxu  ; 

б)         vxuuxvxvxu  ; 

в) 
 
  2v

vuuv

xv

xu 










.  
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◄ Доведення: 

a)              






 x

xvxuxxvxxu
xvxu lim

x 0
 

       











 x

vu

x

xvxxvxuxxu
limlim

xx 00
 

vu
x

v

x

u
lim

x

















 0

; 

б)             






 x

xvxuxxvxxu
xvxu lim

x 0

 

               






 x

xvxuxxvxuxxvxuxxuxxv
lim

x 0

 

             






 x

xvxxvxuxuxxuxxv
lim

x 0

 

            vxuuxv
x

v
xu

x

u
xv

x

vxuuxxv
limlim

xx






















 00

, 

     vuuvxvxu  ; 

в) 
 
 

 
 

 
         

    

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














 xvxxxv

xxvxuxvxxu

x
xv

xu

xxv

xxu

xv

xu
limlim

xx 00

 

        






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
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


 . ► 

 
Слідство. Якщо похідна береться від добутку константи на функцію, то це 

дорівнює добутку константи на похідну функції: 

    xuCxCu  . 
Похідна складної функції. Якщо функція g=g(z) має похідну в точці z0, а 

функція f=f(g) має похідну у відповідній точці g0 =g(z0), то складна функція 
f(g(z)) має похідну в точці z0 і справедлива наступна формула: 

     00 zggfzf  . 
◄ Доведення: 

;
z

g

g

f

z

)z(g)zz(g

)zz(g

)g(f)gg(f

z

)g(f)gg(f

z

f























 



80 
 

)z(g)g(f
z

g

g

f ''

z
lim 0

0









. ► 

Похідна оберненої функції. Якщо функція y=f(x) має в точці x0 похідну 
  00  xf , то обернена функція x=(y) також має у відповідній точці y0=f(x) 

похідну, причому похідна оберненої функції дорівнює оберненій величині по-
хідної цієї функції. 

◄ Доведення: 

)x(f
x
y)x(f)xx(f

x

y

)yy(

y '
0

11


















, 

   0
0

1

xf
y


 . ► 

Висновок. Можна проводити арифметичні дії над диференціалами, як над 
звичайними числами (це перевага запису похідною через відношення диференці-
алів). 

ПРИКЛАД. Записати похідну функції  yx  , обернену до функції 
 xfy  . 

Розв’язання 

'(y) = 
d

dy


 = 

1
dy

d

 = 

dx

df
1

, тобто '(y) = 
1

f x( )
. 

 
6.8. Похідні елементарних функцій 

 
1. Похідна константи   Cconstxf  . 
В цьому випадку 0y  і тому 0C  . 

2.   nxxf  : 

      











nn

x

nn

x

n xxx
xx

xxx
x limlim

1

00
 

    







 








 
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nnnnn

x
x...xx

!

nnn
xx

!

nn
xnxx

x
lim 33221

0 3

21

2

11
 

    







 








 



nnnn

x
...xx

!

nnn
xx

!

nn
xnx

x
lim 33221

0 3

21

2

11
 

    


























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xxnn

x

xnx n

x
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x
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x
limlimlim

3

21

2

1 33

0

22

0

1

0
 

     1
23

0

2

0

1

3

21

2

1 








 





 n
n

x

n

x

n nx...
!

xxnnn

!

xxnn
nx limlim . 
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Тут був використаний біном Ньютона   iin
n

i

i
n

n baCba 




0
, де кількість спо-

лучень з n  елементів по i  дорівнює  !in!i

!n
Ci

n 
 . 

Слідство: 

а)    
2

2111 1
1

1

x
xxx

x












  ; 

б)  
x

xxxx
2

1

2

1

2

1 2

1
1

2

1

2

1




















 
. 

ПРИКЛАДИ: 

1)  
 

 xx
xxu

u
uzz

xxu
u

z

xx
xxux

89
543

1
1

543
1

543

1 2
223

2

23

23



















; 

2)    23
22

1

2

1
2

2 2

3

3

3 









 x
xxu

u
uzz

xxuuz
xx

xxux
. 

 
3.   xexf  : 

    x
x

x

xxx

x

xxx

x

x e
x

e
eee

xx

ee
e limlimlim 












 











1
1

1

000
. 

Слідство: 

    .alnaalne
uzz

alnxuez
ea xalnx

xux

u
alnxx 










 

ПРИКЛАД: 

  
























 


2222

2

1122
1

2

1 12
2

12

2

12

2

22
xln

vuzz

xxvu
u

z
xx

xx
xvux

v

xx

 





 xx

xln
22

2

12
 

4.   lnxxf  : 

   







 










 








 x

x
ln

xx

xx
ln

xx

xlnxxln
xln limlimlim

xxx
1

11

000
 

xx

x

xx

x

x

x
ln lim

x

11
1

0















 



. 
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Слідство: 

 
alnxaln

xln
xloga

1








 . 

5.   sinxxf  : 

   













22
20 cossin

sinsin

x

xsinxxsin
xsin lim

x

xcos
x

xcos
x

x

xx
sin

x
xcos

x
sin

x
limlim

xx







 


















 







 22
2

1

2222
2

1

00
. 

Слідство: 

    xsinxsinxxcosxsinxcos 







 








 


















 


 1
222

. 

Похідні інших тригонометричних функцій: 

     













xcos

xsinxcosxcosxsin

xcos

xsin
tgx

2
 

 
xtg

xcosxcos

xsinxcos

xcos

xsinxsinxcosxcos 2
22

22

2
1

1






 ; 

     













xsin

xcosxsinxsinxcos

xsin

xcos
ctgx

2
 

   
xctg

xsinxsin

xcosxsin

xsin

xcosxcosxsinxsin 2
22

22

2
1

1






 . 

6. arcsinxy  . Скористаємося похідною для оберненої функції: 

xarcsiny:f  , 

ysinx:f 1 ; 

  22 1

1

1

1111

xysinycosysinx
y

y
x








 . 

Слідство. Оскільки 
2


 xarccosxarcsin , маємо 

   
21

1

2 x
xarcsinxarcsinxarccos











 


 . 

7. arctgxy  . Скористаємося похідною для оберненої функції: 

arctgxy:f  , 

tgyx:f 1 ; 
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  22

2
1

1

1

1
1
111

xytg
ycos

tgyx
y

y
x








 . 

Слідство. Оскільки 
2


 xarccosxarcsin , маємо 

   
21

1

2 x
arctgxarctgxarcctgx











 


 . 

8. Гіперболічні функції: 

   
chx

eeeeee
shx

xxxxxx

















 




222
; 

   
shx

eeeeee
chx

xxxxxx

















 




222
; 

     













xch

shxchxchxshx

chx

shx
thx

2
 

xth
xch

tshtch
xch

xshxch

xch

shxshxchxchx 2
2

22
2

22

2
1

1
1 





 ; 

     













xsh

chxshxshxchx

shx

chx
cthx

2
 

xcth
xshxsh

xchxsh

xsh

chxchxshxshx 2
22

22

2
1

1






 . 

9. Обернені гіперболічні функції. Скористаємося похідними для оберне-
них функцій: 

arshxy:f  , 

shyx:f 1 , 

  22

22

1

1

1

1
1

111

xysh
tshtch

chyshyx
y

y
x








 ; 

archxy:f  , 

chyx:f 1 , 

  1

1

1

1
1

111
22

22










xych
tshtch

shychyx
y

y
x ; 

arthxy:f  , 

thyx:f 1 , 
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  22

2

2

22

2

22

2
1

1

1

1

1

1
1

1

1

1
111

xyth

ych

ysh
tchtch

tsh

tshtch

ych
thyx

y
y

x















 ; 

arcthxy:f  , 

cthyx:f 1 , 

 
.

xycth

tsh

ch
tshtsh

ch

tshtch

ysh
cthyx

y
y

x 22

2

2

22

2

22

2
1

1

1

1

1

1
1

1

1

1
111



















  

 
6.9. Висновки 

 
Def. Похідною функції y = f(x) в точці  називається границя при ∆x→0 

відношення приросту функції в цій точці до приросту аргументу (за умови, 
що ця границя існує). 

Для позначення використовують символи y′( ),  f′( ), 
dx

df
, 

dx

dy
 .  

За визначенням 

F’( )= y’( )= = . 

Якщо при деякому значенні 0x  похідна функції f(x) існує, то при цьому зна-
ченні 0x  функція f( 0x ) неперервна. 

Def. Дотичної до графіка функції f(x) в точці M називають граничне по-
ложення січної MM′ при ∆x→0 або M′→M. 

Геометричний зміст похідної - це тангенс кута нахилу дотичної в заданій 
точці. 

Фізичний зміст похідної - це швидкість зміни процесу або явища. 
Def. Похідною справа від заданої точки 0x  називається величина 

. 

Def. Похідною зліва від заданої точки 0x  називається величина 

. 

Геометричний зміст похідних справа і зліва - це кутовий коефіцієнт доти-
чної справа і зліва від точки x0. 

Умова існування похідної в точці x0 полягає в тому, що існує права і ліва 
похідні і вони рівні між собою: 

   00 xfxf   . 

0x

0x 0x

0x 0x
x
y

x 



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0 x

xfxxf
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0

0
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00
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xfxf
xf

xx 



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0

00
0

' )()(
)( lim xx

xfxf
xf

xx 




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Якщо для деякого значення x0 маємо  або , то це 

означає, що в точці x0 функція має нескінченну похідну зі знаком «плюс» чи «мі-
нус». Геометричний зміст тут полягає в тому, що в цій точці крива має верти-
кальну дотичну. 

Рівняння дотичної в точці  MM y,xM  до кривої  xf  має вигляд 

  MM xxMfyy  . 
Def. Якщо для функцій f(x) і g(x) існує похідна в точці x, то сума, добут-

ку і частки (за умови, що g (x) ≠ 0) також мають похідні в точці x і мають 
місце формули: 

а)      vuxvxu  ; 

б)         vxuuxvxvxu  ; 

в) 
 
  2v

vuuv

xv

xu 










.  

Слідство. Якщо похідна береться від добутку константи на функцію, то 
це дорівнює добутку константи на похідну функції: 

    xuCxCu  . 
Похідна складної функції. Якщо функція g=g(z) має похідну в точці z0, а 

функція f=f(g) має похідну у відповідній точці g0 =g(z0), то складна функція 
f(g(z)) має похідну в точці z0 і справедлива наступна формула: 

     00 zggfzf  . 
Похідна оберненої функції. Якщо функція y=f(x) має в точці x0 похідну 

  00  xf , то обернена функція x=(y) також має у відповідній точці y0=f(x) 
похідну, причому похідна оберненої функції дорівнює оберненій величині похі-
дної цієї функції. 

Висновок. Можна проводити арифметичні дії над диференціалами, як над 
звичайними числами (це перевага запису похідної через відношення диференціа-
лів). 

Похідні елементарних функцій: 
1. 0C  .  

2.   1nn nxx 


. 

Слідство: а) 
2x

1

x

1









 ; б)  

x
x

2

1



. 

3.   xx ee 


. 

Слідство:   alnaa xx 


. 

4.  
x

xln
1

 . 





 x

y
x

lim 



 x

y
x

lim
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Слідство:  
alnxaln

xln
xloga

1








 . 

5.   xcosxsin  . 

Слідство:   xsinxcos  ; 

  xtg
xcos

tgx 2
2

1
1

 ; 

  xctg
xsin

ctgx 2
2

1
1

 . 

6.  
21

1

x
xarcsin


 . 

Слідство:  
21

1

x
xarccos


 . 

7.  
21

1

x
arctgx . 

Слідство:  
2x1

1
arcctgx


 . 

8.   chxshx  ; 

  shxchx  ; 

  xth
xch

thx 2
2

1
1

 ; 

  xcth
xsh

cthx 2
2

1
1

 . 

9.  
21

1

x
arshx


 ; 

 
1

1
2 



x
archx ; 

   
21

1

x
arcthxarthx


 . 

 
6.10. Питання для перевірки 

 
1. Похідна функції в заданій точці – це: 

а) 
y

x
lim

y 


 0

; б) 
y

x
lim

x 


 0

; в) 
x

y
lim

x 


 0

. 

2. Фізичесний зміст похідної: 
а) зміна процесу; б) швидкість процесу; в) прискорення процесу. 
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3. Геометричний зміст похідної: 
а) тангенс кута нахилу дотичної в заданій точці; б) кут нахилу дотичної в 

заданій точці; в) дотична в заданій точці. 
4. Рівняння дотичної до заданої кривої в заданій точці: 
а)   000 xxxfyy  ; б)   000 xxxfyy  ; в)    000 yxxxfy  . 
5. Зв'язок між похідною і неперервністю функції: 
а) якщо в заданій точці функція має похідну, то в цій точці функція непере-

рвна; б) якщо в заданій точці функція неперервна, то в цій точці функція має по-
хідну; в) не існує. 

6. Однобічна похідна - це: 
а) похідна з одного боку точки; б) похідна, яка визначається однобічною 

границею; в) похідна з одного боку функції. 
7. Нескінченна похідна - це: 
а) похідна на нескінченності; б) коли похідна в заданій точці дорівнює не-

скінченності; в) похідна в точках розриву. 
8. Похідна суми дорівнює: 
а) добутку похідних; б) сумі похідних; в) різниці похідних. 
9. Похідна добутку: 

а)         vxuuxvxvxu  ; б)         vxuuxvxvxu  ; 

в)         vxuuxvxvxu  . 
10. Похідна відношення: 

а) 
 
  2v

vuuv

xv

xu 










; б) 

 
  2v

vuuv

xv

xu 










; в) 

 
  v

vuuv

xv

xu 










. 

11. Похідна складної функції    xgf  дорівнює: 
а)    xgxf  ; б)    xggf  ; в)    xggf  . 
12. Похідна оберненої функції має вигляд: 

а)     xf
xf



 11 ; б)   




















x
fxf

11 ; в)   

















 

x
fxf

111 . 
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7. ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ ФУНКЦІЙ 
 

7.1. Табличка похідних 
 

1. 0C . 
13.  

21

1

x
xarcsin


 . 

2.   1
 nn nxx . 14.  

21

1

x
xarccos


 . 

3. 
2

11

xx











. 15.  
21

1

x
arctgx


 . 

4.  
x

x
2

1



. 16.  

21

1

x
arcctg


 . 

5.   xx ee 


. 17.   chxshx  . 

6.   alnaa xx 


. 18.   shxchx  . 

7.  
x

xln
1

 . 19.  
xch

thx
2

1
 . 

8.  
xlna

1
xloga  . 20.  

xsh
cthx

2

1
 . 

9.   xcosxsin  . 21.  
21

1

x
arshx


 . 

10.   xsinxcos  . 22.  
1

1
2 



x
archx . 

11.   xtg
xcos

tgx 2
2

1
1

 . 23.  
21

1

x
arthx


 . 

12.   xctg
xsin

ctgx 2
2

1
1

 . 24.  
21

1

x
arcthx


 . 

 
Примітка. Допоміжні властивості: 

1)   vCuCvCuC  2121 ; 4)     xuuzxuz  ; 

2)   vuuvuv  ; 5) 
x

y y
x




1
; 

3) 
2v

vuuv

v

u 











; 6) 
 
  t

t
xtx x

y
tyy

txx

tyy












. 

Нагадування: 
2


 xarccosxarcsin , 

2


 arcctgxarctgx . 
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7.2. Приклади обчислення похідних 
 

ПРИКЛАД. Знайти похідну функції  125
3  xlogtgy . 

Розв’язок. 
 Запишемо відповідь (похідну) відразу ж: 

      x
lnx

xlog
xlogcos

y 2
31

1
15

1

1
2

24
325

3
2 




 . 

Це можна представити як складну функцію: 
utgy  ,   5vu  ,   tlogv 3 ,   12  xt . 

В цьому випадку можна записати: 

x
lnt

v
ucos

t
lnt

v
ucos

vv
ucos

u
ucos

y xxxx 2
3

1
5

1

3

1
5

1
5

11 4
2

4
2

4
22

 . 

Або це можна представити і в наступному вигляді: 

.tvuyy xtvux   
 

7.3. Похідна неявно заданої функції 
 

Def. Явно задана функція - це функція, розв'язна відносно y , тобто фу-
нкція, представлена у вигляді  xfy  . 

Def. Функція, нерозв'язна відносно y , називається неявно заданою. По-
значається так:   0y,xF . 

ПРИКЛАДИ: 
1) коло 6422  yx ; 

2) равлик Паскаля     022222  yxxyx . 
Похідну від неявно заданої функції беруть як похідну від виразу по x  з вра-

хуванням того, що y  − це функція від x . Як результат, вираз буде записано від-
носно y . 

ПРИКЛАДИ: 
1) для кола: 

6422  yx         





6422 yx    022  yyx    
y

x
y  ; 

2) для равлика Паскаля: 

    022222  yxxyx       0221222 22  yyxyyxxyx    

     012222  yyxyyxxyx    

       0122 2222  yyxxxyxxyxyy    

     122 2222  xxyxxyyxyxyy    


  
 

  
 1222

12

2

12
22

22

22

22









xyxy

xxyxx

yxyxy

xxyxx
y . 
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7.4. Обчислення похідної через логарифмування функції 

 
Для тих виразів, які містять множення, ділення, піднесення до степеня, зру-

чним прийомом є обчислення похідної через логарифмування. У цьому випадку 
спочатку вираз логарифмують, а потім диференціюють. 

ПРИКЛАД. Обчислити похідну функції 
 

xcosxsin

x
y

x 15 32 2
21 

 . 

Розв'язання 

    xcoslnxsinlnlnxxlnyln  211
5

3 22 ; 

 
xcos

xsin

xsin

xcos
lnx

x

x

y

y 






22
1

2

5

3
2

; 

  












xcos

xsin

xsin

xcos
lnx

x

x
yy

22
2

15

3
2

2
 

 
  







 










xcosxsin

xsinxcos
lnx

x

x

xcosxsin

x x

2
2

15

3
2

2

221 22

2

15 32 2

 

 
  

















xsin

xcos
lnx

x

x

xsin

x x

2

2
2

15

3

2

21
2

35 32 2

 

 
  

















xctglnx
x

x

xsin

x x

22
15

3

2

21
2

35 32 2

. 

У деяких випадках спосіб логарифмування є єдиним зручним способом (що 
б не уникнути помилок) побудови похідних. 

ПРИКЛАДИ: 

1) xxy  ,  xlnxyln  ,   1


xln
y

y
,     11  xlnxxlnyy x ; 

2)   xsin
xy 12  ,   12  xlnxsinyln ,    

1

2
1

2
2






x

xsinx
xlnxcos

y

y
, 

      




















1

2
11

1

2
1

2
22

2
2

x

xsinx
xlnxcosx

x

xsinx
xlnxcosyy

xsin
. 

 
7.5. Похідна параметрично заданої функції 

 
Def. Функція, змінні якої задані через допоміжну змінну, називається 

параметрично заданою: 

 
 







,txx

;tyy
     

 
 







,tx

;ty
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де  21 t,tt . 
ПРИКЛАДИ: 
1) для кола: 








,tsinRx

;tcosRy
 

де   20,t ; 
2) для равлика Паскаля: 








,tcostcosx

;tsintsintcosy
2  

де   20,t . 
 
Побудувати похідну параметрично заданої функції: 

 
 







.txx

,tyy
 

Для функції  txx   можна записати обернену функцію  xtt  . Тоді функ-
цію можна записати у вигляді 

    xtytyy  . 
Похідну цієї функції можна записати як похідну складеної функції: 

t

t

t
txtx x

y

x
ytyy








1

. 

Висновок: 

t

t
x x

y
y




 . 

ПРИКЛАДИ: 
1) для кола: 








,tsinRx

;tcosRy
 

 
 

 
;tgt

tcos

tsin

tcosR

tsinR

tsinR

tcosR
y

t

t
x 





  

2) для равлика Паскаля: 








,tcostcosx

;tsintsintcosy
2  

 
   

 
  tsintsin

tcostcos

tsintsintcos

tcostcostcostsintsin

tcostcos

tsintsintcos
y

t

t
x 













2

2

22
. 
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7.6. Похідні вищих порядків. Визначення похідної n-го порядку 
 
Припустимо функція  xf  має похідну  xf   в деякому інтервалі незалеж-

ної змінної x . Сама похідна є також деякою функцією аргументу x на цьому інте-
рвалі. Отже, можна говорити по відношенню до цієї функції про існування її по-
хідної. Назвемо f'(x) похідною першого порядку, (f'(x))' − похідною другого по-
рядку і т.д. 

Позначимо це так: f'(x), f''(x), f'''(x), f''''(x) ,…; fI(x), fII(x), fIII(x), fIV(x),…; f(1)(x), 
f(2)(x), f(3)(x), f(4)(x),… . 

Def. Похідною n-го порядку f(n)(x) називається похідна від похідної (n-1)-
го порядку f(n-1)(x): 

        xfxf 1nn . 
 

7.7. Формули для похідних n-го порядку деяких функцій 
 
1. y = x: 

y' = x-1; 
y'' = ( - 1)x-2; 
 . . . . . . 
y(n) = ( -1)( - 2). . .( - n +1)x-n. 

Слідство. Якщо  = m  N , тобто y = xm, то y(m) = m!. 
2. y =  ax: 

y' = ax ln a; 
y'' = ax(ln a)2; 
 . . . . . . 
y(n) = ax(ln a)n. 

Слідство. Для y = ex отримаємо  y(n) = ex. 
3.  xsiny  : 

  





 


2

xsinxcosy ; 

  





 


2

2xsinxsiny ; 

 . . . . . 

  





 


2

nxsiny n . 

Слідство: Для  xcosy   отримаємо   





 


2

nxcosy n . 
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7.8. Формула Лейбніца для похідної n-го порядку добутку двох функцій 
 
Розглянемо добуток двох функцій y = UV: 

y' = U'V + UV'; 
y'' = (U'V + UV')' = U''V + 2U'V' + UV''; 
y''' = U(3)V + 3U(2)V(1) + 3U(1)V(2) + UV(3). 

Легко помітити, що отриманий вираз нагадує біном Ньютона, де замість 
показника ступеня стоїть похідна, а самі функції можна розглядати як похідну 
нульового порядку f(0)=f. 

Формула для обчислення похідної n-го порядку добутку двох функцій нази-
вається формулою Лейбніца: 

      



n

i

iini
n

n VUCUV
0

1 , 

де Ci
n = 

)!n(!i

!n

1
, 

тобто                   nnnn
n

n
n

n
n

n
n

n VUC...VUCVUCVUCUV   222111000 . 

◄ Нехай       



n

i

iini
n

n VUAUV
0

1 . Припустимо, що xeU  ,  xeV  . 

Зліва              xnnxnxxn eeeeUV   . 
Справа 

              














 
n

i

xiini
n

n

i

xixini
n

n

i

ixinxi
n

n

i

iini
n eAeeAeeAVUA

000

1

0

1 . 

Отже, 

     


 
n

i

xiini
n

xn eAe
0

 

або 

  


 
n

i

iini
n

n A
0

. 

Але це біном Ньютона, який має вигляд 

  


 
n

i

iini
n

n C
0

. 

Отже, i
n

i
n CA  , тому 

      



n

i

iini
n

n VUCUV
0

1 .  ► 
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7.9. Похідна n-го порядку неявно заданої функції 
 
Похідна n-го порядку неявно заданої функції обчислюється за аналогією з 

першою похідною неявно заданої функції з урахуванням того, що y − залежна 
змінна, тобто y = y(x). 

ПРИКЛАД: 
x2 + y2 = r2 ; 

2x + 2yy’ = 0;    x + yy’ =0;     y’ = 
x

y
; 

x + yy' = 0;      1+y'2 + yy'' = 0; 

y'' = 
1 2y

y

'
= 

1
2

2

x

y

y
= 

x y

y

2 2

3 =
22

3y
; 

y''y3 = -22; 
y'''y3 + 3y2y''y' = 0; 

y'''=
3y y

y

' ' '
=   

3 22

3y y

x

y
( )( ) =

322

5

x

y
. 

 
7.10. Похідна параметрично заданої функції 

 

Нехай задана функція у вигляді 







).t(y

),t(x
 

Тоді   

y'(x) = 
y t

x t

' ( )

' ( )
= 

dy

dx
= 

d

dt
d

dt



  , 

y''(x) = 
d y

dx

d

dx

dy

dx

d

dt

dy

dx

dt

dx

d

dt

dy

dx
d

dt

2

2 




 





 







 . 

Отже, 

 

dt
d

)x(y
dt
d

)x(y



 . 

ПРИКЛАД: 








),tsin(by

);tcos(ax
 

)(
)sin(

)cos(

)(

)(
)( tctg

a

b

ta

tb

tx

ty
xy 




 ; 
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









),tcos(ax

);t(ctg
a

b
)x(y)t(Y

 

ta

b

tataa

b

tx

tY
xYxy 322 sin))sin((

1

)(sin

1

)(

)(
)()( 







 . 

 
7.11. Висновки 

 
Допоміжні властивості: 

1)   vCuCvCuC  2121 ; 4)     xuuzxuz  ; 

2)   vuuvuv  ; 5) 
x

y y
x




1
; 

3) 
2v

vuuv

v

u 








 ; 6) 

 
  t

t
xtx x

y
tyy

txx

tyy












. 

Нагадування:  
2


 xarccosxarcsin ,    

2


 arcctgxarctgx . 

Def. Явно задана функція - це функція, розв'язна відносно y , тобто фун-
кція, представлена у вигляді  xfy  . 

Def. Функція, нерозв'язна відносно y , називається неявно заданою. Поз-
начається так:   0y,xF . 

Похідну від неявно заданої функції беруть як похідну від виразу по x  з вра-
хуванням того, що y  − це функція від x . Як результат, вираз буде записано від-
носно y . 

Для тих виразів, які містять множення, ділення, піднесення до степеню, 
зручним прийомом є обчислення похідної через логарифмування. У цьому випадку 
спочатку вираз логарифмують, а потім диференціюють. 

Def. Функція, змінні якої задані через допоміжну змінну, називається па-
раметрично заданою: 

 
 







,txx

;tyy
     

 
 







,tx

;ty
 

де  21 t,tt . 
Похідна функції, заданої параметрично, має вигляд 

t

t
x x

y
y




 . 

Def. Похідною n-го порядку f(n)(x) називається похідна від похідної (n-1)-
го порядку f(n-1)(x): 

        xfxf nn 1 . 
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1.         nn
xn...x   121 . 

Слідство. Якщо  = m  N, тобто y = xm, то   
!mx

mm   . 

2.     nxnx alnaa    .  

Слідство. Для y = ex отримаємо    xnx ee  . 

3.    





 


2

nxsinxsin n ,     





 


2

nxcosxcos n . 

Формула для обчислення похідної n-го порядку добутку двох функцій нази-
вається формулою Лейбніца: 

      



n

i

iini
n

n VUCUV
0

1 , 

де Ci
n = 

)!n(!i

!n

1
. 

Похідна n-го порядку неявно заданої функції обчислюється за аналогією з 
першою похідною неявно заданої функції з урахуванням того, що y - залежна 
змінна, тобто y = y (x). 

Друга похідна параметрично заданої функції має вигляд 

 

dt
d

)x(y
dt
d

)x(y



 . 

 
 

7.12. Питання для перевірки 
 
1. Табличка похідних. Вибрати правильний запис: 

а)   
x

xctg
2cos

1
 ; б)   

x
xctg

2sin

1
 ; в)   

21

1

x
xctg


 . 

2. Табличка похідних. Вибрати правильний запис: 

а)   
21

1

x
xarcsin


 ; б)   

21

1

x
xarcsin


 ; в)   

21

1

x
xarcsin


 . 

3. Табличка похідних. Вибрати правильний запис: 

а)   
21

1

x
xarctg


 ; б)   

21

1

x
xarctg


 ; в)   

21

1

x
xarctg


 . 

4. . Табличка похідних. Вибрати правильний запис: 

а)   
x

xtg
2sin

1
 ; б)   

x
xtg

2cos

1
 ; в)   

21

1

x
xtg


 . 

5. Похідна параметрично заданої функції xy  дорівнює: 

а)  
 ty

tx



; б)  
 tx

ty



; в)    tytx  . 

6. Похідна неявно заданої функції: 
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а) похідну беруть від виразу зліва направо з урахуванням того, що y - залеж-
на змінна; б) функцію приводять до явного виду і для неї знаходять похідну; в) 
для функції, заданої в неявному вигляді, знайти похідну можна. 

8. Логарифмування при обчисленні похідної використовують в тому 
випадку, якщо вираз містить: 

а) експоненту; б) добуток, ділення, піднесення до степені; в) логарифмічні 
вирази. 

9. Формула Лейбніца: 

а)       



n

i

iini
n

n vuCvu
0

1 ; б)       



n

i

iini
n

n vuCuv
0

1 ; в) 
     cf

ab

afbf 



. 
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8. ДИФЕРЕНЦІАЛ ФУНКЦІЇ 
 

8.1. Визначення диференціалу 
 
Нехай функція  xf  визначена і має похідну в точці ox  і її околі: 

 xf
x

y
y lim

xx






 0

. 

З теореми про нескінченно малу величину слідує, що 

   xxf
x

y





, 

де   0 x . Приріст функції можна записати як суму двох складових: 
    xxxxfy  . 

Ці складові є нескінченно малими величинами при 0x , але перший до-
данок одного порядку малості з x : 

   xf
x

xxf
lim

x





 0

, 

а другий доданок - нескінченно мала величина вищого порядку малості, ніж x : 
    0

00






x

x

xx
limlim

xx

. 

Перший доданок називається головною частиною приросту функції y . 
Def. Диференціалом функції в точці називають головну частину її збі-

льшення, лінійну відносно x . 
Це позначається таким чином: 

  xxfdy  . 
Величину dy  називають диференціалом 1-го порядку. 
З визначення випливає, що диференціал - це функція. Розглянемо диферен-

ціал незалежної змінної, тобто коли xy  . В цьому випадку диференціал x  має 
вигляд 

  xxxxdx  1 . 
Слідство. Приріст x  незалежної змінної x  називають її диференціалом dx : 

dxx  , 
тому можна записати 

 dxxfdy  . 
Def. Диференціал функції - це добуток її похідної і диференціалу неза-

лежної змінної. 
Із запису диференціала слідує, що 

 
dx

dy
xf  , 

тобто похідну можна розглядати як відношення диференціалів. 
Якщо 
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dx

dy

x

y
lim

xx





 0

, 

то це означає, що при 0x : 
dx

dy

x

y





, а не при 0x : dyy   і 

dxx  .  
Із запису  

 dxxfdy   
можна зробити висновок, що диференціал - це функція двох незалежних змінних:  

x  і dx . 
Зауваження. Знаючи похідну, можна обчислити диференціал і, навпаки, 

знаючи диференціал, можна знайти похідну. 
 
 

8.2. Геометричний зміст диференціалу 
 
Оскільки    tgxf  (рисунок 8.1), приріст функції можна представити у 

вигляді 
  xxtgxy  . 

 

 
 

Рисунок 8.1 
 
Геометричний зміст диференціалу  диференціал функції  xfy   в точці 

x  дорівнює збільшенню ординати дотичної до графіка функції в точці, де вели-
чина x  отримала приріст x . 

Зауваження. Чим менше приріст x , тим менша різниця між dy  і y . 
 

8.3. Приклади розрахунку диференціалу 
 
1. Знайти диференціал функції  455  xcosxy . 

Розв’язання 

       455545 45 


 xsinxdxxcosxdxxfdy . 

Δy 
α(x)Δx 

α 
x x+Δx 
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2. Визначити диференціал функції xlnxy  43  при 1x  і 10,dx  . 
Розв’язання 

    
















 dx

xx

x
dxxlnxdxxfdy

1

42

3
4

3

2
3  

16710106711101
52

3
10

1

1

412

13
3

2

,,,,, 







 


















 . 

3. Розрахувати диференціал і приріст функції xxy  2  в точці 100 x , як-
що приріст аргументу 10,x  . Обчислити різницю цих значень. 

Розв’язання 

        911019101102122 ,,,xxxxxdxxfdy 


 ; 

           xxxxxxxfxxfy 22  

       911101010101010 22 ,,,  ; 

005240
911

010

911

91911
,

,

,

,

,,

y

dyy








 . 

 
8.4. Властивості диференціалів 

 
Основні властивості можна отримати, використовуючи зв’язок диференціа-

ла з похідною функції: 
1)   00  dxdxCCd ; 
2)   dgdfgfd  ; 
3)   CdfCfd  ; 
4)   fdggdffgd  ; 

◄        dxgffgdxfgfgd  fdggdfdxgfdxfg   ► 

5) 
2g

fdggdf

g

f
d











. 

 
8.5. Диференціал складної функції 

 
Th. Диференціал складної функції дорівнює добутку похідної цієї функ-

ції по проміжному аргументу і диференціалу цього проміжного аргументу. 
◄ Нехай  uyy   і  xuu  . Тоді xux uyy  . Знаходимо диференціал, якщо 

помножити вираз на dx : dxuydxy xux  , де dydxyx  , а dudxux  .  
Отже, duydy u .    ► 
Def. Незмінність форми при виконанні операцій називається інваріант-

ністю. 



101 
 

Висновок. Перший диференціал функції має властивість інваріантності, тоб-
то диференціал функції зберігає один і той же вираз незалежно від того, є її аргу-
мент незалежною змінною чи ні. 

 
8.6. Таблиця диференціалів 

 
1. 0dC . 

13.  
21 x

dx
xarcsind


 . 

2.   dxnxxd nn 1 . 14.  
21 x

dx
xarccosd


 . 

3. 
2

1

x

dx

x
d 






 . 15.  

21 x

dx
arctgxd


 . 

4.  
x

dx
xd

2
 . 16.  

21 x

dx
arcctgd


 . 

5.   dxeed xx  . 17.   dxchxshxd  . 

6.   dxalnaad xx  . 18.   dxshxchxd  . 

7.   dx
x

xlnd
1

 . 19.  
xch

dx
thxd

2
 . 

8.  
alnx

dx
xlogd a  . 20.  

xsh

dx
cthxd

2
 . 

9.   dxxcosxsind  . 
21.  

21 x

dx
arshxd


 . 

10.   dxxsinxcosd  . 
22.  

12 


x

dx
archxd . 

11.    dxxtg
xcos

dx
tgxd 2

2
1 . 23.  

21 x

dx
arthxd


 . 

12.    dxxctg
xsin

dx
ctgxd 2

2
1 . 24.  

21 x

dx
arcthxd


 . 

 
8.7. Додаток диференціала до наближених обчислень 

 
З визначення диференціалів можна записати 

dyy  . 
Ця форма і використовується для наближеного обчислення. В цьому випад-

ку 
   00 xyxxyy  , 

  xxydy  0 . 
Тоді  

      xxyxyxxy  000  
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або  
      xxyxyxxy  000 . 

ПРИКЛАДИ: 

1. Обчислити наближене значення m xx 0 . 

Розв’язання 

x
x

x

m
xxx

m
mm 

0

0
00

1
. 

2. Обчислити наближене значення 4 21, . 
Розв’язання  

0510501
4

20
120

1

1

4

1
1

20

1
20121

4
4044 ,,

,
,

,x

x
,, 




 . 

 
8.8. Визначення диференціалу вищого порядку 

 
Диференціал вищого порядку визначається за тією ж схемою, що і похідна 

вищого порядку. 
Def. Диференціалом n-го порядку називається диференціал від дифере-

нціала (n - 1)-го порядку: 
 yddd 1nn  . 

При обчисленні диференціалів вищих порядків важливо пам’ятати, що dx − 
це довільне і незалежне від x число, яке при диференціюванні по x слід розгляда-
ти як постійний множник. Якщо існує диференціал, можна записати 

        2222 dxydxdxydxyddydyd  , 

         33232223 dxydxdxydxydyddyd  , 
…………………………………………………… 

         nnnnnnnn dxydxdxydxydyddyd   1111 . 
Тоді 

  nnn dxyyd  . 
Зауваження: 
1. З отриманого виразу випливає, що 

 
n

n
n

dx

yd
y  . 

2. Під ndx  мається на увазі порядок диференціалу, тобто  

  nn dxdx  . 
Диференціал від степеню записується як 

  dxnxxd nn 1 . 
3. Кожен диференціал є нескінченно малою величиною вищого порядку, 

ніж диференціали всіх нижчих порядків, так як 
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 

 

 

  0
1

0

11

0

1

0













dx

y

y

dxy

dxy

)y(d

)y(d
n

n

x
nn

nn

x
n

n

x
limlimlim . 

Використовуючи залежність   nnn dxyyd  , можна записати і формулу Лей-
бніца для диференціалів: 

  



n

i

ini
n

n VUddCUVd
0

1 , 

де UUd 0 , d0n = n, d0V = V. 
Ця формула спочатку була отримана Лейбніцем для диференціала, а потім 

перетворена для похідної. 
 

8.9. Диференціал вищого порядку для складної функції 
 
Якщо є складна функція, тобто 

f = f(g); g = g(z), 
то для диференціала 1-го порядку виконується властивість інваріантності: 

df = f'(g)dg, 
де dg=g'(z)dz. 

Для диференціала 2-го порядку по z 
d2=d(f′(g)dg)=d(f’(g))dg+f’(g)d(dg)=f’’(g)dg2+f’(g)d2g, 

тобто властивість інваріантності відноситься тільки до диференціалу 1-го поряд-
ку складної функції. У разі диференціалів вищих порядків складної функції влас-
тивість інваріантності порушується. 

ПРИКЛАД: Побудувати диференціал 2-го порядку заданої функції y=x2. 
Розв’язання. 

Якщо x – незалежна змінна, то 
dy=2xdx; d2y=2dx2. 

Розглянемо випадок, коли x – залежна змінна. Нехай x=t2, тобто y=t4, тоді 
dy=4t3dt; d2y=12t2dt2. 

Якщо розглядпти y як нескладну функцію, то d2y=2dx2 і при x=t2 dx=2tdt    
d2y=2(2tdt)2=2t2dt2, що відрізняється від 12t2dt2. 

У разі диференціювання y як складної функції y=x2 і x=t2 маємо: 
- для диференціалу 1-го порядку  

d2y=d(dy)=d(2xdx); 
- для диференціалу 2-го порядку 

d2y=d(dy)=d(2xdx)=d(2x)dx+2xd(dx)=2dx2+2xd2x, 
де x=t2; dx=2tdt; d2x=2dt2. 

Таким чином, 
d2y=2dx2+2xdx2=2(2tdt)2+2t22dt2=8t2dt2+4t2dt2=12t2dt2. 
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8.10. Висновки 
 

Def. Диференціалом функції в точці називають головну частину її збі-
льшення, лінійну відносно x : 

  xxfdy  . 
Величину dy  називають диференціалом 1-го порядку. 
Диференціал – це функція.  
Слідство. Приріст x  незалежної змінної x  називають її диференціалом  

dx , тобто 
dxx  , 

тому можна записати 
 dxxfdy  . 

Def. Диференціал функції − це добуток похідної функції і диференціалу 
незалежної змінної. 

Із запису диференціалу слідує, що 

 
dx

dy
xf  , 

тобто похідну можна розглядати як відношення диференціалів. 
Диференціал  це функція двох незалежних змінних: x  и dx . 
Зауваження. Знаючи похідну, можна знайти диференціал і, навпаки, знаючи 

диференціал, можна визначити похідну. 
Геометричний зміст диференціала  диференціал функції  xfy   в точці 

x  дорівнює збільшенню ординати дотичної до графіка функції в точці, де вели-
чина x  отримала приріст x . 

Зауваження. Чим менше приріст x , тим менше різниця між dy  і y . 
Основні властивості можна отримати, використовуючи зв’язок диферен-

ціала з похідною функції: 
1)   00  dxdxCCd ; 
2)   dgdfgfd  ; 
3)   CdfCfd  ; 
4)   fdggdffgd  . 
Th. Диференціал складної функції дорівнює добутку похідної цієї функції 

по проміжному аргументу і диференціала цього проміжного аргументу. 
Для  uyy   і  xuu   маємо duydy u .   
Def. Незмінність форми при виконанні операцій називається інваріант-

ністю. 
Висновок. Перший диференціал функції має властивість інваріантності, 

тобто диференціал функції зберігає один і той же вираз незалежно від того, є її 
аргумент незалежної змінної чи ні. 

Додаток диференціалу до наближених обчислень: 
      xxyxyxxy  000 . 
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Def. Диференціалом n-го порядку називається диференціал від диферен-
ціала (n - 1) -го порядку: 

 yddd 1nn  . 
При обчисленні диференціалів вищих порядків важливо пам’ятати, що dx − 

це довільне і незалежне від x число, яке при диференціюванні по x слід розглядати 
як постійний множник. Якщо існує диференціал, можна записати 

dny = d(dn-1y) = d(y(n-1)dx(n-1)) = y(n)dxn. 

1. З отриманого виразу випливає, що y(n) = 
n

n

dx

yd
. 

2. Під dxn мається на увазі порядок диференціала, тобто (dx)n = dxn. 
3. Кожен диференціал є нескінченно малою величиною вищого порядку, ніж 

диференціали всіх нижчих порядків. 
Формула Лейбніца для диференціалів має вигляд 

  



n

i

ini
n

n VUddCUVd
0

1 , 

де  UUd 0 , d0n = n, d0V = V. 
Якщо є складна функція, тобто  

f = f(g); g = g(z), 
то для диференціала 1-го порядку виконується властивість інваріантності: 

df = f'(g)dg де dg=g'(z)dz. 
Для диференціала 2-го порядку по z 

d2z=d(f′(g)dg)=d(f’(g))dg+f’(g)d(dg)=f’’(g)dg2+f’(g)d2g, 
тобто властивість інваріантності відноситься тільки до диференціалу 1-го по-
рядку складної функції. У разі диференціалів вищих порядків складної функції вла-
стивість інваріантності порушується. 

 
8.11. Питання для перевірки 

 
1. Диференціал функції - це: 
а) приріст функції; б) головна лінійна частина приросту функції; в) похідна 

функції. 
2. Диференціал функції - це: 
а) її похідна; б) добуток похідної функції на функцію; в) добуток її похідної 

на диференціал незалежної змінної. 
3. Диференціал функції записується в наступному вигляді: 
а)   xxfdy  ; б)  xfdy  ; в)    xfxfdy  . 
4. Диференціал x  (незалежної змінної), коли xy  , має вид: 
а)  xfdx  ; б) xdx  ; в) dydx  . 
5. Властивості диференціала функції: 
а)   dfdggfd  ; б)   dgdfgfd  ; в)   fdggdfgfd  . 
6. Властивості диференціала функції: 
а)   dfdgfgd  ; б)    fgfgd  ; в)   fdggdffgd  . 
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7. Властивості диференціала функції: 

а) 
2g

fdggdf

g

f
d











; б)  

dg

df

g

f
d 








; в) 

2g

fdggdf

g

f
d











. 

8. Похідна функції може бути записана через диференціали в вигляді: 

а)  
dy

dx
xf  ; б)    dydxxf  ; в)  

dx

dy
xf  . 

9. Із запису  dxxfdy   можна зробити висновок, що диференціал - це 
функція: 

а) незалежної змінної x ; б) незалежної змінної dx ; в) незалежних змінних 
x  і dx . 

10. Геометричний зміст диференціала - це: 
а) приріст абсциси дотичної до графіка функції в точці, де величина y  

отримала приріст y ; б) приріст ординати дотичної до графіка функції в точці, де 
величина x  отримала приріст x ; в) тангенс кута нахилу дотичної в заданій точ-
ці. 

11. Диференціал складної функції дорівнює: 
а) добутку функції і диференціала проміжного аргументу; б) добутку похід-

ної цієї функції і її аргументу; в) добутку похідною цієї функції по проміжному 
аргументу і диференціалу цього проміжного аргументу. 

12. Незмінність форми при виконанні операцій називається: 
а) стабільністю; б) незмінністю функції; в) інваріантністю. 
13. Чи володіє перший диференціал функції властивістю інваріантнос-

ті: 
а) так; б) ні; в) при певних умовах - так? 
14. Для наближеного обчислення диференціалів можна використовува-

ти запис: 
а) dyy  ; б)  dydxy  ; в) dyyy  . 
15. Диференціал n-го порядку - це: 
а) похідна від диференціалу n-го порядку; б) диференціал від диференціала 

n-го порядку; в) диференціал від диференціала (n - 1) -го порядку. 
16. Формула Лейбніца для диференціалів має вигляд: 

а)   



n

i

ini
n

n VUddCUVd
1

1 ; б)    



n

i

iii
n

n VUddCUVd
0

;  

в)   



n

i

iini
n

n VUddCUVd
0

. 

17. Для складної функції властивість інваріантності відноситься: 
а) до диференціалу 2-го порядку; б) до диференціалу 1-го порядку; 

в) до диференціалу будь-якого порядку. 
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9. ОСНОВНІ ТЕОРЕМИ ПРО ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ ФУНКЦІЇ 

 
9.1. Теорема Ролля 

 
Мішель Ролле (1652-1719) - французький математик. 
Th. Якщо на відрізку b,a  функція  xf  визначена і при цьому безпе-

рервна і диференційована, а на кордонах інтервалу    bfaf  , То між a  і b  
існує точка c , Така, що   0 cf . 

Геометричний сенс теореми представлений на рисунку 9.1. 

 
9.2. теорема Лагранжа 

 
Жозеф Луї Лагранж (1736-1813) - французький математик і механік. 
Th. Якщо на відрізку b,a  функція  xf  визначена і при цьому безпе-

рервна і диференційована, тоді існує така точка c  з відрізка  b,a , Що спра-
ведлива формула 

     cf
ab

afbf 



. 

◄ Розглянемо функцію     kxxfxF  , Яка задовольняє умовам безперер-
вності і диференційованої. підберемо коефіцієнт k  так щоб    bFaF  : 

    kbbfkaaf  . 
З цього співвідношення випливає, що 

   
ab

afbf
k




 . 

Оскільки на кордонах інтервалу функція  xF  приймає рівні значення, то 
відповідно до теореми Ролля існує така точка c , похідна функції  cF  в якій дорі-
внює нулю. При цьому 

    kxfxF  , 
де      0 kcfcF . або   kcf  . отже, 

a b 

Рисунок 9.1 

c c c 

y 

x 
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     
ab

afbf
cf




 . ► 

Геометричний сенс теореми Лагранжа полягає в тому, що якщо для гладкої 
кривої провести хорду, то знайдеться на інтервалі хорди така точка c , В якій до-
тична паралельна хорді (рисунок 9.2). 

 

Зауваження: 
1. Рівність 

      abcfafbf   
називається формулою Лагранжа. 

2. Оскільки  bca  , Можна записати  abac  , де  10, . Тоді 

       ababafafbf  . 
Це 2-а формула Лагранжа. 
3. Якщо xa   і xxb  , То можна записати 3-ю формулу Лагранжа: 

    xxxffxxxf  . 
 

9.3. Теорема Коші 
 
Огюстен Луї Коші (1789-1857) - французький математик. 
Th. Якщо функції  xf  і  xg  безперервні і мають похідні на відрізку 

 b,a  і   0 xg , То існує така точка c  з відрізка  b,a , Що справедлива фор-
мула 

   
   

 
 cg

cf

agbg

afbf







. 

◄ Розглянемо функцію      xkgxfxF  . підберемо коефіцієнтk  так щоб 
   bFaF  : 

       bkgbfakgaf  . 

(b,f(b)) 

(a,f(a)) 

a 
c

bb-a

f(b)-f(a)

Рисунок 9.2 
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З цього співвідношення випливає, що 

   
   agbg

afbf
k




 . 

Оскільки функція  xF  на кордонах інтервалу приймає рівні значення, то 
відповідно до теореми Ролля існує така точка c , похідна функції  cF  в якій дорі-
внює нулю. При цьому 

     xgkxfxF  , 

де        0 cgkcfcF . або
 
 cg

cf
k




 . отже, 

   
   

 
 cg

cf

agbg

afbf







. ► 

Геометричний сенс теореми Коші такий же, що і теореми Лагранжа, тільки 
для параметрично заданої кривої (рисунок 9.3). 

 
9.4. Правило Лопіталя 

 
Гійом Франсуа Лопіталь (1661-1704) - французький математик. 
Крім розглянутих способів визначення границі функції дуже зручним є пра-

вило Лопіталя. 
Def. Будемо говорити, що відношення двох функцій 

 
 xg

xf
 

при ax   є невизначеність виду 
0

0
, якщо     0


xglimxflim

axax
. 

Розкрити цю невизначеність - означає обчислити межа виду 

(g(b),f(b)) 

(g(a),f(a)) 

g(a) 

c

g(b)g(b)-g(a)

f(b)-f(a)

Рисунок 9.3 

g(x)

f(x)
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 
 xg

xf
lim

ax
, 

якщо він існує, або встановити, що він не існує. 
Th. (Правило Лопіталя). Нехай функції  xf  і  xg  визначені і мають по-

хідні в деякому окілку точки a  за винятком, можливо, самої точки a . нехай 
далі     0


xglimxflim

axax
 і   0 xg  у зазначеному окілку точки a . Тоді, як-

що існує границя відносини похідних 

 
 xg

xf
lim

ax 



 

(Кінцева або нескінченна), то існує і границя 

 
 xg

xf
lim

ax
, 

причому 

 
 

 
 xg

xf
lim

xg

xf
lim

axax 





. 

◄По умові теореми  

    0


aflimxflim
axax

,     0


aglimxglim
axax

 і 
 
  A
xg

xf
lim

ax






. 

Розглянемо інтервал  a,x . На цьому інтервалі існує така точкаc , тобто 

 a,xc , для якої 
   
   

 
 cg

cf

agxg

afxf







 або 
 
 

 
 xg

xf

cg

cf





. 

Тоді 
 
 

 
 cg

cf
lim

xg

xf
lim

axax 





. 

Оскільки при ax   ac  , То вираз 
 
 cg

cf



 можна записати у вигляді 
 
 xg

xf



. 

Отже, отримаємо
 
 

 
 xg

xf
lim

xg

xf
lim

axax 





. ► 

Зауваження: 
1. Якщо похідні функцій  xf   і  xg   задовольняють тим же вимогам, що і 

самі функції, то до них можна застосовувати і правило Лопіталя: 

 
 

 
 

 
 xg

xf
lim

xg

xf
lim

xg

xf
lim

axaxax 







 0

0

0

0
. 

2. Теорема залишається вірною і в разі, коли x  і x . 
◄ Нехай   0


xflim

x
 і   0


xglim

x
, тоді 
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 
  




















































2

2

00 11

11

1

1

0

1

tt
g

tt
f

lim

t
g

t
f

lim
t

t
x

xg

xf
lim

ttx
 

 
 xg

xf
lim

t
g

t
f

lim
xt 





















 1

1

0
. ► 

3. Теорема справедлива і для невизначеності виду 



, тобто, якщо 

    


,,xglimxflim
axax

 і 
 
 xg

xf
lim

ax 





, то 
 
 

 
 xg

xf
lim

xg

xf
lim

axax 





. 

ПРИКЛАДИ: 

1. 
 

  2

1

20

0

2

11

0

01
002020














x

x

x

x

x

x

x

x

e
lim

x

e
lim

x

xe
lim

x

xe
lim . 

2. 

 

0
1

1

1

0









 nxnxn

n
x nx

lim
nx

xlim
x

xln
lim . 

Висновок. З прикладу випливає, що xln  прагнути до   повільніше, ніж nx : 

xln  « nx . 

3. 

 

0
1

0
















 xxx

n

xx

n

n
x e

!n
lim...

e

nx
lim

e

x
lim . 

Висновок. З прикладу випливає, що nx  прагне до   повільніше, ніж xe : 
xn « ex

. 
З цих двох висновків можна записати 

xln « nx « xe . 
Зауваження. 
Якщо відношення функцій має границю, а відношення їх похідних не праг-

не ні до якої границі, то 

.
x

xsin
lim

x

xsinx
lim

xx
11 






 




 

Разом з цим 

1

1 xcos
lim

x

xsinx
lim

xx











. 
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Оскільки  11  xcos , то границя 
1

1 xcos
lim

x




 не визначена. Її значення 

коливається між 0 і 2. 
Додаток. За допомогою правила Лопіталя часто вдається визначити грани-

цю функції і в таких випадках невизначеності: 

1) 0  - вираз перетворюється до випадку 
0

0
 або 




; 

2)   - вираз перетворюється до випадку 
0

0
 або 




; 

3) 1  - розглядається границя функції, записаної через експоненту; 

4) 0  - розглядається границя функції, записаної через експоненту; 

5) 00  - розглядається границя функції, записаної через експоненту. 
 
ПРИКЛАДИ: 
1. Нехай   0


xflim

ax
 і   


xglim

ax
. для випадку    xgxf  можна записа-

ти      

 xg

xf
xgxf

1
 . 

1.1.  xlim

x

xlim

x

xln
limxlnxlim

xxxx









 0

2
000 1

1

1
0 . 

1.2.   













 0

0

4

2

4

1
2

0
4

2
222 x

ctg

x
lim

x
tg

x
lim

x
tgxlim

xxx
 














4

4
4

1
1

2

0

x
cos

lim
x

. 

 
2. Нехай   


xflim

ax
 і   


xglim

ax
. для випадку    xgxf    можна запи-

сати    

   

   

   
0

0

00

00
11

11

1
1

1
1










xgxf

xfxg

xgxf

xgxf . 

Можуть бути і більш прості випадки. 
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2.1.   










 

  0

0

1

11

1 11 xlnx

xxlnx
lim

xlnx

x
lim

xx
 

2

1

11

1

0

0

11
11

111
















 xln

xln
lim

xxlnx

xlnx
lim

x

x
xln

xln
lim

xxx
. 

3. Нехай   1


xflim
ax

 і   


xglim
ax

. для випадку     xg

ax
xflim


  можна за-

писати         xflnxg

ax

xg

ax
elimxflim






 1 . Після перетворення розглядають 

    0


xflnxglim
ax

. 

3.1. 











0
1

1
1

1
1

1

1
1

1

1
xln

x
lim,elimxlim
x

xln
x

x
x

x
 

  1
1

1

0

0

1 11








 x
lim

x

xln
lim

xx
. отже, 

e
eeelimxlim

xln
x

limxln
x

x
x

x
x 111

1

1

1

1
1

1

1
1  





 . 

3.2.  
 xcosln

x
xx

elimxcoslim
x

2
1

00

22
1

12





 ,  

   
2

22

22

0

02
02

1
02020





 xxcos

xsin
lim

x

xcosln
limxcosln

x
lim

xxx
. 

Отже,  
   

2
2

2
2

1

00

1
2

2022
1

e
eeelimxcoslim x

xcosln
limxcosln

x
xx

xx
 


 . 

3.3. 
















 x

lntgx

x

tgx

x
elim

x
lim

1

0

0

0

1
,  

































xsin
x

lim
ctgx

xln
lim

ctgx
x

ln
lim

x
lntgxlim

xxxx

2

0000 1

1

0

1

0
1

 

.
x

xsin
lim
x

0
2

0



  

Отже, 
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.eeelim
x

lim x
lntgxlim

x
lntgx

x

tgx

x

x 1
1 0

11

00

0 





 

















  

 
9.5. Висновки 

 
Th. Якщо на відрізку  b,a  функція  xf  визначена і при цьому безперер-

вна і диференційована, а на кордонах інтервалу    bfaf  , То між a  і b  існує 
точка c , така, що   0 cf . 

Геометричний сенс теореми полягає в тому, що якщо на кордонах інтерва-
лу значення неперервної функції рівні, то знайдеться така точка інтервалу, в 
якій дотична паралельна осі абсцис. 

Th. (Лагранжа). Якщо на відрізку  b,a  функція  xf  визначена і при 

цьому безперервна і диференційована, тоді існує така точка c  з відрізка  b,a , 
Що справедлива формула 

     cf
ab

afbf 



. 

Геометричний сенс теореми Лагранжа полягає в тому, що якщо для гладкої 
кривої провести хорду, то знайдеться на інтервалі хорди така точка c , В якій 
дотична паралельна хорді. 

зауваження: 
1. 1-я формула Лагранжа: 

      abcfafbf  . 
2. 2-я формула Лагранжа: 

       ababafafbf  , 
де  abac   і  10, . 

3. 3-тя формула Лагранжа: 

    xxxffxxxf  , 
де ax   і bxx  . 

Th. (Коші). Якщо функції  xf  і  xg  безперервні і мають похідні на від-

різку  b,a  і   0 xg , То існує така точка c  з відрізка  b,a , Що справедлива 
формула 

   
   

 
 cg

cf

agbg

afbf







. 

Геометричний сенс теореми Коші такий же, що і теореми Лагранжа, 
тільки для параметрично заданої кривої. 

Def. Будемо говорити, що відношення двох функцій 

 
 xg

xf
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при ax   є невизначеність виду 
0

0
, якщо     0


xglimxflim

axax
. 

Розкрити цю невизначеність - означає обчислити межа виду 

lim
x→ a

f (x )
g (x ) , 

якщо він існує, або встановити, що він не існує. 
Th. (Правило Лопіталя). нехай функції  xf  і  xg  визначені і мають по-

хідні в деякому околі точки a  за винятком, можливо, самої точки a . Нехай 
далі     0


xglimxflim

axax
 і   0 xg  у зазначеній границі точки a . Тоді, якщо 

існує межа відносини похідних 

 
 xg

xf
lim

ax 



 

(Кінцевий або нескінченний), то існує і межа 

 
 xg

xf
lim

ax
, 

причому 

 
 

 
 xg

xf
lim

xg

xf
lim

axax 





. 

Зауваження: 
1. Якщо похідні функцій  xf   і  xg   задовольняють тим же вимогам, що і 

самі функції, то до них можна застосовувати і правило Лопіталя: 

 
 

 
 

 
 xg

xf
lim

xg

xf
lim

xg

xf
lim

axaxax 







 0

0

0

0
. 

2. Теорема залишається вірною і в разі, коли x  і x . 

3. Теорема справедлива і для невизначеності виду 



, тобто, якщо 

    


,,xglimxflim
axax

 і 
 
 xg

xf
lim

ax 





, то 
 
 

 
 xg

xf
lim

xg

xf
lim

axax 





. 

Для функцій xln , nx , xe  при x  можна записати 

xln « nx « xe . 
За допомогою правила Лопіталя часто вдається визначити межі функції і 

в таких випадках: 

1) 0  - вираз перетворюється до випадку 
0

0
 або 




; 

2)   - вираз перетворюється до випадку 
0

0
 або 




; 

3) 1  - розглядається границя функції, записаної через експоненту; 

4) 0  - розглядається границя функції, записаної через експоненту; 
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5) 00  - розглядається границя функції, записаної через експоненту. 
ПРИКЛАДИ: 
1. Нехай   0


xflim

ax
 і   


xglim

ax
. Для випадку    xgxf  можна запи-

сати      

 xg

xf
xgxf

1
 . 

2. Нехай   


xflim
ax

 і   


xglim
ax

. для випадку    xgxf    можна запи-

сати    

   

   

   
0

0

00

00
11

11

1
1

1
1










xgxf

xfxg

xgxf

xgxf . 

3. Нехай   1


xflim
ax

 і   


xglim
ax

. для випадку     xg

ax
xflim


  можна за-

писати         xflnxg

ax

xg

ax
elimxflim






 1 . Після перетворення розглядають 

    0


xflnxglim
ax

. 

 
9.6. Питання для перевірки 

 
1. Теорема Ролля. Якщо функція на інтервалі неперервна і диференці-

йована: 
а) і на границях інтервалу її значення рівні, то на цьому інтервалі знайдеть-

ся точка, похідна функції в якій дорівнює нулю; б) і на границях інтервалу її зна-
чення різних знаків, то на цьому інтервалі знайдеться точка, похідна функції в 
якій дорівнює нулю; в) то на цьому інтервалі знайдеться точка, похідна функції в 
якій дорівнює нулю. 

2. Теорема Лагранжа. якщо функція  на інтервалі  неперервна і 
диференційована, то: 

а) знайдеться точка   b,ac , Така, що        abcfafbf  ;  
б) знайдеться точка  b,ac , Така, що       abcfafbf  ; в) знайдеться то-
чка  b,ac , Така, що     abcfbf  . 

3. Теорема Лагранжа. якщо функція  на інтервалі  неперервна і 
диференційована, то: 

а) знайдеться точка  b,ac , Така, що 
f (b)− f (a)

b−a
= f (c ) ; б) знайдеться точка 

 b,ac , Така, що 
f (b)− f (a)

b−a
= f ' (c ); в) знайдеться точка  b,ac , Така, що 

     cf
afbf

ab 



. 

 xf  ba,

 xf  ba,
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4. Геометричний сенс теореми Лагранжа: якщо функція на інтервалі 
неперервна, то на цьому інтервалі знайдеться точка, дотична в якій: 

а) паралельна осі Ox; б) паралельна осі Oy; в) паралельна хорді цього інтер-
валу. 

5. Якщо bca   і  abac  , де  10, , то формулу Лагранжа мо-

жна записати у вигляді: 
а)        ababafafbf  ;  
б)        ababafafbf  ;  
в)         ababafafabaf  . 
 6. Якщо  10, , То формулу Лагранжа можна записати у вигляді: 

а)     xxxffxxxf  ; б)     xxxffxxxf  ;  
в)     xxxffxxxf  . 

7. Теорема Коші. якщо функції  і  на інтервалі  безперервні 
і мають похідні, то: 

а) знайдеться точка  b,ac , Така, що 
   
   

 
 cg

cf

agbg

afbf





; б) знайдеться то-

чка  b,ac , Така, що 
   
   

 
 cg

cf

agbg

afbf







; в) знайдеться точка  b,ac , Така, що 

   
   

 
 cg

cf

agbg

afbf







. 

8. Геометричний сенс теореми Коші: 
а) такий же, що і теореми Ролля, тільки для параметрично заданої кривої; б) 

такий же, що і теореми Лагранжа, тільки для параметрично заданої кривої; в) та-
кий же, що і теореми Лагранжа. 

9. Ставлення двох функцій 
 
 xg

xf
 при ax  , якщо   


xflim

ax
 

  0


xglim
ax

, називають: 

а) визначеністю виду 
0

0
; б) невизначеністю виду 

0

0
; в) нульовим ставлен-

ням. 

10. Правило Лопіталя. якщо 
 
  0

0


 xg

xf
lim

ax
: 

а) і при цьому 
 
 xg

xf
lim

ax 





, то 
 
 

 
 xg

xf
lim

xg

xf
lim

axax 





; б) то 
 
   xg

xf
lim

ax
 

 
 xg

xf
lim

ax 





; в) то 
 
 

 
 xg

xf
lim

xg

xf
lim

axax 





. 

11. Чи можна використовувати правило Лопіталя при розкритті неви-

значеності виду : 

 xf  xg  ba,


0
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а) так, після відповідних перетворень; б) так; в) немає? 
12. Чи можна використовувати правило Лопіталя при розкритті неви-

значеності виду : 
а) так; б) немає; в) так, після відповідних перетворень? 
13. Чи можна використовувати правило Лопіталя при розкритті неви-

значеності виду : 

а) так, після відповідних перетворень; б) немає; в) так? 

14. Правило Лопіталя. якщо 
 
  




 xg

xf
lim

ax
: 

а) і при цьому 
 
 xg

xf
lim

ax 





, то 
 
 

 
 xg

xf
lim

xg

xf
lim

axax 





; б) то 
 
   xg

xf
lim

ax
 

 
 xg

xf
lim

ax 





; в) то 
 
 

 
 xg

xf
lim

xg

xf
lim

axax 





. 

15. Чи можна використовувати правило Лопіталя при розкритті неви-
значеності виду 1 : 

a) ні; б) так; в) так, за певних перетвореннях? 

  



0


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10. Формула Тейлора 
 

10.1. Формула Тейлора для многочлена 
 
Нехай заданий многочлен ступеня n: 

  n
nn xa...xaxaxaxaaxP  4

4
3

3
2

210 . 
Про диференціюємо цей многочлен n раз: 

    13
4

2
321

1 432  n
nn xna...xaxaxaaxP , 

      22
4

1
32

2 134232  n
nn xann...xaxaaxP , 

       3
43

3 2123423  n
nn xannn...xaaxP , 

... 
       nn
n

n a!na...nnnxP  121 . 
Нехай 0x . Значення многочлена і його похідні в цій точці рівні: 

  0axPn  ,      1
1 0 aPn  ,      2

2 20 aPn  ,      3
3 230 aPn  , …,     n

n
n a!nP 0 . 

З цих залежностей випливає, що 

 00 nPa  ,     01
1 nPa    ,

   
!

P
a n

2

02

2  ,  
   

!

P
a n

3

03

3  , …,  
   

!n

P
a

n
n

n

0
 . 

Підставивши ці значення у вираз многочлена, одержимо 

       
                n
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P
xPPxP
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0
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4
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3
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2
1  . 

Це можна записати через стилізований знак суми: 

 
   





n

i

i
i

n
n x

!i

P
xP

0

0
, 

де       00
nn PxP  . 

Це перша формула Тейлора для многочлена. Її ще називають формулою Ма-
клорена для многочлена. 

 
10.2. Друга формула Тейлора для многочлена 

 
нехай xxx  0 , тоді можна записати 

     xQxxPxP  0 , 
де 

  n
n xA...xAxAAxQ  2

210 . 
У цьому виразі 

   00 0 xPQA  , 
   

!

xP

!

Q
A

11

0 0
1





 , 

   
!

xP

!

Q
A

22

0 0
2





 , 
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… 
     

!n

xP

!n

Q
A

nn

n
00

 . 

Тому отримаємо 

        
   

    


 n
n

xx
!n

xP
...xx

!

xP
xx

!

xP
xPxxPxP 0
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0

0
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0
0

00 21
    




n

i

i
i

xx
!i

xP

0
0

0 . 

Це 2-а формула Тейлора. 
 

10.3. Формула Тейлора для функції 
 
Th. (Тейлора). нехай функція  xf  в точці 0x  і її околиці має похідну 

порядку 1n  (Тобто функція  xf  і її похідні до порядку n  безперервні і ма-
ють похідні). Нехай x  - будь-яке значення аргументу з вказаною околиці 
 0xx  . Тоді між точками 0x  і x  знайдеться точка  , така, що можна записа-
ти 

   
   

    ...xx
!

xf
xx

!

xf
xfxf  2

0
0

2

0
0

1

0 21
 

     xRxx
!n

xf
... n

n
n

10
0

 , 

де  
  
    1

0

1

1 1




 



 n

n

n xx
!n

f
xR . 

Отже, 

 
   

  
    1

0

1

0
0
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1










  n
nn

i

i
i

xx
!n

f
xx

!i

xf
xf . 

◄ Для доведення введемо позначення: 

 
   




n

i

i
i

xx
!i

xf
x,xP

0
0

0
0 . 

оскільки  
  
    1

0

1

1 1




 



 n

n

n xx
!n

f
xR , можна записати 

     xRx,xPxf n 10  . 
Теорема буде доведена, якщо покажемо, що 

 
  
    1

0

1

1 1




 



 n

n

n xx
!n

f
xR , 

де  0x,x . 
Введемо проміжну величину t  на відрізку  0x,x  і допоміжну функцію 
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         
  1

0

1
1











n
n

n

xx

xRtx
t,xPxftF . 

Ця функція в точці 0xt   дорівнює 

         
  1

0

1
1

0
00 









n
n

n

xx

xRxx
x,xPxfxF . 

при xt   

         
 

0
1
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1
1












n
n

n

xx

xRxx
x,xPxfxF . 

Оскільки 

   
   

   
   n
n

tx
!n

tf
...tx

!

tf
tx

!

tf
tft,xP  2

21

21
, 

то  
     xRx,xPxf n 1 . 

Отже, для функції  tF  виконується умова теореми Ролля: функція непере-
рвна і диференційована на відрізку  0x,x  і    xFxF 0 . 

З теореми Ролля слід, що F' (ξ )= 0 , де  0x,x . При цьому 

          
  1

0
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








n
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xx

xR
txt,xPxftF , 

   
   

   
    













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tf
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   
   

      
     tx
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   
   
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    
  1
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




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   
      

   
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    
  1

0

11









n
n

n

xx

xRtxn
, 

 
        

  1
0

1
1 1











n
n

n
n

n

xx

xRtxn
tx

!n

tf
tF . 

Отже, знайдеться така точка t  на відрізку  0x,x , для якої   0F , Тоб-
то 

        
  1

0

1
1 1
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

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



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f
, 

звідки 

 
     

  n
n

n
n

n
xn

xx
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f
xR












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1
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1

1     
  
    1
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1

1 1




 



 n

n

n xx
!n

f
xR .  

 
10.4. Залишковий член формули Тейлора у формі Лагранжа 

 
Вираз 

 
  
    1

0

1

1 1




 



 n

n

n xx
!n

f
xR  

називається залишковим членом формули Тейлора у формі Лагранжа. Цей вираз 
можна записати і в іншому вигляді. 

Оскільки  0x,x , Можна записати  00 xxx  , де  10, , і тоді 

 
    

    1
0

00
1

1 1




 



 n

n

n xx
!n

xxxf
xR . 

Отримана запис називається залишковим членом формули Тейлора у формі 
Коші. Існує також запис залишкового члена в формі Пеано. 

 
10.5. Запис залишкового члена у формі Пеано 

 
Нехай xxx  0 . Тоді xxx  0 , і формулу Тейлора можна записати у ви-

гляді 

 
    

  
    1

00
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0
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0
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
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  n
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f
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або 

 
     

 
1

1

0

0
0 1










  n
nn
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i
i

x
!n

f
x

!i
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xxf . 

Покажемо, що якщо функція   xf n 1  обмежена в окілку точки 0x , тобто 
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   Mxf n 1 , 

то залишковий член  xRn 1  є нескінченно малою величиною вищого порядку, 

ніж nx  при  0xx  . дійсно, 

    
 

  
  0

11 0

1

0

11
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



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
 
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
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xMlimx
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f
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x!n

xf
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x

xR
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x

n

xn

nn

xn
n

x
. 

Те, що  xRn 1  - нескінченно мала величина вищого порядку, ніж nx , мо-
жна записати так: 

 n
n xR  01 . 

Тоді запис  

 
     n

n

i

i
i

xxx
!i

xf
xf  


0

0
0

0  

називається формулою Тейлора із залишковим членом у формі Пеано. 
Зауваження. За формулою Тейлора дуже зручно будувати розкладання при

00 x . Тоді формула Тейлора набуває вигляду 

 
    n

n

i

i
i

xx
!i

f
xf 0

0

0

 


 

або 

      
       nn

n
xx

!n

f
...x

!

f
xffxf 0

0

2

0
00 2

2
1  . 

Це формула Маклорена. Отже, формула Тейлора щодо нуля називається фо-
рмулою Маклорена. 
 

10.6. Приклади використання формули Маклорена 
для елементарних функцій 

 

1. xe)x(f  , 10 )(f .  Знаходимо похідні цієї функції для 0x : 
  xe)x(f 1 ,   101 )(f , 
  xe)x(f 2 ,   102 )(f , 

… 
  xn e)x(f  ,   10 )(f n . 

Тоді 

      
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 nnx xx
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11 2  , 
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 n
n

x x
!n

x
...

!

x

!

x
xe 0

32
1

32
 . 

Похибка цієї формули можна оцінити за залишковим члену 

 
  
 

1
1

1 1




 


 n
n

n x
!n

f
xR . 

При x , де  10, , Можна записати    xn exf  1 . Отже, 

   !n

xe
xR

nx

n 1

1

1 




 . При фіксації x має місце нерівність xx ee  1 . 

Похибку можна оцінити величиною 

   !n

xe
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



 , 

де   13211

1








n

x
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xxx

!n

xn
. 

Для x завжди можна вказати таке число N , що Nx  . В цьому випадку мо-

жна ввести  10,q  так що 

q
N

x
 , 1q . 

Тоді N  може приймати значення ,...N,N,N,N,...,,, 211321   . 
можна записати 
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 , 

отже, має місце нерівність виду 
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де кількість множників 
1321 


N

x
...

xxx
 є 1N , а наступних множників q  −  

  21111  NnNnNn . Таким чином, 
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В цьому випадку при n  
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x
lim

!n

x
lim . 

Висновок. З ростомn  похибка розкладання xe   прямує до нуля. Отже, xe  
можна записати у вигляді многочлена з будь-якою точністю. 
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2. xsin)x(f  ,   00 )(f . Знаходимо похідні цієї функції для 0x : 

  





 


2

1 xsin)x(f ,   101 )(f ; 

  





 


2

22 xsin)x(f ,   002 )(f ; 

  





 


2

33 xsin)x(f ,   103 )(f ; 

  





 


2

44 xsin)x(f ,   004 )(f ; 

  





 


2

55 xsin)x(f ,   105 )(f ; 

  





 


2

66 xsin)x(f ,   006 )(f ; 

… 

  





 


2

nxsin)x(f n ,   





 


2

0 nsin)(f n . 

Тоді 

      
       nn

n
xx

!n

f
...x

!

f
xffxsinxf 0

0

2

0
00 2

2
1  , 

   nn xx
!n

nsin
...x

!
x

!
x

!
x

!
xxsin 0

2
5

1

4

0

3

1

2

0
10 5432 







 




 , 

 nn xx
!n

nsin
...x

!
x

!
x

!
x

!
xxsin 0

2
9

1

7

1

5

1

3

1 9753 






 


 . 

Це можна записати і в такому вигляді: 

     xR
!k

x
...

!

x

!

x

!

x

!

x
xxsin k

k
k

2

12
1

9753

12
1

9753






 ; 

     xR
!i

x
xsin k

k

i

i
i

2
1

12
1

12
1 







 . 

Оцінку похибки ряду Тейлора можна представити в наступному вигляді: 

   
k

k x
!k

ksin
xR 2

2 2
2

2 





 



 , але 1
2

2 





 


ksin . 

отже, 

   !k

x
xR

k

k 2

2

2  . 
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Для  m,mx        0
2

2

2 
!k

m
xR

k

k  при n , тобто похибка цього ро-

зкладання    !k

m
xR

k

k 2

2

2  . 

3. xcos)x(f  . Побудувати розкладання можна через похідну xsin : 

     k
k

k x
!k

x
...

!

x

!

x

!

x

!

x
xxsin 2

12
1

9753

0
12

1
9753







 . 

тоді 

   
   k

k
k x

!k

xk
...

!

x

!

x

!

x

!

x
xcos 2

22
1

8642

0
12

12
1

9

9

7

7

5

5

3

3
1 







 , 

     12
2

1
8642

0
2

1
8642

1   k
k

k x
!k

x
...

!

x

!

x

!

x

!

x
xcos , 

     xR
!i

x
xcos k

k

i

i
i

12
1

2
1

2
1 



  . 

 
10.7. Доповнення до формули Тейлора 

 
Заміна функції многочлена за формулою Тейлора в околиці точки x0  розпа-

дається на два етапи. 
Перший етап. Спочатку обчислюють значення функції  xf  і її похідні в 

точці 0x  і за формулою Тейлора складають многочлен для функції  xf . При 
цьому передбачається, що функція   xf  нескінченне число разів диференційова-
на. 

Другий етап. Знаходять інтервал, в якому складений вираз за формулою 
Тейлора сходиться до функції  xf , тобто встановлюють, для яких значень x за-

лишковий член ряду Rn(x) буде прагнути до нуля при n. 
Геометричний сенс формули Тейлора для функції полягає в тому, що з під-

вищенням ступеня формули Тейлора крива все ближче наближається до заданої 
кривої. На рисунку 10.1 представлена апроксимація функції   501 ,xsin   розкла-
даннями Тейлора різного порядку. 

Зауваження: 
1. Заміна функції многочленом можлива, якщо в деякій околиці точки 0x  аб-

солютні величини всіх похідних функції обмежені одним і тим же числом: 
   Mxf n 1 . 

2. Розкладання функції за формулою Тейлора можна використовувати при 
визначенні границі функції. 
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Рисунок. 10.1 
 

10.8. Висновки 
 

1-я формула Тейлора для многочлена, або формула Маклорена, для многоч-
лена   n
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Це можна записати через стилізований знак суми: 

 
   





n

i

i
i

n
n x

!i

P
xP

0

0
, 

де       00
nn PxP  . 

2-я формула Тейлора для многочлена: 

        
   

   n
n

xx
!n

xP
...xx

!

xP
xx

!

xP
xPxxPxP 0

02
0

0
2

0
0

00 21



 , 

де xxx  0 ; 

   
   




n

i

i
i

xx
!i

xP
xxPxP

0
0

0
0 . 

Th. (Тейлора). нехай функція  xf  в точці 0x  і її окілку має похідну по-
рядку 1n  (тобто функція  xf  і її похідні до порядку n безперервні і мають 
похідні). Нехай x  - будь-яке значення аргументу з вказаною околиці  0xx  . 
Тоді між точками 0x  і x  знайдеться точка  , Така, що можна записати 

   
   

    ...xx
!

xf
xx

!

xf
xfxf  2
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1

0 21
 

     xRxx
!n

xf
... n

n
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 , 

де  
  
    1
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 
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Це можна записати у вигляді такої рівності: 

 
   

  
    1

0

1

0
0

0

1










  n
nn

i

i
i

xx
!n

f
xx

!i

xf
xf . 

Залишковий член формули Тейлора у формі Лагранжа  

 
  
    1

0

1

1 1




 



 n

n

n xx
!n

f
xR . 

Залишковий член формули Тейлора у формі Коші 

 
    

    1
0

00
1

1 1




 



 n

n

n xx
!n

xxxf
xR , 

де  10, . 

Якщо функція   xf n 1  обмежена в окілку точки 0x , тобто 

   Mxf n 1 , 

то залишковий член  xRn 1  є нескінченно малою величиною вищого порядку, ніж 
nx , при  0xx  .  

Якщо  xRn 1  - нескінченно мала величина вищого порядку, ніж nx , то 
 xRn 1  можна записати у формі Пеано: 

 n
n xR  01 . 

Зауваження. Формула Тейлора при 00 x  має вигляд 

 
    n

n

i

i
i

xx
!i

f
xf 0

0

0

 


 

або 

      
       nn

n
xx

!n

f
...x

!

f
xffxf 0

0

2

0
00 2

2
1   

і називається формулою Маклорена. 
Приклади формул розкладання: 

 n
n

x x
!n

x
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x
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x
xe 0

32
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32
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     k
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xxsin 2
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Заміна функції многочлена за формулою Тейлора в околиці точки 0x  розпа-
дається на два етапи. 
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Перший етап. Обчислюють значення функції  xf  і її похідні в точці 0x  і за 
формулою Тейлора складають многочлен для функції  xf . Передбачається, що 
функція   xf  нескінченне число разів диференційована. 

Другий етап. Знаходять інтервал, в якому складений вираз за формулою 
Тейлора сходиться до функції  xf , тобто встановлюють, для яких значень x 

залишковий член ряду Rn(x) буде прагнути до нуля при n. 
Геометричний сенс формули Тейлора для функції полягає в тому, що з під-

вищенням ступеня формули Тейлора крива все ближче наближається до заданої 
кривої. 

 
10.9. Питання для перевірки 

 
1. Запис формули Тейлора для многочлена через стилізований знак су-

ми для розкладання в околиці нуля: 
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2. Формула Тейлора для розкладання многочлена за ступенями 0xx  : 
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3. Запис формули Тейлора для многочлена через стилізований знак су-
ми для розкладання в околиці точки 0x : 

а)  
   




n

i

i
i

n
n xx

!i

xP
xP

0
0

0 ; б)  
  




n

i

i
i

n
n x

!i

P
xP

1

0
; в)  

  



n

i

i
i

n
n x

!i

P
xP

0

0
. 

4. Формула Маклорена: 
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5. Формула Тейлора для функції: 
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6. Залишковий член формули Тейлора у формі Лагранжа: 

а)  
    

    1
0

00
1

1 1




 



 n

n

n xx
!n

xxxf
xR , де  10, ; б)  n

n xR  01 ;  

в)  
  
    1

0

1

1 1




 



 n

n

n xx
!n

f
xR . 

7. Залишковий член формули Тейлора у формі Пеано: 

а)  
    

    1
0

00
1

1 1




 



 n

n

n xx
!n

xxxf
xR , де  10, ; б)  n

n xR  01 ;  

в)  
  
    1

0

1

1 1




 



 n

n

n xx
!n

f
xR . 

8. Залишковий член формули Тейлора у формі Коші: 

а)  
    

    1
0

00
1

1 1




 



 n

n

n xx
!n

xxxf
xR , де  10, ; б)  n

n xR  01 ;  

в)  
  
    1

0

1

1 1




 



 n

n

n xx
!n

f
xR . 

9. Формула Тейлора для функції xcos : 

а) ...
!5!3

cos
53


xx

xx ; б) ...
!3!2

1cos
32


xx

xx ; в) ...
!4!2

1cos
42


xx

x . 

10. Формула Тейлора для функції  xsin : 

а) ...
!4!2

1sin
42


xx

x ; б) ...
!5!3

sin
53


xx

xx ; в) ...
!3!2

1sin
32


xx

xx . 

11. Формула Тейлора для функції xe : 

а) ...
!5!3

53


xx

xe x ; б) ...
!3!2

1
32


xx

xe x ; в) ...
!4!2

1
42


xx

e x . 

12. З ростом n  похибка розкладання xe : 
а) прагне до одиниці; б) прагне до нуля; в) прагне до нескінченності. 
13. Припущення щодо функції при записі її за формулою Тейлора: 
а) функція  xf визначена в заданій околиці; б) функція  xf нескінченне 

число разів диференційована; в) функція  xf  необхідне число раз дифференци-
руемая. 

14. Геометричний сенс формули Тейлора для функції: 
а) з підвищенням ступеня формули Тейлора крива все далі віддаляється від 

заданої кривої; б) з підвищенням ступеня формули Тейлора крива все ближче на-
ближається до заданої кривої; в) формула Тейлора не відображає задану криву. 

15. Заміна функції многочленом можлива: 
а) якщо в деякій околиці точки 0x  абсолютні величини всіх похідних функ-

ції обмежені одним і тим же числом; б) якщо в деякій околиці точки 0x  функція 
диференційована; в) якщо в деякій околиці точки 0x  абсолютна величина функції 
обмежена. 
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16. Розкладання функції за формулою Тейлора можна використовува-
ти: 

а) при визначенні границі функції; б) при визначенні екстремальних значень 
функції; в) при визначенні диференціала функції. 
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11. ДОСЛІДЖЕННЯ ПОВЕДІНКИ ФУНКЦІЇ 
 

11.1. Монотонність функції 
 

Th. Якщо похідна функції  xf  на інтервалі  ba,  не менш нуля: 

  0xf ' ≥ , 
то функція на цьому інтервалі не убуває. 

Якщо похідна функції  xf  на інтервалі  ba,  не більш нуля: 

  0xf ' ≤ , 
то функція на цьому інтервалі зростає. 

◄ Нехай   0xf ' ≥  на інтервалі  ba, . Тоді для всіх  ba,x,x 21 ∈ , Таких, що 

21 x<x , Має місце нерівність 
   

0
xx

xfxf

12

12 ≥ , А отже, при 21 x<x  

   21 xfxf ≤ . ► 
Зауваження: 
1. Якщо функція на інтервалі тільки зростає або тільки убуває, то її назива-

ють монотонно зростаючої або монотонно спадною. 
2. Проміжок, на якому функція або зростає, або зменшується, називається 

проміжком монотонності. 
3. Дотична на проміжку зростання функції утворює гострий кут з віссю Ox

(рисунок 11.1, а), на проміжку убування - тупий (рисунок 11.1, б). 
 

 

ПРИКЛАД. дослідити функцію 52 24  xxy  на монотонність. 
Рішення 

Диференціюючи задану функцію: 

    1141444 23  xxxxxxxy . 
Вирішуємо рівняння:    0114  xxx      11 x , 02 x , 13 x . 
Використовуємо метод інтервалів (рисунок 11.2). 

y y

x x

f(x)

f(x)

α α 

σ 
σ

а б 

Рисунок 11.1 
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Рисунок 11.2 
 
Результати можна представити у вигляді таблиця 11.1. 
 

   Таблица 11.1 
x  (−∞, −1) −1 (−1,  0) 0 (0,  1) 1 (1,  ∞) 

y  − 0 + 0 − 0 + 
y         

 
11.2. Необхідна і достатня умова екстремуму 

 
11.2.1. локальний екстремум 

 
Def. нехай функції  xf  визначена в безперервній околиці точки 0x . чи-

сло  0xf  називається локальним максимумом (мінімумом), якщо для будь-
якої точки x  околиці  0δ xU  виконується умова 

   0xfxf ≤               0xfxf ≥ , 
т. е. в Квантор це можна записати так: 

       00δ0 xfxf:xUxloc.maxxf ≤∈∀⇔ , 
       00δ0 xfxf:xUxloc.minxf ≥∈∀⇔ . 

Def.  loc.max  (рисунок 11.3, а) і loc.min  (рисунок 11.3, б) називають ще 
локальними екстремумами. 

 
 

 

-1 0 1
+

- 
+

-

y 

x

f(x0) 

x0 

y

x 

f(x0)

x0

 

а б 
Рисунок 11.3
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11.2.2. Необхідна умова екстремуму 
 

Необхідна умова екстремуму засноване на теорема Ферма.  
П'єр де Ферма (1601-1665) - французький математик. 
Th. Якщо безперервна на інтервалі (a , b)  функція f (x )  має локальний 

екстремум в точці x0  і існує похідна в цій точці, то ця похідна дорівнює нулю.  
◄ Доказ виконується від протилежного. 
Нехай в точці екстремуму похідна не дорівнює нулю, а, наприклад, більше 

нуля: 

     
0

0

0
0

0






 xx

xfxf
limxf

xx
. 

В цьому випадку при 0xx      0xfxf  , а при 0xx      0xfxf  . 
Але для локального екстремуму повинна виконуватися умова, що при 

0x<x     0xf<xf  і при 0x>x     0xf<xf , Тобто знак щодо функцій не змі-
нюється. Отже, припущення, що в точці екстремуму похідна не дорівнює нулю, 
не вірно. Похідна в точці екстремуму дорівнює нулю. ► 

 
11.2.3. Достатня умова екстремуму 

 

Затвердження. Якщо знак похідної  xf '  безперервної функції  xf  в око-
лиці точки 0x  при переході через неї змінюється з позитивного на негативний, то 
в цій точці функція  xf  має локальний максимум, якщо з негативного на позити-
вний - локальний мінімум. 

◄ Нехай знак  xf ' змінюється з «плюса» на «мінус» (рисунок 11.4). Це 
означає: 

-       xfxf:x,xx 000 ; 

-       xfxf:x,xx 000 . 

 
В цьому випадку 0x  - локальний максимум. 

  

 

 

  

Рисунок. 11.4 
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Аналогічні міркування можна привести для випадку зміни знака похідної з 
«мінуса» на «плюс». ► 

зауваження: 
1. Затвердження справедливо і для випадку, коли в точці 0x  функція є не-

диференційованої, наприклад:    x=xf  в точці 0=x . 
2. Для функції в заданій області можна виділити локальні екстремуми і най-

більше та найменше значення функції. Не завжди вони збігаються. 
 

11.3. Алгоритм знаходження локального екстремуму 
 

Алгоритм знаходження локального екстремуму наступний: 

1. Знаходять ix , де   0=xf i
' . 

2. Вибирають fi Dx ∈  (З області допустимих значень). 

3. Досліджують знак похідної на інтервалах точок ix . 
4. Виділяють ті точки ix , Де знак похідної змінюється. 
5. Обчислюють значення функції в точках ix . Це і є значення локальних ек-

стремумів. 
ПРИКЛАД. Визначити точки локального екстремуму функції 

5
3

4

5

4 35  xxy . 

Рішення 
Визначаємо похідну функції: 

    1141444 22224  xxxxxxxy . 

Прирівнюємо похідну до нуля:    0114 2  xxx . Коріння рівняння: 
11 x ,  02 x ,  13 x . 

Використовуємо метод інтервалів (Рисунок 11.5). 

 
Ці ж результати можна оформити у вигляді таблиці 11.2. 

 
   Таблиця 11.2 

0x  (−∞, −1) −1 (−1,0) 0 (0,+1) +1 (+1, +∞)
y  + 0 − 0 − 0 + 
y  ↑ max ↓  ↓ min ↑ 

 

    

    -1 0 +1

Рисунок 11.5 
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Знаходимо значення локальних екстремумів: 

     
15

83

15

752012
5

3

4

5

4
51

3

4
1

5

4
1 35 


 yymax , 

     
15

67

15

752012
5

3

4

5

4
51

3

4
1

5

4
1 35 


 yymin  

 
11.4. Опуклість функції 

 
Def. Будемо говорити, що функція  xf  має на інтервалі  ba, опуклість, 

спрямовану вниз, якщо всі крапки функції розташовані не нижче будь-якої 
дотичній функції на цьому інтервалі. Аналогічно функція має опуклість вго-
ру, якщо її точки розташовані не вище будь дотичній (рисунок 11.6). 

 
Th. Якщо функція на інтервалі  ba,  має невід’ємну другу похідну 

  0xf '' ≥ , То вона є опуклою вниз, якщо непозитивну   0xf '' ≤  − опуклою 
вгору. 

◄ Нехай на інтервалі  ba, функція є опуклою вниз (рисунок 11.7). виберемо 
точку 0x  на цьому інтервалі і довільну точку x . Проведемо довільну дотичну  до 
кривої через точку   00 xf,x  і запишемо її рівняння: 

      000 xxxfxfxy:           000 xxxfxfxy  . 

Формула Тейлора для заданої функції щодо точки   00 xf,x  з точністю до 
другої похідної має вигляд 

           22
0

0
000 0

2
xxx

!

xf
xxxfxfxf 


 . 

Якщо розглядати різницю для x  між кривою і дотичній, то знак цієї різниці 
залежить від знака другої похідної: 

             


 22
0

0
000 0

2
xxx

!

xf
xxxfxfxyxf  

    000 xxxfxf  , 

y 

x

f(x)

а 

y

x 

f(x) 

а  

Опуклість 
Опуклість 

Рисунок 11.6 
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        22
0

0 0
2

xxx
!

xf
xyxf 


 . 

 
При   00  xf      0 xyxf , Тобто точки кривої розташовані вище точок 

дотичної. Отже, на цьому інтервалі функція є опуклою вниз. ► 
 

11.5. Точка перегину 
 
Def. Точка функції, в якій змінюється опуклість функції, називається 

точкою перегину(рисунок 11.8).  
 

 
Тверження (необхідна умова точки перегину). У точці перегину друга 

похідна функції дорівнює нулю:   0=xf '' . 

Тверження (достатня умова точки перегину). Якщо друга похідна f ' ' (x )  
при переході через точку x0 , В якій вона дорівнює нулю (або не існує), змінює 
знак, то ця точка є точкою перегину. 

 
 

 

x

f(x) 

х0

y 

x 

y(x) 

а 

Рисунок 11.7

y 

x

М 

Опуклість 

Опуклість 

вниз

Рисунок. 11.8 
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11.6. Друга достатня умова екстремуму 
 

Th. Якщо в точці, підозрілої на екстремум   0=Mf ' , Друга похідна фу-
нкції більше нуля, то це локальний мінімум, якщо менше нуля, то це лока-
льний максимум: 

    min.locMfMf:M  00 ; 

    max.locMfMf:M  00 . 
◄ Нехай функція  xf  в точці   00 xf,xM  підозріла на екстремум, тобто 

  0=xf 0
' . 

Формула Тейлора для заданої функції щодо точки   00 xf,x  з точністю до 
другої похідної має вигляд 

           22
0

0
000 0

2
xxx

!

xf
xxxfxfxf 


 , де   00 2 x . 

Але так як   0=xf 0
' , маємо 

      20
0

0 2
xx

!

xf
xfxf 


 . 

При   0>xf 0
''  маємо: для будь-якої точки x  околиці 0x      00  xfxf , 

Отже, 0x  - локальний мінімум. 

При   0<xf 0
''  маємо: для будь-якої точки x  околиці 0x      00  xfxf , 

Отже, 0x - локальний максимум. ► 
 

11.7. Асимптоти графіка функції 
 
Def. Пряма лінія  називається асимптотою лінії  xf , Якщо відстань 

від точки лінії  xf  до прямої   прямує до нуля при необмеженому видален-
ні цієї точки від початку координат (рисунок 11.9).  

 
Рисунок 11.9 

 
Рисунок 11.10 
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Зауваження. Крива може перетинати асимптоту (рисунок 11.10). 
Розрізняють вертикальні і похилі асимптоти. 
1. Вертикальні асимптоти.  
Нехай  xf=y має вертикальну асимптоту. Рівняння такої асимптоти: 

0x=x . 
згідно з визначенням   


xflim

xx 0

. 

Висновки.  якщо   


xflim
xx 0

, То лінія  xf  має асимптоту 0x=x . Отже, 

щоб знайти вертикальні асимптоти, потрібно знайти таку точку 0x , в якій 
  xf . 

2. Похилі асимптоти. 
Def. пряма bkxy   називається похилою асимптотою кривої  xf , 

якщо 
 

k
x

xf
lim

x



, 

   bkxxflim
x




. 

◄ За визначенням, якщо bkxy   - асимптота, то 

        0


bkxxflimyxflim
xx

; 

    )x(bkxxf  0     
      )x(bkxxf  ; 

 
x

)x(

x

bkx

x

xf 



 ; 

 
k

x

)x(

x

b
klim

x

)x(

x

bkx
lim

x

xf
lim

xxx







 







 







; 

   0


bkxxflim
x

      kxxflimb
x




. ► 

Слідство. Для горизонтальної асимптоти 0=k  
  bxflim

x



. 

ПРИКЛАД. Побудувати асимптоти функції
1

2




x

x
y . 

Рішення 

1.  
 1

2

1 x

x
lim
x

, тобто 1x  − вертикальна асимптота. 

2. При x   

1

2




x

x
)x(y      1

1 2

22








 xx

x
lim

xx

x
lim

x

)x(y
limk

xxx
, 
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  kxxylimb
x




   

  1
111

222























 x

x
lim

x

xxx
limx

x

x
limb

xxx
. 

Похила асимптота має вигляд 1 xy . 
3. При x   

1

2




x

x
)x(y      1

1 2

22











 xx

x
lim

xx

x
lim

x

)x(y
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xxx
, 

  kxxylimb
x


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   

  1
111

222

























 x

x
lim

x

xxx
limx

x

x
limb

xxx
. 

Похила асимптота має вигляд 1 xy . 
Визначені асимптоти зображені на рисунку 11.11, асимптоти і сам графік 

функції - на рисунку 11.12. 
 

Рисунок 11.11 Рисунок 11.12 
 

11.8. Висновки 
 

Th. Якщо похідна функції  xf  на інтервалі  ba,  не менш нуля: 

  0xf ' ≥ , 
то функція на цьому інтервалі не убуває. 

Якщо похідна функції  xf  на інтервалі  ba,  не більш нуля: 

  0xf ' ≤ , 
то функція на цьому інтервалі зростає. 
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Зауваження: 
1. Якщо функція на інтервалі тільки зростає або тільки убуває, то її нази-

вають монотонно зростаючої або монотонно спадною. 
2. Проміжок, на якому функція або зростає, або зменшується, називається 

проміжком монотонності. 
3. Дотична на проміжку зростання функції утворює гострий кут з віссю 

Ox , На проміжку убування - тупий. 
Def. нехай функції  xf  визначена в безперервній околиці точки 0x . число

 0xf  називається локальним максимумом (мінімумом), якщо для будь-якої 

точки x  околиці  0δ xU   виконується умова 

   0xfxf        0xfxf  , 
т. е. в Квантор це можна записати так: 

       000 xfxf:xUxmax.locxf   , 

       000 xfxf:xUxmin.locxf   . 

Def.  max.loc  і min.loc  називають ще локальними екстремумами. 
Th. (Ферма). Якщо безперервна на інтервалі  b,a  функція  xf  має ло-

кальний екстремум в точці 0x  і існує похідна в цій точці, то ця похідна дорів-
нює нулю. Це необхідна умова екстремуму. 

Твердження.  Якщо знак похідної  xf '  безперервної функції  xf  в околиці 
точки 0x  при переході через неї змінюється з позитивного на негативний, то в 
цій точці функція  xf  має локальний максимум, якщо з негативного на позитив-
ний - локальний мінімум. 

Зауваження: 
1. Затвердження справедливо і для випадку, коли в точці 0x  функція є не-

диференційованої, наприклад:    x=xf  в точці 0=x . 
2. Для функції в заданій області можна виділити локальні екстремуми і 

найбільше та найменше значення функції. Не завжди вони збігаються. 
Алгоритм знаходження локального екстремуму: 

1. Знаходять ix , де   0=xf i
' . 

2. Вибирають fi Dx ∈  (З області допустимих значень). 

3. Досліджують знак похідної на інтервалах точок ix . 
4. Виділяють ті точки ix , де знак похідної змінюється. 
5. Обчислюють значення функції в точках ix . Це і є значення локальних ек-

стремумів. 
Def. Будемо говорити, що функція  xf  має на інтервалі  ba, опуклість, 

спрямовану вниз, якщо всі крапки функції розташовані не нижче будь-якої 
дотичній функції на цьому інтервалі. Аналогічно функція має опуклість вгору, 
якщо її точки розташовані не вище будь дотичній.  
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Th. Якщо функція на інтервалі  ba,  має невід’ємну другу похідну 

  0xf '' ≥ , то вона є опуклою вниз, якщо непозитивну   0xf '' ≤  − опуклою вго-
ру. 

Def. Точка функції, в якій змінюється опуклість функції, називається 
точкою перегину. 

Твердження (необхідна умова точки перегину). У точці перегину друга 

похідна функції дорівнює нулю:   0=xf '' . 
Твердження (достатня умова точки перегину). Якщо в деякій точці знак 

другої похідної функції змінюється, то ця точка є точкою перегину. 
Друге достатня умова екстремуму. 

Th. Якщо в точці, підозрілої на екстремум   0=Mf ' , Друга похідна фу-
нкції більше нуля, то це локальний мінімум, якщо менше нуля, то це локаль-
ний максимум:  

    min.locMfMf:M  00 ; 

    max.locMfMf:M  00 . 
Def. Пряма лінія   називається асимптотой лінії  xf , Якщо відстань 

від точки лінії  xf  до прямої   прямує до нуля при необмеженому видаленні 
цієї точки від початку координат. 

Зауваження. Крива може перетинати асимптоту. 
Розрізняють вертикальні і похилі асимптоти. 
1. Вертикальні асимптоти.  
Якщо   


xflim

xx 0

, То лінія  xf  має асимптоту 0x=x . 

2. Похилі асимптоти. 
Def. Пряма bkxy   називається похилою асимптотою кривої  xf , 

якщо 
 

k
x

xf
lim

x



, 

   bkxxflim
x




. 

 
11.9. Питання для перевірки 

 
1. Якщо похідна функції на заданому інтервалі позитивна, то функція 

на цьому інтервалі: 
а) монотонно не збільшується; б) монотонно не зменшується; в) постійна. 
2. Якщо похідна функції на заданому інтервалі негативна, то функція 

на цьому інтервалі: 
а) монотонно не збільшується; б) монотонно не зменшується; в) постійна. 
3. Якщо функція на інтервалі тільки зростає, то її називають: 
а) монотонно зростаючою; б) зростаючої; в) функція, яка збільшується. 
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4. Якщо функція на інтервалі тільки убуває, то її називають: 
а) монотонно спадаючою; б) спадаючою; в) функція, яка зменшується. 
5. Проміжок монотонності - це проміжок, на якому функція: 
а) зростає або спадає; б) зростає; в) спадає. 
6. Дотична на проміжку зростання функції: 
а) утворює гострий кут з віссю Ox ; б) утворює тупий кут з віссюOx ;  

в) паралельна осі Ox . 
7. Дотична на проміжку спадання функції: 
а) утворює гострий кут з віссю Ox ; б) утворює тупий кут з віссюOx ;  

в) паралельна осі Ox . 
8. Необхідна умова локального екстремуму: 
а) похідна в точці локального екстремуму дорівнює нулю; б) похідна в точці 

локального екстремуму не дорівнює нулю; в) похідна в точці локального екстре-
муму не визначена. 

9. Достатня умова локального екстремуму: 
а) знак похідної в околі точки, підозрілої на екстремум, змінюється; б) похі-

дна в околиці точки, підозрілої на екстремум, дорівнює нулю; в) похідна в околиці 
точки, підозрілої на екстремум, позитивна. 

10. Якщо знак похідної  xf '  безперервної функції  xf  в околиці точки 

0x  при переході через неї змінюється з позитивного на негативний, то в цій 
точці функція  xf : 

а) має локальний максимум; б) має локальний мінімум; в) дорівнює нулю. 

11. Якщо знак похідної  xf '  безперервної функції  xf  в околиці точки 

0x  при переході через неї змінюється з негативного на позитивний, то в цій 
точці функція  xf : 

а) має локальний максимум; б) має локальний мінімум; в) дорівнює нулю. 
12. Чи збігаються в заданій області виділені локальні екстремуми і 

найбільше та найменше значення функції: 
а) не завжди; б) збігаються; в) не збігаються? 
13. Функція на інтервалі  ba,  називається опуклою вгору: 
а) якщо всі її точки на інтервалі  ba, розташовані вище довільної дотичній 

точок цього інтервалу; б) якщо всі її точки на інтервалі ba, розташовані нижче 
довільної дотичній точок цього інтервалу; в) якщо всі її точки на інтервалі ba,  
розташовані вище і нижче довільної дотичній точок цього інтервалу. 

14. Функція на інтервалі  ba,  називається опуклою вниз: 
а) якщо всі її точки на інтервалі  ba, розташовані вище довільної дотичній 

точок цього інтервалу; б) якщо всі її точки на інтервалі ba, розташовані нижче 
довільної дотичній точок цього інтервалу; в) якщо всі її точки на інтервалі ba,  
розташовані нижче і вище довільної дотичній точок цього інтервалу. 

15. Якщо функція на інтервалі  ba,  має не від’ємну другу похідну 

  0xf '' ≥ , То ця функція: 
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а) є опуклою вниз; б) є опуклою вгору; в) не має опуклості. 
16. Якщо функція на інтервалі  ba,  має непозитивним другу похідну 

  0xf '' ≤ , То ця функція: 
а) є опуклою вниз; б) є опуклою вгору; в) не має опуклості. 
17. Точка перегину - це точка, в якій: 
а) змінюється опуклість функції; б) змінюється напрямок функції; 

в) змінюється монотонність функції. 
18. У точці перегину друга похідна: 
а) дорівнює нулю; б) позитивна; в) негативна. 

19. Якщо в точці, підозрілої на екстремум   0=Mf ' , Друга похідна бі-
льше нуля, то: 

а) це локальний мінімум; б) це локальний максимум; в) функція дорівнює 
нулю. 

20. Якщо в точці, підозрілої на екстремум   0=Mf ' , Друга похідна ме-
нше нуля, то: 

а) це локальний мінімум; б) це локальний максимум; в) функція дорівнює 
нулю. 

21. Пряма лінія   називається асимптотою лінії  xf , Якщо відстань 
від точки лінії  xf  до прямої   при необмеженій видаленні цієї точки від 
початку координат: 

а) прагне до нуля; б) прагне до нескінченності; в) постійно. 
22. Чи може крива перетинати асимптоту: 
а) може; б) не може; в) може перетинати тільки на нескінченності? 
23. Чи бувають похилі асимптоти: 
а) бувають; б) не бувають; в) тільки для алгебраїчних функцій? 
24. Чи бувають вертикальні асимптоти: 
а) бувають; б) не бувають; в) бувають тільки для раціональних функцій? 
25. Асимптота графіка функції - це: 
а) пряма, до якої прагне  xf  при прагненні змінної x до нуля; б) пряма, яку 

перетинає  xf  при видаленні змінної x на нескінченність; в) пряма, до якої праг-
не  xf  при видаленні змінної x  на нескінченність. 

26. Запис виду bkxy   - це: 
а) горизонтальна асимптота; б) похила асимптота; в) вертикальна асимпто-

та. 
27. Чи бувають горизонтальні асимптоти: 
а) не бувають; б) бувають тільки для трансцендентних функцій; в) бувають? 
28. Запис виду b=y  - це: 
а) вертикальна асимптота; б) похила асимптота; в) горизонтальна асимпто-

та. 
29. Запис виду 0x=x  - це: 
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а) точка екстремуму; б) вертикальна асимптота; в) горизонтальна вісь симе-
трії. 

30. параметричних задана функція - це: 
а) функція, яка характеризується параметром; б) функція, залежна і незале-

жна змінні якої задані через допоміжний параметр; 
в) функція, в якій замість x  використовується параметр. 
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